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W pracy omdwiono problem drgan skretnych lepkosprezystego preta pryzmatycz-
nego o przekroju zwartym; pret jest z obu stron utwierdzony. Zalozono, Ze obcigZe-
nie stanowi moment skrecajacy skupiony, ktérego punkt przylozenia porusza sig
ze staly predkoscia. Rozwiazanie otrzymano opierajac
sie na analogil sprezysto- lepkosprezystej [3]. Wyniki H . §
otrzymano na podstawie odwrotnej transformacji La- j§
place’a w postaci szeregdw Fouriera. W rozwaZaniach V // ; %

l

szczegblowych zbadano zmienno$é katdw obrotu preta
o diugosci 20 m. pod wplywem momentu skrecajacego,
wedrujacego z predkoéeia 30, 60 i 90 km/godz, przyjmu- Rys. 1

jac model reclogiczny Voigta. '

Otrzymane wyniki moga postazyé do rozwigzywania problemdw drgan skregtnych
Zelbetowych przesel mostéw drogowych plytowych, po ktérych pojazd porusza sig
nie wzdtuz osi mostu, lecz (co najczesciej ma miejsce) rdwnolegle do osi z jednej
Tub drugiej jej strony przy pominigciv cigZzaru pojazdu i ewentualnych nierdwnodci
nawierzchni mostu (fys. 1).

Wainiejsze oznaczenia

odlegtosé przylozenia sity @ od osi belki,

wielko$é charakteryzujaca ksztalt przekroju belki,

stala sprezysto$é materialu,

modut odksztalcenia postaciowego,

bicgunowy moment bezwladnodei przekroju,

rozpigtosc bekki,

moment dziatajacy na element belki o dlugosci dg,

sita skupiona,

reakcja dzialajaca na element d¥,

suma reakcji § i reakcii kinetycznej dzialajacej ma elerment belki o diugosc d&,
czas, ' :

predko$é przesuwania momentu skrgcajacego wzdiuz belk,
czas relaksacji, :

gestodé materiaty,

mRem s g TS ala e

liczha Poissona dla materiatu belki. |
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1. Rozwazania ogolne

Rozpatrzmy réwnowagg momentow dziatajacych na element preta o dhugodei d&

(rys. 2). PoniewaZ
S* dE+dM =0,

zaftem
. dM
(1.1} — 8 75—
z drugiej strony
M dp
GC T’
stgd
e
(1.2) M=d C—égf;
z (1.1) 1 (1.2) wynika, Ze
(1.3) —§*=GC -azi
. 22
S#* okreflimy nastgpuigco:
. 2y
1.4 S*:S—Jg,g)a—tz—.
i Podstawiajgc rownanie (1.3) do (1.4) otrzymujemy row-

| M4 nanie rézniczkowe drgan skretnych [2]

| & 82 g a2

Rys. 2 —Ste =6C P

Wykonamy obecnie transformacje Laplace’a

. _ . a2 (& p)

Stosujemy analogig sprezysto-lepkosprezysta [3]: napiszemy rownanie transformowa-
ne dla preta lepkosprezystego:

d? p (&, p)
15  —SEnthelrplEp) — ¢ 0 ~ppE =6 C— e
Ze wzgledu na warunki brzegowe rozwigzanie poszukujemy w postaci
o2 sz
(1.6) (& D) = 2 @n (£) sin

oraz
i

du .

L an )= > [ ot ) sin —

0
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Natomiast obciazenie ciagle o momencie S przypadajace na jednostke diugosci
mozemy przedstawié szeregiem

(1.8) S (&, 1) = Z S, () sin m"t
gdzie
!
2 R
(1.9) Sk (1) = gfS(u, ) sinTudu.

0

Wykonujac transformacje Laplace’a otrzymujemy

_ - = nw
S =D Sa(p)sin
Tl

(1,10} - E
— Rt
P (Ea P) AJ (Pﬂ- (p) sin /

H=1

Wstawiajac (1.10) i {1.11) do réwnania (1.5) napiszemy

\ -
(1.11) = Sl o 0 P2 @0 (P) — ¢2(0) — ppa(0)] = G(p) C‘ —pa(p) (i?—) ]
Stad wynika

~ Sn(p)+o @ 19n (0)+2pa O
(1.12) Falp) = =08 © :(P o1, )

.hw%amdff]

. podstawiamy otrzymane wyraZenie na g (p) do réwnania (1.11):

_ = Su()+Jo 0 [ (0)+pea(0)] £
rp@p)zZ (p)+Jy 0 [pn(O)+peaf0)] = nm

(113 2 sin T
=t [Jaeszr("?(p)C(TH
gdzie
_ E(p)
@) = (e

Wykonujac odwrotng transformacje Laplace’a przy wykorzystaniu twierdzenia
o splocie otrzymujemy

A1) g =7 ZHI&M—ﬂ%@m+
1 it
-+ o0 [Kn (2) @u (0) Fen (D) @ (0)]} sin nI
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gdzie
_ an2]-1
Kn () = L7\ Joep?+G (D) C\ 5~ .
‘ _ qin \2
len (1) = £-1\p o ep2+G () C\7) |-
Rozwiazanie (1.14) jest ogdinym rozwigzaniem problemu.

2. Problem tlumienia drgaf w przypadku modelu Voigta

Przyjmujemy model reclogiczny Voigta; wiedy przy zatozenin warunku niefcisli-
wosci materiatu ([3], s. 65) mozemy napisa¢

EO __Zul 41__ 6():_15‘_99__
T 30T COTIL o
1 -
Dia vy = 5= ¥ (p) mamy
Ey - 1
E(p) 1+ip’
~ Ey(L+4p) - E
= = 5 (tp).

Tl

Po odpowiednim podstawieniu znajdziemy

1
) (:ncn)2 By n Ey C(am)ZJ'
foer* +C\T] 73 3 “\1

Podstawiajac w rownanie (2.1) wartosci

@.1) K () = £-1

wn—/BC ™ p,—y/T0C L
3Jp 1 e 2 |
olrzymujemy
Dot T
Kn(’):me Ppontsin (w1 V1-Dy), Di <1,
n
2.2 ] -
Kan(f) = ————— e~ Pa®t sh (wn (VD2—1), D% 1,
Y wn VDR (0n 1V Dy=l) "
K (1) = te™"n", Dy =1,

~ Pragjicie z wzoru (2.2) do wzoru (2.3) moina komentowa¢ jako przejscie od ruchu
i periodycznego do ruchu aperiodycznego.
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Podobnie znajdziemy

1
fon (1) = me“ﬂn nbsin (wq t V1—Did-e), D2 <1
@3 k= -oxdeen, D% =1;
. a Dyt
ku () = /sz—l e =" sh (wnt]/D2—1+82) D,i ">_1,
gdzie
/1—D: /021
slzarctgm] ! D”, szzarctghw_”lmplui_
n Wn — Dy wa
Rozpatrywaé bedziemy przypadek
90 =9 0)=0.
Witedy -
1 : £
. HIT
@4 P& D=5 2 UKn (t - 7) 5a(3) dr] sin——.

0

Wryobrazmy sobie, Ze obciazenie jest zwigzane z punktem, ktéry porusza sie po belce
z predkoécia ». Moment mozemy wige przedstawi¢ za pomocg delty Diraca [1]
w postaci

2.5) . S (5,717)7 = Qad (& — vt).

Korzystajac z rdéwnania (1.9) otrzymujemy

& .
.20Qa . i 200  nm
Sy () = T & (£ — ot) sin—— du = sin —- vt

Zatem ogolne rozwmzame mozna naplsac w formie

nmé
(2.6) : <p(<§, U Y l Kn(t —17) sm—fardr] sin et

3. Preypadek szczegolny
Obliczamy calke zawarta we wrzorze (2.6):
i
g ) 6= I in

3.1 L= | e sin o (f — 7)1 IwD ]sm—l vrdT.

Q B
Na poczatku rozpatrzymy przypadek ukladu sprezystego (4 =0 — Dy =0).
WprowadZzmy znaczenie
att.
Sl

1'3?1 = ]
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WOWCZas
. . 1 . -
L= fsinwp{t —M)sinfnrdt =— 5 (Basinwg{ — wpsin f,1).
fn— 0y

Podstawiajac wartosci fiy 1 wp znajdziemy

. ! (VEOC o omn . E{)C an )
= (EOC 3-7098111 i of ~— © sIn 3109 ] —{f].
7 *7}2)

3Jp

Rozpatrujemy przypadek rezonansu, gdy predkosé v dazy do (Ep C/3Jy 0)%:
i

lim fsin wy (f — 7) sin frdr =

FHl
V- m 0 ———
( E, C an an EC 7Y )
= 2mnv 30 IV 37,0
Zatem o (£, 1) w przypadku rezonansu wyniesie
12 : o ! ( ‘ Ey C an
: 1) = — -t
32 w0 e 3 !
() . * Ey C THY )  umk
t[ 3tcosltsml

Jest to znany powszechnie przypadek re-
zonansu oscylatora harmonicznego (rys. 3).

W | T W oprzypadku gdy o # (Eo C/3J0)"2,
' 33)  e¢n=
o 1
_ 20a Z y
_ . Jeo & ]/ED C

Rys. 3

3o

5 ! (VE@C . @n _ l/EOC 7n ) . nné
(E{)C 2) %Sln 7 of — 0 81N 3o 1 t s | 7
7n oo —

Dotychezasowe rozwazania byly przeprowadzone dla 0 < t < /fv, a wige dla
czasu, gdy obcigzenie znajdowato si¢ pomiedzy miejscami utwierdzenia.

W przypadku ¢ > Jjo, czyli w czasie gdy obciazenie, ktére wywolato drgania,
znalazlo si¢ poza przedzialem (0, [) nalezy rozwigzania szokaé¢ w formie

Ile

2 oa
(& 1) = ng' Z [f K, (t —17)sin (? fm:) dr] sin m;{-’ .

Am1
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Wracajac do przypadku thimienia (A s 0) obliczamy catke wystgpujaca w rowna-
niu (2.6) typu
¢
Ly = 2[ €7 sinyy, (t — ©)sin By vdr =
0 ¢

[
- f &7 c08 [(B-1m) 7 — yym ] i — f € 08 [(y 1 — B) T =y ]t —
)

o

1 ﬂm\"'mc [eumﬁ ¢
P + —
e In ty, COS {-+sin f
lg_i_,}}ln 1n+1 ( 1% ﬁ% |87’¢': )
¢ i 1 Tt
Al (1 COSY 1yt —siny )] — ——— e 7m=F x
7 1
[e‘“anﬂnﬁ e Conint
®A g (tly, COS B ! — 8in S ) — ———(ev... COS t —sin t
a3, 1 (120 P fa®) 2,41 (30 COS 4y Y1a D],
gdzie
nTY *n /T
%M:D%wﬂg ﬁn: Gyg ymﬁwﬂ] 1 —Dn.

L0 O ViakBu

Po podstawieniu do réwnania (2.6) dla malych 2, takich ze D? < 1, otrzymujemy

Oa & e Pnoyt ay, e wﬁﬂt
G4 61 — M{ em"’Ln‘[
RACY) Wy e g w0 V1—D% | #a am+1

% Vin

t
(aan €08 (B Dsin (B 0) = =3 1 (i €08 (1 ) — sin Gy r))} -

a, f &
Un e[e N (30 €05 (B £) — sin (B 1)
— e~ (g, cos — sin —
Ha al, 1 VA " »

e %an¥in ¢ nsz

_ _%;1_ {0135 €OS (1, 1) — sin H1n z))]} sin ;

Latwo przekonujemy sig, ze podstawiajac do wzoru (3.4) wartosé 2 = 0 otrzymamy
réwnanie (3.3) dla cial sprezystych.
Dla wigkszych wartoéci A, takich ze D2 > 1, mamy

£
n7

f Ky (t — 1) sin (—wr m:) dr =

0 t

1 . .
= | e Pu2al-? N T I ~
o I/Di = J e sh [wg (t — 7) ]/Dn 1] sin By vd7r

0

[

= m[e"ﬂr shy,, (t — 7)Y sin (By )y de =
0

e—nﬂt
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e_nﬁt _e?gnl‘r t( . ﬁ . ﬁ . ﬁ ) ﬁ
= . 5 : 5 [8"2" Moy SIN nt— Brcos fpt)+ ﬂ]_
2wp I/Di —1 {xzn'l‘ﬁn " :
(3_1’21;L“E : ]
— ;%m— [e”n % (2, sin By t — Bu cOS fin I)Jrﬁn]},

gdzie
Mg = ®u = Vans  Van T Wn ]/Di, —1, #p=Dgwn.

20

Wracajac do rownania (2.6) napiszemy
t

ZQa i e_"nt e¥2n ; . )
e n= oo Z 20 ]/E——I { x% +,82 [e7n (;‘ZHSInﬁﬂtgﬁﬂcosﬁﬂ O+ —
n=1 7 - 7
7 e Vm? ;n;§
— 7“m+18n [e*10% (3, 5I0 B £ — B COS B t)—i-ﬁﬂ]} sin ]
Po uproszereniu znajdziemy

_ Qa & L 1 .
(3.5 p(& 1) = oo ?g; . l/iﬁ { 2R {15y, 50 B £ — B cos B £) +

nmé
I’

A+ Bn e ] — (_%m Sin By t — Pn 08 P 1)+ fn e Mn t]} sin

1
utBl [

Do obliczenn przyjgto wspéiczynnik bezwymiarowy

2 =2 1 '
{3.6) pE D= z?@ &, t) 2 ﬂ;: —C‘uﬁ x

{ Jlrﬁz [("‘Zn sin ﬁn t— ﬁﬂ COos ﬁn f)+ﬁn e " ] —
2'n

nmf

1
— %fn-l-.ﬁ?g [(#,5, $in B £ — P cOS By O)+Pn & in ]} sin ]

“W celu zilustrowania zmiennosci ¢ (£, £) przeprowadzono obliczenia numeryczne
w Ofrodku Maszyn Matematycznych Politechniki Slaskiej. Przyjeto nastepujace
dane: % = 0,2 sek, wn, = 65 nn sek—t, Dy = 6,570 i | — 20 m. oraz trzy predkodci
poruszania si¢ obcigzenia: vy = 30 km/godz, vy = 60 km/godz. i v3 = 90 km/godz.
Wyznaczono katy ¢ dla dwudziestu polozeti momentu Qg oraz dwudziestu czaséw
zawartych w przedziale 0 < ¢ < Ifo; dla trzech réznych predkosci. W ten sposob
uzyskano 1200 wynikéw. Ze wzgledu na obszerno$é materialu obliczeniowego auto-
rzy postanowili nie zamieszczaé tabel, a jedynie ograniczyé sig do typowych wykresow.

Azeby dla réznych predkoéci wyniki byly poréwnywalne, nanoszono na osiach
rzedne funkeji x¢ (£, 7)-108, gdzie x = Jy o/Qal. Uzyskano w ten sposob trzy wykresy
przedstawiajac zmiennosé kata obrotu przekroju polowiacego diugosé preta w za-
leznodei od czasu (rys. 4—6) oraz dla réznych czasdw trzy wykresy obrazujace

s . chwilowe rozklady katéw skrecania poeszczeg6lnych przekrojow preta (rys. 7—9). Na

- podstawie wykreséw obserwujemy zjawisko podazania maksimum kata skrecenia




o (t)x " 0 Frad] ve 30 itz
E=100m
10 1=24 sek.
08+
a5
04+
ozh
1 1 | L] 1 1 1 ] ] L 1 i 1 i 1 H ] 1 oo
a2 048 072 0985 4,20 144 155 192 216 240
t sk}
Rys. 4
ooty "0 rad] v=60 kin foooz
_ R E=100m
W : o T="12 sek,
a8k
o5
o
02
3 1 H 1 \ ) 1 | I i : ' } ] 1 I '
1374 024 036 048 fel7] o7z 084 096 408 120
g ’ 1fsek ]
Rys. 5
golti x 10 Crat] V=00 km fqodz
E=10m
0 . T=08 sek.
car
o5t
e -
0zf
1 ] i 1 i 1 i H O

1 N 1 : L . s : ' 1
408 o6 a4 432 040 a43 o6 a64 072 aso

tfsok ]
Rys. 6
437}



gt . v=300 km /godz.
i v}
bo(e)x 0 ad] g0k
W0
.
e
N
a8
2, % 7
oo\
ag - 0) Q?‘F q il
g4 Q"f?‘szg._ %
&
@
e 02 sk
: I : : ; " P 7 18 20
a 2 4 & 8 g
&lmi
Rys. 7
7 v=60 km/godz.
RSP rad) vk

lfP(ﬁ}[X—1‘ 07 rad] v=3 km/godz

0 T=0.8 sek
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za punktem przyloZenia obeigZenia. Odlegloé pomigdzy tymi punktami roénie ze
wzrostem predkosdei v. Odlegloée ta dla poszezegdlnych przekrojdéw preta jest tym
wigksza, im dalszy przekrdj rozpatrujemy w kierunku ruchu obciazenia. Zjawisko
to jest typowe dla przypadku dynamiki ciat lepkosprezystych. Obserwuiemy rowniez,
Ze przy wzroscie » malgja maksymalne wychylenia.
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Pesiome

KPYTHUILHBIE KOJIEBAHWSA BAAKY, BBI3BAHHLBIE ITOABYIKHBIM KPYTAHIUM
MOMEHTOM

OBCyxMASTCs BOIPOC KPYTUABHEIX XONCOAHEH BE3KOYNIPYIOFO NPABMATHYECKOTO CTCpAKHS,
sawemnennoro mo obovm xornam. IlpegmonaraeTcs, ¥To HATPY3KA COCTABNACT KPYyTANMH CO-
CPEIOTOMCHHEIA MOMEHT MNEPEJIBUTAIOIUMHCS ¢ YOCTORAHOH CROpocTeio. Pemenne mosyyeno Ha
OCHOBE Ynpyro-sa3xoynpyroil auanorwu [3]. PesynpraTsl nomydeno B opme pagop @ypee, OCHO-
BRIBASICE Ha obpatmoM mpeolpazosarnn Jlamnmaca. B moppoOHAX paccyxJIEHASX HCCIETOBANACE
M3MEMYHBOCTE YIJioB 0DOPOTa CTEPXHA KNHHOH 20 M., DOX BAHAHHEM KPYTAINETO MOMEHTA, Ic-
pensUraomerocs co ckepocteio 30, 60 x 90 Kvfyac. npunyMMas peororudeckyo Moxens GonrTa.

Summary
TORSIONAL VIBRATION OF A BEAM PRODUCED BY A MOVING TORQUE

The problem under consideration is that of torsional vibration of a viscoelastic prismatic bar
clamped at both ends. It is assumed that the bar is loaded by a concentrated torgue travelling at
constant speed. The solution is obtained by means of the elastic-viscoplastic analogy [3]. The results
are Tound in the form of Fourier series, by using the inverse Laplace transformation. The detaifed
considerations contain a study of the variability of the rotation angles of a bar 20 m long under the
action of a torque travelling at the speeds of 30,60 and 90 km/h, assuming the rheologic model of
Voigt,

Praca zastalg zloZona w Redakcfi dunia 24 styeznia 1966 r.
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