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O PEWNYM ROZWIAZANIU PEYTY TROJWARSTWOWEJT

RYSZARD GANOWICZ (POZNAN)

I. W pracy zajmiemy sig nieograniczona plyta tréjwarstwowa, na ktdéra dziata
sita skupiona. W wyniku otrzymamy rozwiazanie osobliwe podobne do rozwiazania
osobliwego dla plyty cienkiei.

Rozwigzania tego typu mogs stuzyé do skonstruowania rozwiazan problemoéw
brzegowych teorii plyt tak samo jak funkcja 4 = 1/r, ktdra jest podsiawa rozwiazania
réwnania Laplace’a w przestrzeni tréjwymiarowej (czy funkcja u = In r w przestrzeni
dwuwymiarowej). W zagadnieniach technicznych teorit -
piyt rozwigzania osobliwe stuza do znalezienia po-
wierzchni wplywowych. ——— e —— —

Zalozymy, Ze zewnetrzne warstwy plyty sa izotro-
powe 1 nie posiadaja sztywnosci na zginanie; warstwa ™
srodkowa jest niescisliwa i wykazuje sztywnosé jedy- z
nie na odksztalcenia postaciowe w Ikierunku pro- Rys. 1
stopadiym do powierzchni srodkowej plyty. ’

2. Réwnania réwnowagi réZnej postaci dla omawianych plyt trojwarstwowych
mozna znalezé w literaturze [1-4).

Réwnania rownowagi dla przemieszezen, dla plyt tréjwarstwowych spetniajacych
powyzej podane zaloZenia, maja postaé¢ nastgpujgca:
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gdzie przyieto nastgpujace oznaczenia (rys. 1): n = Edh/Gs (1+»), E, v ozna-
czajg stale materialowe warstw skrajnych, a Gs = Gy = Gy, moduly odksztalcenia
postaciowego warstwy Srodkowej.

Funkcje ¢ okreflaja przemieszezenia w nastgpujacy sposob:

u:Z(PZ(x»y)3 ‘1’22‘?93(st): C’-i:(pl(x!y)'



416 . RYSZARD GANOWICZ

Wielkosci statyczne wyznaczyé mozemy z zaleznoéci (rys. 2}
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gdzie D = 2EdI2{(1 — 12).

Rys. 2

Zastosujemny do ukiadu rownpan (2.1) nieskoficzona podwdjna transformacie
Fouriera:
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S Stad fatwo wyznaczyé transformaty ¢}, @3, ¢3-
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Nastepnie wstawiajac te transformaty do wzoru (2.4) otrzymamy
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Przyjmiemy teraz do rozwiazania dla obcigzenia p — d (x) 8 (3), co odpowiada
sile skupionej P = 1, dziatajacej w poczatkn ukladu wspdlrzgdnych. Wiedy

p* = 1/2n.

Rozwigzanie zagadnienia uzyskamy w postaci wyraznej, jezeli potraﬁmy wyzna-
czyé wartodel nastgpujacych calek:
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Calki powyzsze jako catki niewladciwe sa rozbiesne; nie mozna im takze przypisac
wartodci w sensie wartodci gldwnej Cauchy’ego.

W celu przypisania wartosci catkom (2.7) skorzystamy z okreslenia czgéci skon-
czonegj catki rozbieznej.

W tym celu oprzemy si¢ na definicji podanej przez W.Nowackmco [5], ktéry
czesé skonczong catki rozbieznej

b
(2.8) : j fla) da
23
okreéla nast@pujqco
Niech f f(a) da dla ¢ > 0 bedzie calkq Zhieing; zak}adajac ze f(0) = g (a)+

@+e
+-h{a), G' (a) = g (o) i to, ze catka f h (a) da jest zbiezna, czg$¢ skoficzong calki
E .
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rozbieznej definiowaé bedziemy w sposéb nastgpujacy:

b b
29) of [ f(@)da= GG+ [ he)da,

(litery pf sa skrdtem terminu angielskiego «the finite part»).

Dodajmy, ze czesé skoficzona w my$l tej definicji otrzymaé moZemy przez for-
malne wielokrotne catkowanie przez czesci catki (2.8), przy czym pomijamy nieskon-
czone czefel zwigzane z dolna granica catkowania.

Wispomnie¢ nalezy, ze pojecie czedcl skonczone] catki rozbieine] pierwszy wpro-
wadzil HADAMARD [6]. PdZnie] szereg autordw korzystato z tego pojecia przypisujac
w ten spos6b catkom rozbieznym okreSlone wartosci [7].

Przykladowo wykorzystamy pojecie czgéci skoficzonej do obliczenia catki Jy:
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Mozemy wiec calce Jy (2.12) przypisa¢ warto§é nastepujacy:
X2
@.15) =

32
2 (C-+hn |z)).
Warto$¢ catek pozostatych (2.7) obliczymy opierajac sig na rownosci (2.15) 1 na

ZZ;);;'C}I 7 afy 6J1 g ( o2 n 9% )J
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We W_zorach (2.16) i w dalszych wystepujacych w tej pracy wszystkie calki Jy, J»,
3 Jy nalezy rozumieé w sensie czedci skoficzone] pomimo opuszezenia symbolu pf.

|
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W ten sposob otrzymamy
p————— 7T
Jy= —axIn Vx4 — —z—x(1+2C),

@.17) V= —myln V2 — Ly 420),
JZ —_ - 2?]: (]II. 1/x2+y2+1+c)‘

Wykorzystujac obliczone powyzej catki i wzory (2.6} otrzymamy poszukiwane
rozwigzanie dia plyty nieograniczonej obciazonej stta skupiong P = 1:

1 1 i
PL = gpp X G:"h"(ln (x2+)2)+2),

2.18) gy = — 5 x(ln (x24p2)+1),

| ﬁu;lw In (3221
p3 = 8M)y(n(x+y)+).

W wyrazeniach powyzszych pominigto stala Eulera C, ktdra nie wplywa na po-
szukiwane przez nas rozwigzanie osobliwe.

3. Na zakoficzenie podamy jeszeze przykiad rozwigzania osobliwego dla sit
wewnetrznych, Po wykorzystaniu zwigzkéw (2.2) dla » = 0 znajdziemy:

- 1 X _ 1 Xy
= o x2+y2 o e T T gy g
(3.1}
i 2x2
My = == o In (x2 +y3)"‘r 2ty 5 +1§.

Te ostatnie wyrazenia sg identyczne ze znanymi rozwigzaniami osobliwymi dla
plyty cienkiej izotropowej. RézZnica wige tkwi jedynie w rozwigzaniu osobliwym
dla ugiecia w, ktore dla plyt cienkich jest nastgpujace:

(x2+y2) In (x24p2).

1
(3.2) , Wo = e b

Rézni sie ono od otrzymanego pizez nas ugiecia dla plyty tréjwarsiwowej o wiel-
kosé

(3.3) Aw = ¢ Gih (In (x2432)-4-2).
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Pesmowme
O HEKOTOPOM PEWEHHMW TPEXCJIOMHON IITACTHHKH

B pabore paercy pemenme GeckoHEMHOH TpexcHoWHON MIACTHHEM JIPH HATPY3KE COCPEROTO-
wennod CHIOH. DTO POICHME CPAREMBACTCA ¢ MERECTHHIM OCODHIM POILGHMEM A TOHKHX H30-
TPONHEX [NACTEHOK.

Yro Xacaercs pacCMATpEBACMON TPEXCIOHHOH MIACTHHER OPEAIONaractc:d, UTO & BHEIIREHMS
CIOH SBIAIOTCA H30TPONHLIMKM M HE ODNAfaroT RECTKOCTLIO HA usrab, a cepemunelit cnoil Bo3-
HEHCTBYST TOALKO JOMOIE HA IONSPEUHEBIC CHIIBL

Summary

A SOLUTION OF THE PROBLEM OF A THREE-LAYER PLATE

This paper is devoted to the solution of the problem of-a three-layer (sandwich) plate subjected
to a concentrated force. This solution is confronted with the known singular solution for a thin
plate.

As regards of the three-layer (sandwich) plate under consideration it is assumed that its outer
layers are isotropic and have no flexural rigidity and that the omiddle layer carries shear forces
oniy.

Praca zostala zlosona w Redakcfi dnia 24 grudnia 1965 r.






