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Wsiep

Celem ninigjszej pracy jest wyprowadzenie wzoru na osiadanie powierzehni
poIprzestrzeni podlegajacej zjawisku konsolidacji. Za podstawe rozwazad przyjmu-
jemy teorig przepltywu cleczy przez porowate ofrodki odksztalcalne, sformutowana
przez Bilora [2 1 3].

Zajmiemy sie przypadkiem plaskiego stanu odksztalcenia szkieletu. Przyjmiemy,
ze rozwazana polprzestrzen obciazona jest nagle przylozonym do jej powierzchni
obcigzeniem skupionym. Zatozymy, Ze ciecz moze swobodnie wyplywac przez po-
wierzchnie ograniczajaca polprzestrzen z wyjatkiem punkto przyloZenia sily.

Za punkt wyjéciowy przyjmiemy uklad podstawowych réwnan teorii konsolidaciji,
wyrazony w przemieszczeniach (por. p. 2). Przy rozwiazywaniu tego ukladu oprzemy
sie na pracach W, DERSKIEGO [5 1 7]. Nic czynimy tufaj zadnych zalofen upraszcza-
jacych, ktore ograniczylyby wyniki do écidle okre§lonego rodzaju ofrodka. Jedynymi
ograniczeniami sg zalofenia linlowej teoril konsolidacji w przypadku ruchu quasi-
ustalonego,

1. Aktemalny stan zagadnienia

Omawiajgc aktualny stan zagadnienia ograniczymy si¢ wylaczaic do prac opartych
na sformulowanej przez BioTa teoril przeptywu cleczy przez oérodki porowate.
Jako pierwsza prace z tej dziedziny nalezy wymieni¢ prace Biota [2]. Podal on roz-
wigzanie dla obcigzenia rozlozonego réwnomiernie na odcinku o szerokodci 2a
na powierzehni polprzestrzeni. Przyjat jednak, ze dylatacia cieczy réowna sig dylatacii
szkieletu stalego. Takie zaloZenie ogranicza stosowalnodé rozwiazania do glin
nasyconych woda, ale pozwala na rozprzezenie ukladu rdwnan teorii konsolidacji.
Bior obliczyt wystepujace w jego rozwiazaniu catki dla liczby Poissona v = 0, jak
rowniez przyjal asymptotyczne przedstawienie funkcji podcafkowych.

W przypadku plaskiego stanu odksztalcenia, tzn. w iakim przypadku jak nasz,
Biot opracowal metode rozwigzania oparta na wprowadzeniu uogdlnionej funkcji
naprezefi. AIRY’EGO [1]. Jednak ta metoda nie znalazla dotychczas zastosowania
praktycznego. _

Te same zalozenia upraszezajace co Biot przyjeli w swoich pracach McNAMEE
i Gmson [21 i 22]. Podali oni postaé funkcji przemieszczeft oraz za ich pomoca
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wyznaczyli osiadanie poiprzestrzeni w przypadku plaskiego stanu odksztalcenia dla
obciaZenia réwnomiernie roztozonego na odcinku o szerokosci b. Swoje rozwigzanie
podali w dwéch wariantach, mianowicie dla pdlprzestrzeni o powierzchni calkowicie
przepuszezalne] dla cieczy i o powierzchni callowicie nieprzepuszezalnej. Powaina
wada tego rozwiazania jest chyba fakt, Ze wystgpuja w nim wyraZenia cafkowe
rozbiezne przy ¢ dazacym do nieskofczonodci. Rozwigzanie posiada réwniez nie-
ciagtosel dla 7 = 0.

Zagadnieniem polprzestrzeni i warstwy obciaZonej sila skupiong zajmowal sig
J. MaNDEL [19 i 20]. Ograniczal sie jednak do przypadku obcigzenia kolowo-sy-
metrycznego i do osrodkdw niesciSliwych.

Ustalenie, jak dalece przyjete w wymienionych pracach uproszezenia odbiegaja
od stanu rzeczywistego, jest na razie niemozliwe. W podanych rozwigzaniach wyste-
puje bowiem caly szereg stalych zwiazanych $ciSle z rodzajem oSrodka. Wartosci
tych statych, jak dotad, zostaly wyznaczone do§wiadezalnie wylacznie dla piaskowca
[11 i 12], Pewne préby w tym kierunku dla glin opisane sg w pracy TAN Taong Kig
i Geuze'co [31]. Brak ich natomiast dla innych oérodkow.

Na zakoficzenie nadmienié nalefy, Ze oprécz prac wymienionych autorow ukazalo
sie jeszeze kilka innych, opartych jednak na teorii Terzaghiego i dlatego nie bedzie-
my ich tutaj omawiac.

2. Réwnania teoril konsolidacii w przypadkn plaskiego stanu odksztalcenia
i sformulowanie zagadnienia

Przyjmujemy, ze odksztatcenie zachodzi réwnolegle do plaszezyzny xy. O8 y
skierowana jest normalnie do plaszezyzny ograniczajgcej pofprzestrzed (rys. 1).
0§ x lezy w plaszezyinie ograniczajacej pok-
D kGjem przestrzen 1 skierowana jest prostopadle do
' linii obcigzenia.
X W przypadku plaskiego stanu odksztal-
cenia  rdéwnania réownowagi  wewngtrznej
sprowadzaja sie do dwdch réwnan [3]:

d{opat0) n 00zy _

0
dx oy ’
Y .1
00zy T @ (oyy+0) -0
R}'S. I 6x ay ]
Przy czym oy oznaczaja wspolrzedne tensora stanu naprezenia, o = —pf jest hydro-

statycznym stanem napreZenia przenoszonym przez ciecz, wypelniajgca pory szkie-
letu, p parciem cieczy (dodatnim), f wspélezynnikiem porowatosci szkieletu. W réw-
naniach (2.1) pomingliémy sity masowe, poniewaZ rozwaZzamy powolne zmiany stanu
potprzestrzeni. _ ,

" Druga grupe réwnafl tworzg zwiazki geometryczne

@2 _ Ou 1 (Bu a‘v) L @m8U+ v
) z‘:‘xw*ax, Sa;y““?E; Fx, yymay! —3)6 ay’
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przy czym u i v sa wspolrzednymi wektora przemieszezenia szkieletu, U oraz V
wspdlrzednymi wektora przemieszezen filtracyjnych cieczy odniestonych odpo-
wiednio do osi x i p, (g4) lest tensorem stanu odksztalcenia szkieletu porowatego,
¢ oznacza dylatacje cieczy.

Zwigzki fizyczne przyjmujemy w postaci najczeSciej spotykanej [2]

Cpy = 2N8'5$+(A8+Q@), Gz — O'yz — 0,
(2.3) Oyy = 2N8yy+(A8+Q@), g = Q6+R@,
oz = Ae+08, T gay = 2Negy,

przy czym A, N, Q i R sg stalymi rozwazanego ofrodka [4], 8 = ezq+eyy jest dyla-
tacja szkieletu. NaleZy tutaj zaznaczy¢, e ¢ nie odpowiada rzeczywistej dylatacji
srkieletu, Ta wielko$é jest dylatacja pozorna szkieletu. Opisuje ona taka sytuacig,
w ktdrej szkielet wypekialby bez reszty badany obszar. Dylatacja rzeczywista
szkieletu & (w sensie zmiany objetodci materiatu szkieletu) zwiazana jest z dylatacja
pozorng prostym wzorem {5] & = (1 — f)=.

Powyzsze zwiazki uzupehia prawo przeplywn cieczy przez osrodki porowate
(prawo Darcy’ego), kidre z pominigciem sit masowych piszemy w postaci roéwnania
[2]

2.4) kV2o =6 — ¢,

w ktdrym k oznacza wspdlezynnik przepuszezalnosei (permeability) cieczy, a kropka
oznacrylismy pochodna wzgledem czasu, _

Sformulnjemy zagadnienie w przemieszczeniach. W zwigzkach fizycznych (2.3)
rugujemy dylatacje cieczy za pomoca ostatniego z nich i po uporzadkowaniu piszemy
je w postaci
T e (e 20), oo+ 2
Tz —~I—- Eam £ & R cl, . Gg ™~ & R “,

0 AR — 2
(2.5) © Oyy = 2Neyy -+ | Me + — 5, M=—-,
. R R
G'xy == ZNE:uy,

przy czym M jest odpowiednikiem statej Lamégo dla grunidéw nasyconych woda [4].
Zwiazki fizyezne w postaci (2.5) podstawiamy w rdwnania réwnowagt wewnegtrznej

(2.1) i po uporzadkowaniu otrzymujemy uklad réwnan zbiorczych teorii konsoli-

‘dacji, wyrazony w przemieszczeniach szkieletu i jako funkcii parcia cieczy o:

NVY2 M—I—(M—FN)ﬁ: _i{__a_?‘_
o dx R ox’
2.6 V2ot (i) 0
: dy R @&y’
kV2a=i<§w~£é
R R

H=0+R.
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Ostatnie réwnanie odpowiada réwnaniu przepltywu (2.4), w ktérym wyrugowano
funkcje @ za pomoca ostatniego ze zwiazkéw fizycznych (2.3). Uklad réwnan (2.6)
rozwigzemy przy zalozeniu

Q2.7 [t]i—p = [v}—o = [6)i=0 = 0.

Warunek brzegowy na powierzchni pélprzestrzeni wiaZze z soba napreZenia oyy
oraz ¢, mianowicie

2.8 [oyy+oly—p = —P3 (x) 5 ().

We wzorze tym 6 (x) jest funkcjg Diraca, a % (£) funkcja Heaviside’a. Warunek (2.8)
mozemy rozdzielic na dwa niezalezne warunki. Jak wiadomo, udziat cieczy w
przenoszeniu obciazenia jest wprost proporcjonalny do powierzchni zajmowanej
preez pory i wobec tego moZemy napisaé [7]

29 [6ly—o = — PO (x) 7 (2).
Warunki brzegowe dla naprgzen w szkielecie maja wobec teg.o postaé 7]
(2.10) [oydy—o = —(1 — ) P3 (x) 7 ().

Pomijamy cigzar wlasny oérodka, a wigc trzeba przyjaé, ze dla y —co rozwazane
funkcje maja wartosci ograniczone.

Ukfad. réwnaf (2.6) jest ukladem sprzezonym za poérednictwem funkcji o i e,
Pierwsze réwnanie réZniczkujemy wzgledem x, drugie wzgledem y, dodajemy i po
uporzadkowaniu znajdujemy

H

(2.11) Vig = *‘MVZG.

Nad ostatnim z réwnan (2.6) wykonujemy obustronnie transformacj¢ Laplace’a,
zwiazek (2.11) rdZniczkuyjemy wzgledem czasu i za jego pomocg rugnjemy & z réwna-
nia (2.6). Zamiast réwnania przeptywu (2.6) otrzymujemy rownanie w postaci

R(MF2N)HH?  A+R42Q+N)
k(M+2NYR k(AR — Q> }-2NR) °

(2.12) \Z’ZVZG:KVZ&, K=

Réwnanie (2.12) i dwa pierwsze réwnania (2.6) tworza rozprzeZony uklad réwnafi

) s H do.
NV qu(M—I—N) dx = - 'E ax N
513 ) de H o

V2V2g = KV20.

Przejdziemy do jego rozwiazania.
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3. Metoda rozwiazania. Funkcja potencjale przemieszezenia dyfuzyjnego

Warunki poczatkowe pozwalaja na zastosowanie transformacji Laplace™a okredlo-
nej przez wzdr [7]
(3.1) (1, 2y, 07) = J (1, v, 6) e~ dt
3 _

przy czym § = y--iw.
Transformata wyjSciowego ukfadu réwnafi ma teraz postaé:

N2 VAN og,  H Ooy
) » dey, H doy
H
kVZg, = ROL TSR AL

Transformata réwnania (2.12) przedstawia si¢ nastgpujaco:

(3.3) CV2V2g, = KsV2g;.
Rownanie (3.3) ma rozwigzanie [6] _

1
(3.4) Or = Por.™ o P1rs

przy czym funkcje g, oraz g, sa transformatami Laplace’a funkcji oy oraz ¢
i sq rozwigzaniami réwnan:
(3.5) V2, —sKpyy =0 i VI, =0.

Rozwigzania szczegdlnego réwnan przemieszezeniowych (3.2) poszukiwaé bedzie-

my za pomoca funkeji potencjatu, ktorg definiujemy za pomocg wzorow

o oD
- afr T MAf L
(3.6) Uy = ax ’ (g2 ay ’

w ktorych funkcja @, jest transformata Laplace’a funkeji potencjatu przemieszezenia
dyfuzyjnego. Zwiazki (3.6) podstawimy w roéwnania przemieszezeniowe (3.2). Po-
rzadkujemy je i catkujemy pierwsze wzgledem x, drugie wzgledem y. W wyniku
otrzymujemy jedno réwnanic Poissona,

H _ O+R .
R(M4+2N) AR — Q24+2NR '

(3D b= - Ko, K=

: Uwzgledniajac o, wyrazone wzorem (3.4) znajdujemy [6]

K
D, = ES (#ar. — Par)s
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Dprzy czym g,y jest funkcjg biharmoniczng i takg, Ze
(3.9) ' V2@y, = @i

Za pomocg rozwigzania (3.8) nie mozemy w ogolnosci spetnic wszystkich warunkdw
brzegowych. Ponadio rozwigzanie (3.8) spetnia uktad réwnan (2.13), ale nie spelnia
ukladn rownan (3.2). W celu spetnienia warunkow brzegowych i réwnai (3.2) dodamy
rozwigzanie jednorodnego ukladu rownan:

ey, dey
G10)  NV2ZuH(MAN) 5 =0, NV2o+(M+N)-50 =0,

Rozwigzanie vkiadu (3.10) przyjmujemy w postaci funkeji Galerkina [6] zaktadajac
2= X = 0 oraz y,; = x;. W tym przypadku skiadowe_ stanu przemieszezenia
wyrazaja sig wzorami

_ 2y 02z,

Uy, = b axay - L - szL+b a 2
(3.11)

_ M+N  AR-— 024NR

b= M+2N AR — Q2+2NR’

Funkcja y;, jak wiadomo, jest funkcja biharmoniczng
V2V2y, = 0.

Poszukiwane rozwiazanie ukladu réwnaf przemieszczeniowych (3.2) ma zatem
postaé sumy:

uL _ ML"‘I"aL 1 'ZJL = ?)L+%L'

Jezeli t¢ sume podstawimy w réwnania (3.2), to okaze sig, Ze ostatnie z tych rozwia-
nan wiaze funkcje y, z funkeja ¢; za pomocq warunku

2
(3.12) Ky = — SNE1 5= (V2 0.

Przejdziemy obecriie do wyznaczenia wystgpigjacych w naszym rozwigzaniu
funkcii.

4, Wybér funkcji wystepujacych w rozwigzania

Rozpoczniemy od wyznaczenia funkcji oy, Jak wynika z warunku brzegowego
(2.9), funkcja o, musi byé parzysta wzgledem zmiennej x i ograniczona, gdy y — oo,
Wobec tego funkcje harmoniczng @), przyjmujemy w postaci calkd Fouriera

“.1) P = f A () exp (—ay) cos axdo.
L]
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Funkcja ¢,; spetnia pierwsze z réwnan (3.5) i wobec tego przedstawiamy ja w postaci
catki Fouriera:

(4.2) : Por = f B(a) exp (— y 1/ 02+ Ks) cos axda,
H

Zgodnie ze wzorem (3.4) funkcja o, ma postaé:

o0

— 1
4.3) oL = f [B (o) exp (— y]/a2+Ks) — E{A (o) exp (— ay)] cos ax da

0

lub

[>9)

_ 1~
oy = fB(a) exp{—y 1/a2—!—KS) cos ax do.— Ef A (a) exp (—ay) cos axda.
0

0

Funkcja o, musi spetnia¢ przetransformowany warunek brzegowy (2.9) z uwzglednie-
niem przedstawienia catkowego funkcji Diraca ([28], str. 45)

fPor
4.4) [oyly—o = — o j cos ax da.

Po podstawieniu wzoru (4.3) do warunku (4.4) otrzymujemy zwigzek

1 P
(4.5) B(@) = A @ = — L

s

Za pomocy, zwigzkn (4.5) mozemf ze wzoru (4.3) wyeliminowaé B (); otrzymujemy

(4.6) op = — ——f exp(—y ]/az—l—KS') cos axda -+

K fA (o) fexp (— y]/az—{—Ks) —exp{— ay)] cos axda.

* - Przejdzmy obecnie do wyznaczenia funkcji potencjatu @,. Jak wynika ze wzoru
" (3.8), skladaja sig na nia dwie funkcje ¢, oraz g,y Funkcje ¢,y okredla wzor (4.2),
- natomiast ¢y, przyjmujemy w postaci

Par = f C(a) ay exp {(— ay) cos ax de.

s :

“Staly C (o) okresla funkcja @,;, za pomoca réwnania (3.9), z kibrego wynika za-
“leznosé _ :
B —2C (a) a> = A (a).
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Powyzsza 7zalezno§é pozwala napisac

o0

.7 Py = — 5 f —Z—A (e0) exp (— ay) cos axda.
0

Na podstawie wzoru (3.7) mamy

o0

K (fP IV
48 & = é{%f exp (— ¥ ]/a2+Ks) cos axda —

V] 00
1 —_
- f A () [% exp (— ap) -+ T %P (—y l/a2+Ks)]cos ax da} .
b .

Pozostaje jeszcze wyzhaczyl funkcje ¥;. Przyjmujemy ja w postaci
[e.0]
L = f [D (a)-+-ayE (e)] exp (— ay) cos axdo.
0

Pamigtamy, ze funkcja y, musi spetniaé warunek (3.12), z ktérego otrzymujemy za-
leznose
kA (o) = —2sNE E (a) 3.

Stata E (o) wyrazamy za pomoca 4 (a) i piszemy

{4.9) g = f [D (a) — W A (a)] exp (— ay) cos ax do.
0

5, Wyznaczenie trapsformaty rogwiazania

Funkcje @, oraz i, okreslaja sktadowe stanu napreZenia i za ich pofrednictwem
muszg spelniaé przetransformowane warunki brzegowe (2.10):

P o0
(.1 [oyyly—0 = —( —j)—n—sf cos axdae, [ozyly—o =10
. 0

Rozwigzanie szezegdlne, po wykorzystaniu wzoréw (2.5), (3.6) i réwnania (3.7),
ma postaé nastgpujaca

@B, MR- INQ

ExwL = 2N axz H V2 @La
- #2@, MR -—2NQ
(5.2) Oyy, = ZNW + — 5 V2,
MR — 2NQ 020,

EzzL = Fid V2 @L’ E’a;yL = 2N ax ay .
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Po podstawienin funkcji @, we wzory (5.2) otrzymujemy

- P K INK, [
[6yyly—_g = ;;f 1—|—2NE a )cos axdo ~ xeg fA(a) a? cos axda,
0 ) 0

(5.3)
INK,

[oaylyas =

frP
{ f ]/a2+Ks sin axda +
§
a
+ f A{a) [? T V aZ—I—KS] sin ax da}.
§
Rozwigzaniami ukladu jednorodnego sa funkcje (por. (2.5) i (3.11)
0y
dx2 ] ’

b, &2y
[(3M+4N) Vg, — 2AM4N) ]

- N

2
F —_—— 2
Yo " Mt2N oy [MV AL

_ N

Oyy

L MJ2N @

) MN
%o, T o gy ¥

- N J
= 2
Ozy, MAON Ox [(MJFZN)V AL

(54)

2y,

dy? ]

Po podstawieniu w powyzsze wzory funkeji 4, okreslonej réwnaniem (4.9) i przyieciu
y = 0 znajdujemy

- ' N Tk
[any]yzo = - m[ f A(a) cos axda+2 (M-+N) =
(5.5) x fD (@) a3 cos axda],
0
= . N M]C ~ .
lowy, ly—o = MI2N [M f A(a) sin axda-2(M-N) =
0 o
% f Do) a3 sin axda] .
i}

Jak juz zaznaczyliémy w p. 2 wzory (2.10), poszukiwany stan naprezenia musi spel-

niaé przetransformowane warunki- brzegowe
)

- P

A loyy, ly—o = logy, +0yy, Jyo = — (a _f)“‘f cos axda,
(5_6) L L L T y

Lo lozy, ly—0 = [EwyL+;wyL]y=0 = 0.

'R_(_)Zprawy InZynierskie — ¢
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Wykorzystujemy WZory (5.3) oraz (5.5) i stwierdzamy, Ze 4 (e¢) oraz D () musza
spetnia¢ dwa warunki

fP( +K2a2) [ Nk +K2a2]_
N\t T A G emE T ks

— P
57 _ —~D{a)2Nba3 = — (1 —1) gt

PK: — Mk K K
f ?1/az+Ky+A(a)[(M 2 29 1/a2—|—Ks]_
- D(a) 2Nbod = 0,

7s? +2N) Ky Tk K2

Ky = 2NK].
Odejmujac powyzsze rownania stronami znajdujemy
(M+N) Kk Ky K,a ]_ P [ K ]
4 (a)[ (M-+2N) Kys * 2Ks T Kzszg(a’ = o 1’!’st ag (a, 5},

gdzic g(a,5) = o — Vo2 Ks. Jak wiadomo, Ky = H/R (M-+-2N). Wobec tego
(M-}-2N) Ky = HJR. Otrzymane réwnanie mnoZymy obustronnie przez 2K25T H
i mamy

2PKH
A (@) [2R(M-+N) kK2s+ K> KsH+2K, Hog (0, )] = e [Ks+- K fog (¢, )],

skad wyznaczamy
2PKH [Ks+ Ko fog{a, 5)]

_ opKHIsHKfuig(ed)]
-8 A= R DR(M-N) K+ Ky H1-+ 2Kz Hog (a,5)}

= A (a, 5).

Pozostaje jeszeze wyznaczy¢ stata D (¢). Mozemy ja okresli¢ z dowolnego z rOw-
naft (5.7). Wykorzystujemy w tym celu plerwsze réwnanie 1 po prostych przeksztat-
ceniach otrzymujenty

U LN (W L
59 PO~ TnmiN {ﬂs (1+ Ks )+
NER =~ Kpo?
a2} p

Celem wyznaczenia transformaty rozwiazania wystarcza state 4 (a, 5) 1 D {(a, s)pod-

stawié do funkcji @, oraz y; i wykorzystac wzory okreslajace przemieszczenia
oraz napregzenia.

6. Wyznaczenie przemieszczei

Wyznaczone wzorami (5.8) i (5.9) state 4 (w, 5)1.D (a, §) podstawiamy do rownan
(4.8) i (4.9) okreslajacych funkeie potencjatu oraz funkeje Galerkina. W celu wyz-
naczenia transformat przemieszezeni wykorzystujemy wzory (3.6) i (3.11). Po odpo-
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wiednim zrémiczkowaniu funkeji @, 1 y; oraz przeprowadzeniu redukcji otrzymuje-

my:

| KifP 3 K, kb

U, = lf f ~—exp(—y ]/a2+Ks) sin axda + f Ale, 5) = {a%{ — I%]
0
¥ K
x 5 exp (— oy + —— Koo ¢ exp{—y ]/a2~|~Ks)} sin ax da,

KifP (Va2 Ks _

6.1) v, = — Igr f s exp(—y Vﬁ-Ks) cos axda |-

0

+f Ala, s){ ]/a2+Ksexp( y]/a?-—I—Ks)—l—

vE, TNk okl e T2k T K ) e (- @dfeosaxda

o0

-+ bf D (a, 5) a exp (— ay) cos axda.

0

W dalszym ciggu interesowa¢ nas bedzie wytgcznie osiadanie obeigZzone; pow1erzchn1
Okresla je funkcja v, gdy y =0, tzn.

_ KfP Y ariks K1V a2+ Ks
{6.2) [v.ly=0 = 1f f] i KSCOS axda+fA(a s){l/KZ—SZ-—W -+

k Ek Kl
+

1 o0
‘NK; 2 - da.
v, T ZK] }COS axde+b { D(e, 5) a2 cos ax da

0

Wprowadzamy nastepujgce oznaczenia calek wchodzacych w skiad wzoru dla prze-
mieszezenia [v ]y—o:

| Va2-+-Ks - Va2 Ks
Iy = f ————cos axda, Iy :fA (a, S)TCOS axda,
0

52
]

- 1
I = fA {a, s) 5 cos axda, L= fD (a, 8) @2 cos ax da.

Na tej podstawie piszemy

K fP + +[k+5k KI]I -
Kn L0 NK, | NK; 2k jBTih

(6.3) Yy =

Przed przystapieniem do wykoenania calkowania wzgledem a oraz odwrdcenia
tragsformacji Laplace’a roztozymy na skiadniki proste 4 (a, 5) 1 .D (g, 5). Jak wynika
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z budowy D (o, 5) wzor (5.9) wystarczy przeksztalcié jedynie A (a, 5). Przepisujemy
A (o, s} w postaci :
K
el 2 _aVa2
) PKF Kzfs+a a w24 Ks
(o, 5) = K2R (M- N) kK+Ky H)
2K, H

s-ba? — o7/l Ks

Wprowadzamy nastepujace oznaczenia:

PEf _ K K2R (M+N)kK+-K; H)
(6.4) - A, a= }(_;F’ b = 2K, H .

Zatem

A ) — as--a2 — a]/&—i:—?(:’
s bs+o2 —ay a2+Ks'

Licznik i mianownik mnozymy teraz przez bs+a?--a ]/ a2 Ks 1 otrzymujemy

abs (b+a — K) a? {a—Dba Va2—;—K,§
+ 4

[ K Bk Az B—K \°
b2ls + i o h2ls + ¢ h2ls + b2 a2

Afa,5)=A

Jezeli do licznika pierwszego skladnika dodamy i odejmiemy

26— K

2
o

to A (e, s) mozemy napisaC w postaci

a ¢y a2 CyaV 2+Ks

65) A=Ayt Siem T g
gdzie

A 26— K A(a—Db)
(66) C]_ :E(a# b) (be), CZ:Ta s :—mbz

Funkcje D (o, 5) wyrazona wzorem (5.9) zapiszemy teraz jak nastepuje:

MA42N P M+12N  Kf P
D(o,5) = ~ o e o 02
AN (M+N)ad ms 2N(MAN)o? Kt @
M+2N  NEkR ) ] M+2N Ky
INM+IN)oa® H @) NN @ K25

aZA (a, §).
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Oznaczajac
M{2N P © MA2N  KfP
6 INMLN) = b 2N (M+N) Kn @
' M+2N  NER M+2N K,
AIN(M+N) H ™ 2NNy k2 ™

moZemy napisaé

ay (120:

1
Dfa,s) = ?g[SJr

+ A(a s)-i—%aZA(a s)]

Po podstawieniu funkcji 4 (a, 5) ze wzoru (6.5) otrzymamy

1 [a; . 25 2 ALICI;; C1d3 a2 C3£I3C€ V (12+E
D e, 5) s | 2 bs s(s+Cra2) 5 (s+Coraty

Aaaso? Cyagat Cyaq 03 Va2 +Ks ]
bs2 §2(s+Cha?) 52 (5} Cy )

Dalsze przeksztalcenia wykonane na dwoéch ostatnich wyrazach pozwalajg nam
napisaé D (o, §) w postaci nastgpujacej:

. b 1 {[ +Aaa3 C1a4] 1 +[ Aaa4+C;a4] a2
( - ) (a3 S) 7 a:;' ay b C22 15 az b C2

Ciaya Ciay Cyazu ]/a2 + K5
s(s+Cra2)  C3(s+ Cra?) s(s-Cy a2)

C3a4a]/a2—|—Ks' C3(1]/E[2—:|>YS‘ a4}
Cy 82 Cas(s4-Cra?)

Celem wyznaczenia osiadania powierzchni pdtprzestrzeni trzeba przeksztalcone
wyzej D (a, 5) oraz 4 (e, 5) podstawi¢ do wzoru (6.2) i wykonaé powrotna transforma-
cj¢ Laplace’a okreflona wzorem (por. [9] sir. 27)

1 y+ig oo
(6.9) v (x, t) = i f f o, (x, 8} €5t cos axdads.
y—100 0

Zanim przystapimy do operacji okre§lonych wzorem (6.9) musimy stwierdzié, czy
funkcja o, (x, 5) wyrazona wzorem (6.2) posiada wartodci ograniczone.

Dla przyktadu rozpatrzymy catke.l; [por. (6.2) i (6.3)]. Po podstawieniu 4 (o, s)
wyrazonej wzorem (6.5) rozwazana caltka przyjmie postaé

(2]

ne [
_[

a C a2 Csa 1/&_51%] 1
as

- —cos axda.
S+C2 a2 .S‘-{-Cg o2
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Jak latwo stwierdzié, catka odpowiadajgca pierwszemu skladnikowi sumy w nawiasie
réwna si¢ nieskonczonofei. Jezeli odwrécimy transformacje Laplace’a, calka od-
powiadajaca drugiemu skladnikowi suny przyjmuje postal '

[s¢]

C
0

Latwo mozna zauwazyé, Ze w tym wyrazeniu

Cy -cos ax
— ———da

C2 o

0

takse réwna si¢ nieskoficzonosci.

zZ podénegd przykiadu wynika wniosek,- se osiadanie okre$lone transformatg
(6.2) dla. skoniczonych wartoSci zmiennej x byloby nieskoficzenie duze. Wobec tego,
w dalszych tozwazaniach bedziemy bada¢ przemieszezenia wzglgdne o (x, 2), od-
niesione do prostej taczacej dwa punkty brzegowe o wspbtrzednych x = 41 (przy
czym | moze byé dowolnie duze). Zatozymy, podobnie jak w rogwiqzaniach teorii
§prezystodel, Ze w pﬁnktacﬁ x = =/ istnieje fikeyjne utwierdzenie 1 w zwiazku
z tym przemieszczenia pionowe tych punktéw beda réwne zeru. Takic zaloZenie
odpowiada dodanin do funkcji » (x, 7) pewnej statej ¥ (1) tak dobranej, aby dia
skoficzonych wartoéei x, z wyjgtkiem, byé moze, bardzo malego otoczenia punktn
x = 0, osiadanie bylo wielkoscig skoficzong. Takie utwierdzenie brzegu nic wplywa
na zmiang warto$ci naprezefi, poniewaz ¥ (I) nie zalezy od zmiennych xiy. Z fizycz-
nego punktu widzenia tego rodzaju operacja moze byé interpretowana jako prze-
sunigcie calego oérodka,_tr,aktowanego jako ciato sztywne, o pewna stata wielkosé,

Przystapimy teraz do wyzﬁaczenia stalej ¥ (I} z warunku, Ze dla x = -1 musi
byc o (x, ) =0. Tym samym musi byé o, (, 5) = 0. Wygodniej jest wyznaczyé
stata ¥ (I) dla transformaty Laplace’a. Na podstawie tego warunku piszemy

o0

KifP [ Vartks 3 K, Va2 | Ks
- f 5 cos alda + J A (o, 8) {—K—f’- 5 +-
b

0
00

Ik bk Kl -
+ 4+ cosalda—&—bfD(a,s)aZCosalda—i—’P(!)—O.
]

(6.10)

NK;  NK, 2K]as

Widzimy wiec, ze poszukiwana stata zaleZy réwniez od parametrn transformacji

Laplace’a s, tj. ¥ () =¥ ({ 9.

¢ Wyznaczone w ten sposéb ¥ (I, 5) dodajemy do prawej strony wzoru (6.2) i w re-

zultacie otrzymujemy transformate przemieszczenia wzglednego w postaci

Va2 -Ks

—— X
52

lix’}/az"l’KS ) : K;
[T o cosapdact 55 | 49

0 0
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N d ( k + Bk K1) > 1
x (cos ax — cos af) da - g, TN T K fA(a,s)a_S(cosax——
0

— cos alyda 4 b fD (e, 5) a2 (cos ax — cos af) da.
8

Dla jasno$ci wywodu rozwigzania calek wystepujacych we wzorze (6.8) podano
osobno, w zataczonym na koficu pracy dodatku. Tutaj zajmiemy si¢ tylko analiza
tych calek, ktére z uwagi na konieczno$¢ rézniczkowania wzgledem parametru
wymagajg dowodu jednostajnej zbieznosci. '

Rozpatrzmy calke I, (por. Dodatek, str. 394). Ma ona posta¢

Cia l/a2+Kv
I, = f W]/a +Ks(cos ax — cos al) da.

Roztozymy ja na sumg dwdéch calek, a nastepnie wykonamy odwrotng transformacjg

Laplace’a (por. [10], 229/11232/18) wykorzystujac jednoczesnie twierdzenie o splocie
(por. [9], str. 44) otrzymujemy

~ Cg, ald 3 ak
I.= f (cos ax — cos al) da + { W(cos ax —

$2(s-+Cq a2) s(s+Cpa?)

0

Gt - CG—GK)
—cosaldo = { —-afcosax —cosal)do — | ——=5——
C2 : . Cz
, ] 0
C3(l — C K) i
x (cos ax — cos al) da 4 f -—3—2—2 " e~ (cos ax —- cos al) da.
2

Rozwigzanie trzeciej catki z tej funkcii wymaga wiasnie rézniczkowania wzgledem
parametru ¢, Po wykonaniu catkowania przez czgdei znajdujemy

Gl — GK) Gl — GK)
f—cz—&———m Czﬁb(cosax—cosal)dq:Tx
0

20 i
- f (—— 20, te= G — —e_CZ“”) %
0 a?
b

sinax  sinal C(l — GK) [ sinax  sinal
_ - oz — Cpte2t .
x( . 1 )a’a} & fZCzte . ( " z )da+

1 eyt (STROX sin ol
Xx4—e —
a X I

n Ci(1 — G K) fo g Gt (sin ax  sin al) o

2 a2 x 1

0
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Obliczenie pierwszej calki nie przedstawia trudnoscl (por. Dodatek, str. 395). Nato-
miast druga catke musimy zrézniczkowac wzgledem czasu, aby w ten sposob dopro-
wadzi¢ jg do postaci, dla ktdrej juz znamy rozwigzanie. Czy wolno w tym przypadku
stosowaé rézniczkowanie wzgledem czasu? Przytoczymy tu odpowiednie twierdzenie
(por. [24}, str. 311).

«Zbieina catke wlasciwg lub niewladciwg, zaleina od parametru moina zréznicz-
kowa¢ pod znaldem calki wzgledem tegoZ parametrn, jezeli catka otrzymana po
zrézniczkowaniu bedzie jednostajnie zbiezna w otoczeniu rozpatrywanej wartosei
parametru.»

Po zrézniczkowaniu interesujacej nas catki wezgledem crzasu ¢ otrzymujemy

Ci(l — GK) sinax  sinal
____3£____;a_l-f'e—cwn(__.____ )dm
C
0

X I

Celem zbadania, czy ta calka jest jednostajnie zbiezna, zastosujemy kryterium Abela-
Dirichleta, kibre brzmi;

Jezeli catka

oo
[ f(o) da
&
jest zbiezna, a funkeja g (a, 7) jest monotoniczna wzgledem « i ograniczona, to calka

[ f@ganda

jest jednostajnie zbiezna wzgledem parametru ¢ (por. [14], str. 589).
Przyjmujemy
sinax  sinal

x )

flo) =

i stwierdzamy, Ze

~ sin ax sin af
J (555
Xx I
Y

jest zbiezna. Funkcja wykladnicza

e Coo2i

jest jednostajnie malejaca wzgledem @, a wige jest funkcja monotoniczna. Wykaza-
liSmy w ten sposob, ze catka '

Ci(l — G K) f -Gt (sm ax  sin al) I
&)
0

x H

Jest jednostajnie zbiezna wzgledem parametru 7.
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W oparciu o podane wyzej twierdzenie mozemy rozwiazaé wszystkie catki wyma-
gajace rézniczkowania wzgledem parametru ¢, mianowicie 1,,, Iy, I, L.

Powrdémy do wyznaczenia rozwazanej funkcji osiadania. Podane w dodatku
rozwiazania poszczeg6inych calek podstawiamy do wzoru (6.8) i po redukcfi wyrazen
podobnych oraz po uwzglgdnieniu oznaczef skracajacych, wprowadzonych przy
przeksztalcenin funkcji 4 (o, 8) i D (a, 5), [wzory (6.4), (6.6) i (6.7} otrzymujemy

ol bl sl 8 1e]
612) 0= g0l 2n7—Ez——47+a(~?+

vl ROt = ix Lot il
F2RiVaV Ve | —e Wef(——) — — erfl——— ]| +
% 2V el 1 21/ Cot

+F1 {Iam - Ial}‘,“Fiz [Ib:v — Ibt}},

gdzie
_ RKK(M+N)+NK H _ REK (M-+N)+ NKy H
- H ’ Y RkK (M+N)—NK, H
L Mi2N
8Nb  SN(M+N)’
iVavc, G ix 1 _B il
(6.13) Ipw — Iy = { 2[ e e — T icx erf _u] dz,
X 2VGr ! 2V Cor

1
Top— Ty = | —— y
pe e (f}/t Vel — G K)L Gkt

_ 2K 2K
% [e 4[#(1-CeK) + CoREl e 4{r(lmC2K)+C2Kt]] dt.

W wyraZzeniach (6.12) 1 (6.13) erf {i jest funkcja bledu Krampa-Laplace’a argumentu
urojonego zdefiniowana wzorem

£
2i .
erf { = = e dk.
¥V
We wzorze (6.12) wystepuje jeszeze funkcja
Fi(— ) = f s

naiywana funkejg wykladniczo-calkowa (por. [18], str. 39).

Wykazemy, Ze wystepujace we wzorze (6.12) catki Inp — Ip1 i Ips — In: s zbieZne
dla t = 0,
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Przysiapimy do badania pietwszej calki. Dla ulatwienia dowodu wykonamy
podstawienie 1/]/ T = A, ktdére prowadzi do wyniku

wEA2

1
Vi .
i :TE]/C v ixA I -=
Iog — T = f ]/ 2 [ e Crerf e ——p &

Do badania zbieznosci tej calki zastosujemy kryterium Cauchy’ego (por. [27],
str, 253), ktore glosi:

»Jezeli w rozpatrywanej calce niewladciwej
r
o
funkcja podcatkowa f(A) jest ciagla przy A = a oraz
4 . 1
f®i<g +or>h

to calka niewladciwa jest bezwzglednie zbiezna.”

A i p sa liczbami stalymi dodatnimi, W zastosowaniach prakiycznych czesto
zmieniamy postaé tego kryterium. Stwierdzamy mianowicie: «Jezeli istnieje taka
warto§é p >>-1, dla ktérej iloczyn f(R) A? pozostaje ograniczony, gdy A->oo, to
badana catka niewladciwa jest bezwzglednie zbiezna.n (por. [27], str. 253). Ten
warunek na pewno jest spelniony, jezeli isinieje skonczona granica

lim (1) A%,

Ayo0
W naszym przypadku, jezeli przyjmlemy p = 2, to po pominigciu stalego czynnika
otrzymujemy

[leﬁizterfﬂ~*ie#ﬁerf i }
2ve, ! 2/C,

a wiec catka jest bezwzglednie zbieZna.

Podobnie mozemy wykazad zbieznoéé drugiej catki. Wykonujemy podstawienie
1/y/7T = 4 i otrzymujemy

1

Ve ,
o — I = f
o A2 ‘/_1;(:2_ + Cy Kt
22K 2K

- ICK 1—GK
[ IS SR 2+<w]]

b4
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Przyjmujemy p =2 i badamy czy granica WyraZenia podeatkowego ma wartodé
skoficzong., Oczywiscie,

_ @K _ 2K
re—— e TR B
Ao 1— Cz K
l/—ﬁ, -+ CzKl " ”

2 [‘@ -rczt]
= e —e < OO

Ve, ki

dla wszystkich wartoéci 7. Ta cafka jest wige réwniez bezwzglednie zbiezna.

Zajmiemy si¢ teraz rozwazeniem wystgpujacych we wzorze (6.12) calek dla réznych
wartodci zmiennej x. Rozpatrzymy calke Iox — Iai. Granica wyrazenia podcatkowego
przy x — 0 wynosi

iVaV Gt -~ ix 1 A il
-lim—_ﬁw:ﬂ[*e Yerf ——— — e " erf—/—__—] =
Cwss Va x 2V Gy ! 2V 7
fl/El/a{ i 1 - o
- — N eri ————— o0
Ve 12VGre ! chzr]

Podobnie zbadamy :zachowanie si¢ calki Iy — Ipr.
Granica wyrazenia podcalkowego przy x — 0 réwna SIQ

. a:ﬂK ' : B

. e [~m mmcm]
im ¢ e
w0 Ve Ve — CzK)JFCZKf

. ’ B

< 0

— [,m -—_4[1(1—C2K)+C3Kt}jl
Ve Vv — G K)LC, Kt

Dalsza analiza wzoru (6.12) pozwala stwierdzié, ze dla x =0 wystqpujé w nim osobli-
wobé typu logarytmicznego i funkeji wykladniczo-catkowej. Dla wartoéei x réznych
od zera wszystkie calki maja wartosci skoniczone.

Sprawdzimy, czy w chwili czasu ¢ = 0 osiadanie wyrazone wzorem (6.12) jest réwne
zeru. Zgodnie z warnnkami poczatkowymi okreslonyml wzorem (2. 7)

Wyzej wykazalismy, Ze calki Jop — Iy o1az Iy — Iy dla ¢ =0 da‘zq‘ do zera.
Do zera dazy réwnies wyrazenie

1 . - ix . 1 . o ‘l .

— L - L
Y [?e L e — g OB erf¥],

zl’Czt . ! : 2]/C2f

: 'Wobec tego, aby [v],_, bylo réwne zero, granica réznicy funkcji wykladniczo-
_catkowych wystepujacych we wzorze (6.12) musi dazyé do —2 In (x/D). Udowodnimy,
“Ze tak jest istotnie. Wykorzystamy definicj funkciji wykladniczo-catkowej i napiszemy
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2 .
lim[——Ei (“— fg{) -+ Ei (— lI—K)] =
>0 4t 4t

IZK
I a & fc e’ df} f i |
= lm —= . "
- [ f J ¢ p,.o &
2K IRK xﬂK
4 T4k

Jezeli w tym wyrazeniu przedstawimy funkcjg podcatkowa w postaci szeregu i wy-
odrebnimy osobliwoéé, to otrzymamy

mc ' st
) {— f)”’ !
ii’f&[f?d”f Z — | =
Gal
4& 45 1
(— 5
21| 7] + f )
=0 a 2

Szereg pod znakiem catki jest bezwzglednie zbiezny i jego granica rdwna jest zeru przy
n dazgcym do nieskoniczonosci (por. SMmNow [27), t. I, str. 52 i 272), a wigc

;s 2K IZK)] - X
im [ (- 57 v (= )| = 2m

Stad przy ¢ = 0 osiadanie wyrazone wzorem (6.12) jest istoinie réwne Zero.
Zbadamy teraz przebieg osiadania wyrazonego wzorem (6.12) dla /—co. W tym
celu zndéw przeanalizujemy kolejno wyrazenia wchodzace w skiad tego wzoru.
Granicg réznicy funkeiji wykladniczo-calkowych zbadamy wykorzystujac podane
przez -RyZika i GRADSZTEINA (por. [25], str. 338) przedstawienie catkowe tych
funkeji. Napiszemy

o L e e B
ol ki PR Bt Rval § I

x2K K
“wx N EcosEt —— y” ——siné ik YEcosé+ ——siné
= — .. T4t s
m e Of ] (xzx)z dite 0 ] (121{) |-
£2 - 4 &4 A

Wyrazenie to przedstawimy w posté.ci jednej catki i funkcje podcatkowa sprowadzimy
do wspélnego mianownika. Otrzymamy
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1K gy 2 o
Elcos ¢ [e“? — euf] + Ecost [x:tK e_i‘%{ — %Ige_%ﬂ 4+
' pK _BE g ok
+Ezsin§[?e # —Te 4t]—]—
xR B g2 K
i +Sinf[we 45_.%_3_8 4#]
+altggo— [' x2K 2K d=0,
; [p (% )J [52 +(”ZF)]

Podobnie do zera daza wyrazenia podcatkowe calek Inp — Ly i Ipe — I
Granica wyraZenia

) I I G ix L il
11]]1 l/r - Czterft— —X & 4cztel"f—ﬁ__r == 0,
x 2VCye 2V Cyt

f>co

co mozemy latwo stwierdzié stosujac regule de L’Hospitala. Tak wige dla ¢+ co
osiadanie okresla wzor

; )
(61 ) [Z”]t—mo _ 45’13NE f n
Rozwiazanie to pokrywa si¢ ze znanym z teorii sprezystosci rozwiazaniem zagadnie-
nia Flamanta (por, [15], str. 88) 1 okredla spreZyste osiadanie wzgledne powierzchni
polprzestrzent,

x
i

7_. Przyklad liczbowy

Przeprowadzone w niniejsze] pracy rozwazania zilustrujemy feraz przykladem
liczhowym. Zbadamy mianowicie przebieg osiadania powierzchni pdtprzestrzeni
pod wplywem obciaZenia sitg skupiong. Wykorzystujemy w tvm celu wyprowadzony
w p. 6 wzor (6.12). Wykresy wykonamy dla czasu f = o0, t = [ sek. oraz t = 1 godz.

Zanim jednak do tego przejdziemy musimy jeszcze omdéwi¢ wystepujace we wzo-
rze (6.12) stale: N, M, R, O, A 1 k. W p. 1 ograniczyliémy sie do stwierdzenia, Ze M
jest odpowiednikiem stalej Lamégo A dla gruntow nasyconych woda, a k wspdt-
czynnikiem przepuszezalnoéci. 7 pozostalych stalych, kidre okreélilismy jako stale
ofrodka, N réwna sie modutowi odkszialcenia postaciowego. Stale R, 0 1 4 nie
maja natomiast takich odpowiednikow z zakresu mechaniki gruntdéw czy teorii
sprezysto$ci. Zajmiemy si¢ ustaleniern ich wartodcl. Oprzemy sie w tym celu na da-
nych zawartych w pracy [4] M, A, BioTa i D. G. WILLISA oraz na pracach {111 12]
I. FaTTA. Jak wynika z przytoczonych przez Biota 1 Willisa rozwazan interesujace
nas stale mozna wyznaczy¢ ze zwiazkdw fizycznych, w ktérych odksztalcenia wy-
razono przez cztery stale pomiarowe: f — porowatodé, » — wspdlezynnik écigliwodcei
probki, & — wspolczynnik rozszerzalno$ci objetodciowej oraz y — wspdlezynnik
zawartodci wody w porach.
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W wyniku otrzymano nastepujace zwiazki [4]

far-2)

82 a2’
y48—— ptd ——

o1 %

" G
A= 52 5 G-
S

L st 2-(1—'i) '

“

Ta ostatnia stala nie bedzie nam bezpo$rednio potrzebna.

Wartosci wspolezynnikdw x, ¢ iy podaje L. Fatt w pracy [12]. Zostaly one ustalone
dla piaskowcéw roponosnych wystgpujacych w okolicach Boise (stan Idaho). Po-
rowato$é badanego piaskowca wynosita 26%. Z rozwazah Fatta wynika, ze wartosci
wspoltezynnikéw », & i p zalezne sg od ci$nienia panujacego na zewnatrz probki
oraz w porach. Przytoczyt on wyniki badan dla zakresu cifnieni od 70,4 KG/em?
do 985,6 kG/om? (w oryginale 100014 000 psi). Nas interesowaé beda wartosci
dotyczace cisnief nizszych. Podajemy je w tablicy 1.

Tablica 1. (f = 0,26}

Cisnienie 140,8 kGjem? Ciénienie 316,8 kGfem?
® ] ¥ ‘ 0] R * I ¢ ¥ \ o | R
34,7 31 17,1 | 8479 [ 3394} 27,6 | 3,1 17,1 | 8202 | 3404
10—6 | 10—6| 1076 16—6 | 10—6 | 106

(Wymiar wspélezynnikoéw cm2/kG, wymiar Q i R — kGfem?).

Aby wyznaczyé pozostate stale, M i N musimy znaé modut sprezystodei oraz
wspblezynnik Poissona i wspolezynnik przeplywu dla piaskowea. W tablicy 2
zestawiono te wielkoei podawane przez réinych autoréw [23, 26 i 30]. Jak
wynika 7 tej tablicy wartoéci modutu sprezystoéci 1 wspotczynnika Poissona poda-
wane przez poszezegbinych autordw, do§é znacznie sig réznia. W tej sytuacji do
dalszych obliczefi przyjmiemy dane przytoczone przez Salustowicza, dotyczace
piaskowcéw Zaglebia Donieckiego, poniewaz ten wladnie autor podaje interesujacy
nas wspSlezynnik przepuszezalnosci. Nalezy jednak zdawaé sobie sprawg z faktu,
e przyjecie tych wartosci jest w zasadzie przypadkowe. Wielkosci wspotezynnikdw
podane przez Fatta zmuszeni jestesmy przyjaé, jako jedyne tego rodzaju w dostepnej
nam literaturze. Dobieramy do nich brakujace wartoéci modutu sprezystosci, wspol-
czynnika Poissona i wspélezynnika przepuszezalnoéel, mimo e nie jestesmy w stanie
stwierdzié, czy budowa i whasnosci mechaniczne piaskowcow w obu przypadkach
sg identyczne,
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- Tablica 2 .
Modut sprezystodei | Wspdiczynnik | Wspdlczynnik
Autor w kG/em? Poissona przeplywu
E ¥ i
~ Satustowicz 347000—398000 0,13—0,17 10—100 m/dobeg
Mitller 305000 0,17 —
Talobre 57000—216000 0,08—0,12 —

Do dalszych obliczen przyjmujemy: §redni modut sprezystosei E= 372 500 kG/em?,

§redni wsplezynnik Poissona v — 0,15 i éredni wspélczynnik przeptywu £ = 350
m/dobg. Dla tych danych obliczono wystgpujace we wzorze (6.12) stake oraz wartodei

? D kG/em
0:2

04 o6 [1F:)
[} ] 1

: P
“g:.

=]

[

— P sk

Rys. 2

.oznaczeh skracajacych (por. wzory (6.13). Po podstawieniu tych wartoéci do wzorn
(6.12) oraz przyjeciu / = 10,0 m. otrzymujemy

" . 2
(7.1) v = —3,25-10“510{2 In Jg| ——Ei(—l,408 ¢

1
*) + Ei (#1,408 —) -
t- t

e
_ 2,4337?
V! 0 . L !
— 940,18 [“—exp | 5,996 — - du — —exp | —5,996 —]|
ol Ll ! .ot
1
2,4331/?

1 o2 .
—exp{—3 996—) f e du—
VT le T
i 3
1
2433

15
1 e 1
- *6Xp(5,996 *) f et du] dr+1,307f——_v— S .o x
! v / V7 V0,7657+0,235¢
[ ( 1,408 02
*lexp|—
gdzie o = x/l.

) ( 1,408
4421771135231 P

- 44,217-;+13,523r) dt]}’
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Wystepujace we wzorze (7.1) funkcje wyznaczamy za pomoca tablic warto$ci
liczbowych [19, 29 i 32], przyjmujac ¢ = 0, 0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5, 0,6, 0,7, 0,8, 0,9,
1,0. Calki rozwigznjemy numerycznie metoda trapezow. Przyjmujemy przy tym dla
t = 1 sek. przedziat At = 0,1 sek., a dla 7= 1 godz. At = 360 sek.

§p ko/em -0298-1°°P
R TVl =k AT A 3
— t=1godz.
——— '[=cn
v
Rys. 3

Na rys. 2 i 3 pokazano wykonane na podstawic powyzszych obliczen wykresy
wzglednego osiadania powierzchni. W tablicach 3 i 4 zestawiono wartosci rzednych
tych wykreséw. Wprowadzono przy tym nastgpujace oznaczenia;

2433—- 2433—-

]/? ]/7 9 ]/? 1 ‘/E_ 2
A= -Ql—exp ( 5,996 #) f e'du, B1= e exp (—5,996 T) f evdu,
o 0
: 24332
A L1 6 ¢ " UE du d
z—f]/; Eexp(#5,99 r)f e dudr,
0 )
1
433
2 v

1 1
By = | ——exp[—59%— f e du, dv,
2 .0[ Vel p( 1’) J

0

s _ 1 1,408 o2 .
3 of Ve Vor65 e 02350 T ( 44=217I+13,583f) °

1 1,408
By = e _—— 1\ d7
’ [ V7107657 40,2357 e"p( 44,217r+13,583t)

Analizujac podane na rys. 2 i 3 wykresy nalezy jednak pamietad, ze zostaly one
o wykonane dla podloza o duzej sztywnosci i duzej porowatosei. Dla innych rodzajow
Y (_)srodkow ksztalt ich z pewnoscia bedzie inny (tablica 3 i 4, por. Dodatek}.
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8. Uwagi koncowe

Na zakoficzenie niniejszej pracy zreasumujemy krétko metode rozwigzania oraz
wnioski jakie z niego wyplywaja.

Rozwigzanie przeprowadzono dla przypadku obcigzenia pélprzestrzeni sila sku-
piona. Takie rozwiazanie, o ile wiadomo, nie zostalo do chwili obecnej podane.
Oparto je na sformulowangj przez Biota teorii przeplywu cieczy przez porowate
ofrodki odksztalcalne bez zadnych zatozen upraszezajacych, Otrzymane rozwiazanie
dla sity P =1 jest funkcja Greena dla wzglednego osiadania powierzchni pél
przestrzeni. '

W ostatecznym wyniku otrzymano wzér na osiadanie powierzchni pélprzestrzeni
w stosunkowo prostej postaci (wzor (6.12)). Na podstawie tego wzoru mozna wniosko-
waé o zachowaniu sie obcigzonej powierzchni w czasie. W p. 7 podano przyktad
liczbowy oraz wykresy obrazujace osiadanie powierzchni w chwili czasu f = 1 sek.
i =1 godz. Obliczenia przeprowadzono przyjmujac jako podloe piaskowiec,
Na podstawie analizy wzoru (6.12) oraz na podstawie wykreséw mozna stwierdzi¢,
ze wyrazone nimi osiadanie posiada w otoczeniu punktu x = 0 osobliwoéci typu
logarytmicznego oraz typu funkcji wykladniczo-calkowej. Przy rozpatrywaniu
osiadania jako funkeii czasu osobliwoéci nie wystepuia, Osiadanie ma wartoéci skon-
czone zarowno dla ¢ skoficzonego jak i dla ¢ dazacego.do nieskoficzonoséel. Ten akt
wydaje sig sugerowac, ze podane przez MCNAMEE i GIBSONA rozwigzanie dla oérod-
kéw niescisliwych [22] jest chyba bledne. Podaja oni wyniki, w kt6rych wystepuja
caltlki rozbieine przy t— oco.

. Otrzymane rozwigzanie, jako funkcja Greena, moze stuzyé do budowy rozwiaza-
nia dla dowolnie rozloZzonego obcigfenia brzegu.

Jezeli w pewnym przedziale [a, b] dana jest funkcja normalnego obcigZenia
brzegu P (x), to odpowiadajace jejl rozwiazanie okresla wzér

b
®.1) ol )= [Tl(x—§.AP@)dE,
2
przy czym o (x, f) jest rozwiazaniem (6.12), w ktérym przyjeto P = 1.

Jezeli w dalszym ciagu przyjmiemy, Ze nasze obciaZenie zmienia si¢ w czasie

i mozZna je przedstawié¢ za pomoca iloczynu

P(x)f (),
to odpowiadajace temu osiadanie okreéla catka Duhamela [8],

£
{(8.2) v(x, f) = f o(x, t—7)f(z)dv,
0

przy czym v (x, {) = dv/0t, gdzie pod v rozumie sig rozwiazanie (7.1).

Wykazano, ze w chwili czasu ¢ = 0 osiadanie, zgodnie z przyjetymi warunkami
poczatkowymi, jest rowne zero. Rézni to niniejsza prace od prac innych autoréw
(por. Bior [1], i FLorN [13], str. 5), w ktoérych w chwili czasu ¢ = 0 wystgpowalo
tzw. ,,osiadanie natychmiastowe”.

Rozprawy InZynlerskie — 5
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Na zakoficzenie nalezy zwrdci¢ uwage na fakt bardzo wainy, zwiazany z mozli-
woécia praktycznego stosowania otrzymanego rozwiazania. W sklad wspélczynnikéw
wyprowadzonego wzoru wchodzi szereg statych materiatowych, ktérych wartosci
liczbowe zaleza od rodzaju ofrodka. W obecnej chwili znane sa wartosci tych sta-
tych dla piaskowca [11 i 12] oraz czedciowo dla glin [31]. Brak ich natomiast
~ dla innych rodzajéw podlozy. Ogranicza o praktycznie zakres stosowalnosci
podanego rozwiazania.

Nasuwa sie wiec wniosek, Ze szersze wykorzystanie i rozpowszechnienie wynikow
rozwiazaf teorii konsolidacji uzaleznione jest w duzej mierze od zainferesowania sig
specjalistéw z dziedziny mechaniki gruntéw badapiami nad ustaleniem potrzebnych
w tej teorii statych materiatowych.

Dodatek

Cblicrenie calek dla trapsformaty przemieszczenia wzglednego

Zajmiemy si¢ koleino obliczeniem calek wechodzacych w sklad wyraZenia dla
transformaty przemieszezenia wzglgdnego (6.2).
Obliczamy calke Iy

~ Va2 Ks
I = f o (cos ax - cos al)da =
]
~ a? ~ K ¢
= | ——=——=(cosax—cosal)da+ f cos ax — cos al)da .
af 52 l/a2—|~Ks ( ) 0 8 }/a2~i_—Ks

Wykonujemy powrotna transformacje Laplace’a wg pozycii [10] (B. 235/21) (1)
i w wyniku otrzymujemy

{1 oo
I ff @) 1) dade +
—= ——— Cos ax —COos5 o o ar

0 i ]/ﬂi]/‘fl/f
a?

i oa —_
VK —%*
-+ —_—= cos ax —cosal)dadr .
J! ]/;l/re {cos a al)da

Na podstawie B. 15/11 znajdziemy

3 22K 2K ¢ %K 12K

02 f T4 e 2 1 a4 T4
e _ | = — P
I fx2 f 2]/1; [e ¢ Jd-c 0x2 2 [e ¢ ] v

0

1174

0
| %
-+ f—zlg [e_%(m— e_T;] dv.
0

(1) B oznacza tablice [10], 235 — aumer stronicy, 21 — numer wzoru, Ten sam ukiad oznaczef
stosnjemy w calym dodatku.
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Stosujemy podstawienie 1/7 = 42/x2K i otrzymujemy

@I K Q—an K (2— a2 K
8¢ 82 T
— 2e ] —

e [xZe
K : x2K 2K
el -m )
Zajmiemy sig teraz calks 7). Po podstawienin wyrazenia na 4 (a, 5) ze wzoru (6,5)

przedstawimy ja w postaci sumy trzech calek I; = I o1 J1p+71,. Rozwigzujemy je
kolejno:

b= x2[2

A > T(cos ax —cos al)do .

—a ]/a2+Ks
I]_a'—f

1]

FLatwo zauwazy¢, ze ta caltka réini si¢ od catki I tylko stalym czynnikiem 4 (a/b).
Wobec tego wykorzystujac wynik, jaki otrzymali$my dla calki fy, mozemy od razu

napisad
@K (-} K (2 e E

— i
Lig=—24 —{ e [x2e - e 8 ]*

b | x272
K -E' x»2 K . K
ol ()= =)

Co?
Iy —f 210 1/a2+Ks {(cos ax — cosal)da .
0

Obliczamy teraz catke Ip.

Wykonujemy powrotng transformacje Laplace’a wykorzysiujac jednoczeénie twier-
dzenie o splocie B.229/1 i 232/18. Otrzymujemy

a2

t oo
Claz(l‘w'!.’) C1 CI e K
5y G C C ]/3'5]/—1%]/1;

o2
—_

e
— cos af) dodr -+ ff [l—e o] — S {cos ax — cos al) dadr .
7 T

Po obliczeniu calek Fouriera wg pozycji B. 15/11 mamy

.'EﬂK K

Ci(1-GK) &
o= —-f e —e dr +
Teraml AN |
B2K K
f _C1(1—C:J.K) [e -GG 4[1(;—cm+chq]dr_i_
2C2V T Ve (1= G K)+ Co Kt , v e
&X
92 C1(t—f)[ T ]
e —e dr.

Ox2 26‘2 T
o
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Podstawiamy 1/7 = 4A/x2 K i otrzymujemy

| e Ry
Ln=—cW\a "2/ \F\T e T Al

R o .S Gy oK Ci(1— G K)
. 3 8B & .
e xe e } + 2C2 vz — Teil,
gdzie
: 1
Ipe— 1= f —_————— X
5 ViV —CK) - Cy Kt
a2k 1434

A (- CrE)+ Lo Ki] T A~ Ca Ry Cy K}
% [e — g ] dr

Dyskusje tej catki przeprowadzono na str. 384 i 385 w p. 6.

Przystapimy teraz do rozwigzania calki Iy, Jej rozwiazanie omawiali$my juz
‘poprzednio w p. 6. Udowodniliémy tam, ze jest ona jednostajnic zbiezna wzgledem
parametru ¢ i w zwigzku z tym, funkcj¢ podcatkowa mozemy rozniczkowac wzgledem
{. Przytaczamy to rozwigzanie jeszcze Taz:

o<

7 C3 o 1/0.24—@
e f 52 (s+Cp 02)

0

V o2 Ks (cos ax — cos af) do =

g Cya Nd 3 CyoK N
_f TG (cos ax — cos af) a—l—f ot Cr (cos ax — cos al) do. .
0

0

Wykorzystamy cytowane juz pozycje B. 229/1 i 232/18 oraz twierdzenic o splocie
[28], str. 43. Otrzymujemy

F[Ciat C c
L= f [ 2+ : e"c2°‘”](cos ax —cosal)da +
0

G Cld U Cla

[ea)

~ C3 K 5 C3 &
+ | == — e Hy (cos ax —cosal)da= | —L—a(cos ax —Cos al) do —
Cy Cz
0

o

0

. (cos ax — cos alydu +

F (- GK) 1
[
4]
Y (1 —GK) 1 .
+ f % — e % (cos ax —cos al) da.
Cy a

0
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Trzy ostatnie calki obliczymy oddzielnie.
Calka 1.

mCz,t ld__cf’z L _|—ﬂ ! 4 i
ot smscnmn[ e ) onfrs

2

0
(RyZIx i GRADSZTEIN, [25] 2.513 str. 132).
Calka 2.

fcs(l—czK) L. C3(1—C2K)1
R et A S e oSt

c —~(cos ax — cos al)da = — ¢z
[
(RyZ1x i GRADSZTEIN [25] 3.538, str. 205).

Calka 3.

" gCaa ¥ (cos ax — cos al) da =

GA—-GK) 1
f C3 a
]

Cy(l—CoK) (1 __ . fsinax sinal\Je [ e
s T
V]

2
_ __lﬁe—cgazt] (sin ax sin al) da} _
a2 X )

sinax  sinaf

C;(1 -G K
—L(E#fzczte_caﬂit( )d(l+

X )

x I

n (1 ~2C2K) j‘ %e_cza”(sm ax  sin al) o

Plerwsza z calek daje w wyniku (B.73/ 18)

C(1 — CK) { Va [ 1 Ll il ]}
B aVC2l—e 402’ erf ——¢ b gpf | 1
2C3 ? chr / 2V Cat

Druga calke obliczamy rézniczkujac funkcje podcatkows wzglgdem parametru #.
(Dopuszezalnoéé tej operacji badana jest na str. 382):

C;(1 — CyK) Le_cgﬂ” sin ax B sin af o
2 x !

o & .
CG;(1—C K sin ax sin al
— 3( . 2 ) ff WCZE—CZQE'E( . )dad‘l’ —
C3 I

X

C(l— G K) (iVa l/ C, e ix | —ir il
—_ 5 —e etf——————-¢ erf'—;-“_ df.
2C 2Wirr 2V Cyv
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Otrzymane wyniki podstawiamy do catki 3. Obecnie mozemy juz podaé wyznaczong
catke I.:
; C3t[ 1 _}_:z) 1 (lJrﬂi)]
0= — sinfax 7 sin {a 5

o]

0

C3 (1 - CgK) X C3 (1 — C2 K) —
L | 2 iV AV G Vi
[oF ! 2C2 Vay'C,

1 e ix I il ] C3(1— G2 K)

— eff —— — - therf = Tye—TIy],
xZ{xe 2}/C21 je 2]/C2t 2C2 [Lar—Tai)
gdzie

& — . 2
iVaVC 11 4= ix 1 o il
Ia,xﬁfa,zﬁ ———~—{——e 2 erf ——— —¢ erfm].
Ve L= 2V Cr ! 2V Car

Wyznaczamy catke f, = L,+ L, +15.
Catka I:

o [ e do=d o1
2a""f A—b—‘g(cosax—cosal) a=4 -+

0

x
i

(RYZIK i GRADSZTEIN [25] 3.538, str. 203).

[o+]

I Cio Nd
oy = S(S+C2a2){cosax-—cosa) 0 =

oo

e Tl g
== Cont (cos ex — cos al)da — Cra e~ 2 (cos ax — cos al}da .
2
4]

0

Obliczenie tej catki bedzie takie samo jak dla calki I;,, wobec tego napiszemy wynik
od razu:

C1 X C1 - 1 B ix
Ly = —In|—| — —+; | —e AGEerf— - —
» TG 262”/“‘/‘32‘/’_2[xe LY
| A g — ! a1
] e Cr 2]/?,’; ZCZ oz — al],
Y VR K ~ Cya?
IZCEI—%E(COS ax — 08 al)da:f 2 X
8 (s+Cp a?) y s(s+Co a2)]/m
¢ nd +f GE ( nd
x {cos ax — cos al}do _ cos ax — cos al) da .
J (+Co?) V a2+ Ks
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Wykonujemy powrotna transformacjg Laplace’a wg B. 229/1 i 232/18. Catke Fouriera

podaje B. 73/18. Otrzymujemy

u2
% (cos ax —cos o) dadr —

fj &) 1/5’5 ]/K ]/"c
C3;(1 — G K) ﬁﬁ[r(luchncgfm .
ff (cos ax —cos alydadr =
Cy ]/n ]/K ]/1:
¢ K BE
= €3 [e_z—r — e_?] dr —
2C2 i3
0
22K 1K
_4[1(1—C3K)+CaKt}] e

¢
C3(1 —C2K) [ (-G CaRe

m(f 2oV V(L — CLK)+Ca Kt

Po prostym calkowaniu mamy ostatecznie

G (1 —-CK)
T [T — 0] .

e - et

be = 70, B\ T
Wyznaczamy catke Iy = L,+Dyy-tl- bl Dyt Ty, Wszystkie  skladniki

tej sumy maja rozwigzania wystgpujace juz w calkach Iy, Iy, I. Wobec tego podamy

od razu gotowe wyniki:
Ae Cl [25} 1
]-—ﬁ(cos ax — cos al)da =

~ Aaas
f[ C% |as
0 —_—
[ Aaas C’1a4]1 x
AT cz 1Tl
3 Zaa‘; C1a4 a
I3bmf[a2 b e ](cosax—cosal)da—
0 —
_[[ 4 A aay Cla4][r _ ( +n) ¢ (l+ ,,,)”oo
= ay 5 A L2 i fax o —ﬁsm o 2/,
I Gy ! I d
Sc—f 61 G o) C[(cosowc——cosa) o = ‘
0
_ Cray - - 1 2 ix QL il
=14 ]/nllczl/ru’z[#e ACat grf —g alerf —]+
x 2V Gt ! 2V Cyt
Cia
2 [Icm Ia.l],

22!
T 2C2
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PesmwMe

OCEIIAHWE IIONVIIPOCTPAHCTBA, IIOABEPTAIOIMEN'OCA KOHCOJATAITHMHI 101
BIIVSHWEM COCPENOTOUYEHHON HAIPY3KU

PaccMaTpRBaeTcs Caydail TONYIIPOCTPARCTBA, NORBEPIAIOMIETOCS KOHCOMHFAINM, HATDYMKCH-
HOT'O COCPEROTOYCHHON CHIOH, DPYNOEKEHHOH X IOBEPXHOCTH. PaccyXmemys OCHOBLIBAIOTCH HA
TEOPHK HOTCKA JKAOKCCTA CKBOSE TIOPHCTHE HedopMHpYeMEIE cpemsi, chopmynuposanmoi Buo-
ToM. B pesynwTaTte, pemienMs CHECTEMEI YPaBHOHME JEHeHEOH TeOpMM KOHCONMIAIMH, HOJYYEHO
GOPMyITy, HOIBOHAIONIIYIO OHPEEIMTE OTHOCHTENBHOE OCEEAHHE Honepmoc*fn MOHYIIPOCTPAHCTRA
BO BpemenH. Pemonue, xax OyuEUpa T'DHHA MOXHO HCNOJNB30BATD OIIST COCTABNCHAS DPeIIeHMH
Ang MPOM3IBOHBHOE HAIpy3xW Kpas, HIMCHSIOIIETOCH BO BPEMEHM.

B saxmodenwe HAjoTCA MUATPAMMEL, OTODPAKAIONME OTHOCKTETHHOE OCCMAHEE NOBEPXHOCTH
OISt OCHOBARYS M3 OSCIAHHKA B MOMGHT BpeMeud f = 1l cex, f = 1 qac m 1 — oo, DTa Dociueouas
JMarpamMma COBIANAeT C DEe3YNBTATAME, H3IBECTHOIC M3 ‘TCOPHH YIOPYIOCTH, PEIDSHMH 3aadn
Dramana. :
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JloxasmBsactes TAICKS, ¥TO B TEPHO/ BpeMoyH ¢ = ( 0CefaRNe HE OPOHCXOJUT. ITOT HOCTEHME
(axT MO3BONET CYNHTH, YTO BREACHHEIE OIOPHHHM M BHOTOM HOHATHES (HCMONIICHHOTO» OCE-
HaEds B MOMEHT { = () HE ABASETCH IPABRILHBIM.

Summary

SUBSIDENCE OF A SEMI-INFINITE BODY UNDER THE ACTION
OF A CONCENTRATED LOAD

The subject of the present considerations is a semi-infinite consolidating body loaded by a
concentrated force acting on its surface. The considerations are based on the theory of liquid flow
through porous deformable bodies established by Biot. As a result of solution of a set of equations
of the linear consolidation theory, an equation is obtained enabling us to determine the relative
subsidence of the surface of the semi-infinite body in function of time. The solution can be used as
a Green’s function for the construction of the solution for any time-variable load acting on the
boundary. In conclusion are given graphs illustrating the relative subsidence of the surface for
sandstone at the time f — 1 sec, £ = 1 h and ¢ — so. The latter graph coincides with the solution
of the Flamant problem known from the theory of elasticity.

It is shown also that there is no subsidence at ¢ == ¢, which seems to suggest that the notion of
“instantaneous” subsidence at ¢ = 0, introduced by Frorin and Bior is not correct.
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