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CIECZY LEPKIEJ W OKRAGEEJ RURZE
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1. Uwagi wstepne

Zagadnienic wymiany ciepla pomiedzy $cianka i strumieniem posiada stosunkowo
obszerng literaturg [1-5], brak jednak na ten temat ogodlnej teorii, a nawet ustalonych
podstaw do takiej teorii,

Rozwazany tu przeplyw cieczy lepkiei przez rure o ksztalcie walca kolowego
i éciankach gladkich ma charakter burzliwy. Zaklada sig, ze przeplyw hydromecha-
niczny jest osiowo-symetryczny i ustalony w czasie, odcinki z zaburzeniami przy
wlocie i wylocie sg wyeliminowane. Ciecz ma ustalone wiasnodci fizyczne. Na wybra-
nym odcinku rury temperatura Scianki jest stala lub zmienia sig osiowo-symetrycznie
i jest rézna na ogdt od fredniej temperatury strumienia.

Problem polega na wyznaczeniu pola temperatury w strumieniu cieczy, jego §red-
niej temperatury jako fuskcji dlugodei rury I natgZenia strumienia cieplnego przy
§ciance wzdhiz rury.

Dla przypadku stalej temperatury scianki znane sa zalezno$ci empiryczne o postaci
Nu = 1+ Cy Re™ Pi# [6-10], pozwalajace wyznaczyé $rednie natefenie strumienta
cieplnego na rozwazanym odecinku. Wlasnosei fizyezne cieczy ustala sig przy srednim
ciénieniu 1 fredniej temperaturze strumienia, przyjmowane za §rednig arytmetyczng
ze $rednich temperatur strumienia na koncach rozwazanego odcinka rury. Roznice
obliczeniowa temperatury §cianki i strumienia przyjmuje sie jako $rednig logaryt-
miczng rdinic na koncach odeinka. Gdy temperatura $cianki zmienia sie, powyisze
wzory empiryczne daja wyniki bigdne. W skrajnym przypadku, gdy na poczatku
i koncu rozwazanego odcinka rury temperatura Scianki jest w przyblizeniu réwna
temperaturze strumienia, przy czym na koncu odcinka temperatura $cianki i strumie-
nia rézni sig od odpowiednich wartosci na poczatku, wzory empiryczne nie daja sie
zastosowat do wyznaczenia Sredniego nateZenia strumienia cieplnego na Sciance;
nie moZna bowiem wyznaczy¢ rdinicy obliczeniowej temperatur,

Pewnych informacji o profilu temperatury w strumieniu w jednym srodkowym
przekroju odcinka dostarczaja tzw. réwnania analogil cieplno-hydrodynamicznych
[11-17]. Opierajg si¢ one na doé¢ silnych zalozeniach upraszezajacych, ktére sprowa-
dzaja rownanie energii, majace w rozwazanym przypadku postaé réwnania parabo-
licznego ze zmiennymi wspdlezynnikami, do rdwnania zwyczajnego pierwszego
rzedu z jedng zmienng niezalezna (odlegloscia w kierunku promieniowym). Jednym
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7 gtéwnych zatozef w réwnaniach analogii jest przyjmowanie, ze gradient tempera-
tury strumienia w kierunku osiowym jest staly w catym przekroju. ZatoZenie to
oczywiscie nie jest spelnione w poblizu $cianki o stalej temperaturze, 1éznej od
temperatury strumienia, Réwnania analogii nie pozwalaja jednak wyznaczyé pola
temperatury w kierunku osiowym ani przy stalej, a tym bardziej zmiennej, tempera-
turze §ciankd. ‘

Sformulowanie matematycznego opisu zjawiska wymiany ciepla przy przeplywie
Jlaminarnym nie nastrecza wigkszych trudnosci; problem ten nazywany jest problemem
GrarTZA 18]

Przy przeplywie burzliwym powstajg juz trudnoSci z okresleniem wspdlczynnikow
w réwnaniu energii, w szczegdlnosei burzliwej lepkosei 1 burzliwego wyrdwnywania
temperatury jako funkcji promienia. Brakujace rownania nzupelnia si¢ zaleznoécia-
mi empirycznymi dla profilu predkoéci, spadku ciénienia w kierunku przeplywu
i hipotetycznej analogii rozktadéw wspdlezynnikéw burzliwe; lepkodci 1 burzliwego
wyréwnywania temperatury. Nadanie prawidiowej postaci analitycznej zaleznosciom
empirycznym ma decydujace znaczenie dla mozliwoéci rozwigzania réwnania para-
bolicznego, jakim opisuje si¢ w ostatecznodci proces wymiany ciepta przy przeplywie
ustalonym [9]. Réwnanie to jest réwnaniem energii w postaci uérednionej wg regut
ReynoLDSA [19]

Postugiwanie sie zalezno$ciami empirycznymi, uzywanymi w tzw. rownaniach
analogii, jest w przypadku réwnania parabolicznego niedostatecznie precyzyjne.
W szezegdlnoei funkcja opisujaca profil predkosel musi spetniaé wiele warunkow
(cigglo$é, istnienie monotonicznych pochodnych do trzeciego rzedu wigcznie, spel-
nienie przez funkcje i jej pierwsze pochodne warunkow brzegowych w osi i przy
$ciance, itd.). :

Znane profile empiryczne dla predkoéei przy przeplywie pad plaska §cianka [5]
nie nadaja si¢ do opisu profilu predkodci w rurze. Profil predkoéei w rurze nie jest
jednoznacznie okreslony we wspdlrzednych bezwymiarowych, stosowanych przy
opisie profily predkodci nad plaska Scianka. Decyduje o tym warunek cigglosci
pierwszej pochodnej predkosci, szczegdlnie w poblizu osi przewodu.

Niespetnienie przez profil predkosdcei powyzszych wymagai prowadzi do biednycn
okrelen wspdlezynnika burzliwej lepkosci, a przez analogie rowniez wspolezynaika
burzliwego wyréwnywania temperatury, rozkladu napreZzen stycznych w strumieniu,
pochodzacych od burzliwej lepkosci, stopnia burzliwedcl, swobodnej drogi mieszania
i tzw. stalej Kérmana, [12], [6] rys. 15-16, str. 438; {9] rys. 41, str, 154; [21,22, 23];
[20], str. 333; [25]. Na podstawie znanych w iteraturze zaleznoscl teoretycznych nie
mozna przy blednym okresleniu analitycznym profilu predkosel wyjasnié niezgod-
noéci # danymi doéwiadezalnymi i przewidywanym senserm fizycznym [26, 6} sposobu
zmiennoéel wspStezynnikdw burzliwej lepkosei 1 wyr6wnywania temperatury.

Rozwazany przypadek przeplywu burzliwego przez rurg z wymiang ciepla byl
analizowany przez Latzko [27] przy pojeciach nie odpowiadajacych juz wspol -
czesnym pogladom na zjawisko burzliwodci przy profilu predkosci wg 1/7 1 w ostat-
nich latach przez SCEICHERA [25]. Artykul Sleichera 25} jest rozwinigciem tematu

... artykuln SeLLarsa [18] dla przypadku laminatnego na przypadek przeptywu burzli-
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wego. Wzory tam przytoczone sa formalnie podobne do wzoréw w artykule [18].
Brak tam 3ednak jest okredlenn wspdtezynnikéw réwnania, poczyniono szereg do-
wolnych, upraszezajacych zatoZed nie zawsze podanych i oméwionych, wyniki
otrzymano podobno na maszynie analogowej, wzory opieraja sig na funkcjach
whasnych, dla ktérych brak okre$len czy nawet wykresow, wzory, kiore rézne sg
formalnie od wzordéw podanych w [18], sa bledne, [np. (26), (27), (28)], a wzory
(25) i (26) sg sprzeczne.

Rozwigzywanie uproszczonego réwnania energii, w ktérym uSrednia sig pewne
- funkeje w ten sposéb, azeby sprowadzi¢ rownanie do réwnania Bessela rzgdu zero-
wego (ktére posiada znane rozwiazanie analityczne) jest poczynaniem bardzo
dowolnym. Przeplyw taki jest pewnym modelem matematycznym [28] i nazywany
bywa «prelowym» [21]; przypisuje mu si¢ pewien odpowiednik fizyczny.

Tak wiec dotychczas brak bylo poprawnego opisu matematycznego zjawiska
i poprawnego rozwiazania réwnania bez wprowadzenia réznych zatozen upraszcza-
jacych w trakcie rozwigzywania, wypaczajacych dodatkowo opis zjawiska.

2. Roéwnania wyjSciowe

Zalozenia, ktére prowadza do uérednionych wg regut Reynoldsa rownafi wyjscio-
wychk, opisujacych zjawisko, zostaly oméwione szezegStowo w pracach [11, 9 1 19%.
Rownania te maja postad:

a) réwnanie ruchu

dp 1 d
(2.1 = =T 4 [ (#JF#T(")) p ]
| b) réwnanie energii
: _ 8 1 @ at

2.2) v = E[? (a+ar(r) E],

¢) rownanie cigglodel

Swar

2.3 az( ) = Q,

d) réwnanie stanu
(2.4) eg = 2o (2, 1),

e) teoretyczno-empiryczny wzor dla spadku ci$nienia
25 L Lo,

) teoretyczno-empiryczne réwnanie analogii

2.6) ar=ertl,
Qg
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g) teoretyczno-empiryczny rozklad predkodei
@7 v = 75 (1, Re),
1) warunki brzegowe dla profitu predkodci v, (r)
(2.8) v, (0) = [0z Re)],_py  0:(0) =0, wz(re) =0,
v, (ro) = [v; (R},
i) warunki brzegowe dla rdwnania energii w rozwazanym wsigpnie problemie

F.0)=te, t(o,2)=tg#% przy z30,

@9 a1 (0, 2)
t(ro,2) =1, vprzy z<0, o =

0, 7(0,2) # co.

W réwnaniach powyzszych p oznacza cisnienie, f usredniong temperatur¢ wg
regul Reynoldsa, v, usredniona predkosé, p lepkosé dynamiczng, gy gestosé, a
wspdlezynnik wyréwnywania temperatury, r, z wspohzedne w kierunku promienio-
wym i osiowym, f wspblczynnik tarcia Fanninga, Re liczbg Reynoldsa, Pr liczbg
Prandtla, ey wspolezynnik analogii przyjmowany zwykle réwny 1; wskazmik T
oznacza, ze dana wielko$é dotyczy burzliwodci, 0 przy $ciance, ¢ «na osi», przy
temperaturze 7, w calym przekroju z = 0; g oznacza $rednig predkosé w prze-
kroju.

3. Teoretyczno-empiryczny rozklad prediosci

Znane z licznych dodwiadezen réznych autordw [29, 5] rozklady predkosei w rurze
mozna aproksymowaé przy ustalonych Re dowolnie dokladnie wielomianem po-
tegowym spelniajacym z zaloZenia waranki brzegowe

= v
(3.1 we(§) = ;zg))) =1 - 2 -
2 A=

w ktérym wspdlezynniki spelniaé musza zaleznodci wynikajace z warunkéw brzego-
wych '
N N

4]
(3.2) Z‘ an = 1, Z‘ nan =
n=2 n=2
gdzie oznaczono
1 1 2
(3.3) g ="Re'="7Re /o, ¢ 2,5In go+5,5,

przyjmujac tym samym przyblizone okreslenie dla predkosci w osi wg profilu bez-
wymiarowego predkosci nad plaska Scianka.




1 Y oatkz D 492 nd i
Rys. 1

Dla przykladu dobrano wspdlczynniki dla kilku wybranych wartosci Re.

Tablica 1
Ig Re 3 | 4 | s | 6 | .7
as 0,62 | 0,33 0,25 0,21 0,18
ap 0,38 0,50 0,42 0,32 0,23
ap — 0,17 0,33 0,47 0,59
k 5 20 30 32 34
p — 30 248 1326 7630

{3331
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we dla Re 10> wg (3.1) i wspélezynnikami weg tablicy 1,
He wg (10.4) dla @ wg (3.1},

——==1 u wg (1031),

———=2 pe wg (10.90),

~——=3 g, wg (10.153),

—— R wg {10.3)) dla w. wg (3.1),

@, we (10.33) dla w, wg (3.1}

Rys. 2

Charakterystyczne jest przy dobranych wspélezynnikach, ze wszystkie wspot-
czynniki an sq dodatnie, ilo$¢ wyrazéw ograniczona do trzech, wysokie wykladniki
przy £ zapewniaja istnienie pochodnych wysokiego rzedu (jak sig okaze dalej potrzeb-
ne beda do trzeciego rzedu wiacznie), profil predkosci jest opisany przez jedna funkcje
dla calego przedziatu £; zapewniona jest réwniez ciaglosé i monotoniczno$é funkcii
i jej pochodnych. Wykladniki dla Re >> 103 sg parzyste, co w przypadku poszu-
kiwania rozwiazania w postaci szeregu potegowego zmniejsza ilo§¢ wyrazéw w roz-
wigzaniu, W oparciu o profil predkoéei (3.1) mozna wyprowadzi¢ bardziej precyzyjne
od dotychezas znanych okreélenia dla wielkoéci charakterystyczonych dia przeplywu
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burzliwego. Zaden ze znanych wzoréw [5], aproksymujacych profife predkosci
wyznaczone do§wiadczalnie, nie spetnial wszystkich wymagan podstawowych i nie
zapewniat tylu dogodnofci w dalszej analizie. W bilansowym wjgeiu, tzn. przy
okredleniy natezenia przeptywu czynnika w rurze, réznice w okresleniach analitycz-
nych nie maja wigkszego znaczenia.

7 réwnania ruchu (2.1) mozna okreli¢ wspdlezynnik burzliwej lepkodci »r przy
wykorzystaniu przyjetego okreflenia profitu predkosei (3.1):

v
v Ewg(l) «%2 "an
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Ze wzrostem £ lepko$é burzliwa »r maleje monotonicznie od warto$ci najwigkszej
na osi przewodu do zera w pobliza $cianki. Opis ten jest zgodny z do$wiadczalnymi
danymi miedzy innymi CORCORANA [26]. Przy profilu logarytmicznym Karmana
otrzymuje si¢ bledny przebieg M, a »r/v osigga maksimum przy & = 1/2 i maleje
po paraboli drugiego stopnia do wartodci ujemnej réwnej —1 na osi. Analizg opartg
na blednym wykresie M mozna spotkaé w wielu pozycjach literatury np. [12, 14,
6, 9, 20, 21 i 25].

4. Réwnanie energii ze wspolczynnikami okreSlonymi za posrednictwem przyjetego
potegowego profiln predkoesei
Réwnanie (2.2) po przeksztalceniach, wykorzystujacych zaleznosci z p. 2 1 3,

przyjmuje postac

B8 (E, 1 8 D¢,
@ &0 [k G c)}

For  y(®) @ oE

z warunkami brzegowymi:

: 930, O)
42 B#EN=8=1, H1D==H=0(da {>0), T::(),
B0, £) # oo,

gdzie

k@ =@ e 1em 7| = e (20 )| 7o g

e (8) = EA() = E[14Pr' -} = £ 1-4-Pr o @ , t=9[1°C],

ar T 71—-P1" ,

43 _A(E)zl*I——;-——Pr (¢+M)=14Pr s ET T Pt = erPr,
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o, P Tm_ 2 ¥R b PR d
(&) = fwe(£), ~ Po go  RePr %ST, e=PrRe, £&=—,

Fo
Wspolczynnik k (&) jest zawsze dodatni i wigkszy od zera w calym przedziale
(0, 1). Ma to istotne znaczenie dla mozliwosei rozwigzania réwnania parabolicznego,

¥ %
‘.\\\é

/ | —
” aad

/
7 ) Y
a8 // /s " /Z//[i_a\’ AY
/ Al /(

VN

IRE 7 \

e

/ \ [ Vot
7/ ﬁb\‘. e
a2 ? / \\\“\\\
/ 32 \\\\
Hag ‘
0 a7 g4 06 09 e W

Ky = Hpe=10*, Platgy ?f=k/kmﬂx
Kk wg 43) dla we wg (31)

Rys. 4

zapewnia istnienie wartoécl wlasnych rzeczywistych dodatnich zgodnie z interpretacja
fizyczna rozwigzania, Wspodlczynnik A4 (£) ma wykres podobny do wykresu »r/v,
na osi osiaga warto$é najwigksza, maleje do 1 przy $ciance. Gdyby »7/» bylo okreslone
za pomoca bezwymiarowego profilu predkosci nad plasks scianka i na osi osiggato
wartodé —1, to przy Pr’ > 1 wspdlezynnik k& (£) osiagalby wartosé ujemna. Wowczas
nawet w metodzie calkowej, przyjmowanej w réwnaniach analogii, dla zréwnowa-
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senia bilansu konieczne jest wprowadzenie silnie wzrastajacych funkeji przy Sciance
(MURPHREE rzedu 33, LEwicz, KUTATIELADZE 17¢du y*, REICHARD rzedu y5, gdzie y
jest odlegtoécia od &cianki). Nie eliminuje to oczywiscie bledow w okreélaniu pola

10
¥

48 07

X
ﬁ/ P
Rt

a8 / \

. 10 \

a4 7 <

Vi N
\l

a gz 04 as a8 E a0
y wg(43) dia w; wg(31), y=&wr
Rys. 5

\\

RN

temperatury w kierunku promieniowym. Wspdlczynnik er przyjmowany czgsto
jako réwny 1 ma wplyw na podluzna (w kierunku osi) skale pola temperatury,
w skali poprzecznej jego zmiana odpowiada zmianie wartosci Pr. Przy malych
Pr’ < 1 bledne okredlenie »rf» ma wplyw niewielki na wspélczynnik k& (&). Liczba
Pr’ < 1 odnosi sic do plynnych metali. Na trudno$ei w rozwigzaniu réwnania (4.1)
przy profilu predkoéci logarytmicznym, jak w przypadku przepltywu nad plaska
&cianka i przy Pr'>>1, natrafili SLercner i Trius [25], lecz nie potrafili poda¢ przy-
czyny; rozwiazywali oni réGwnanie (4.1) na maszynie analogowej przy wspolezynniku
k(&) okreglonym za pomoca profilu logarytmicznego, wykorzystywanym réwniez
przez DEISSLERA [45]. Dla rdzenia burzliwego otrzymuje si¢ wowczas
¥r

P
(4.4) M:1+7T=0,2Re'§(1—5), [7] — 1, A@Q)=1—FPr
=0
i dla Pr' > 1, k(£) przyjmuje wartofci vjemne przy & zmierzajacym do zera.

5. Rozwigzanie ogdlne réwnania energii

Stosujac metode Fouriera [30-32] rozdzielenia zmiennych do rdwnania (4.1)
otrzymuje si¢ rozwigzanie w postaci

(5.1) dED= Z Cn R (&) exp [— 52 FL).
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Funkcje wlasne Ry (&) i wartosci wlasne B% wyznacza sig z réwnania
(5.2) (&) Ry (D) +f7y (8) Ru(§) = 0

z warunkami R, (1) =0, R, (0) =0.
Stale €, wyznacza sig¢ z warunku (4.2;), korzystajac z ortogonalnodci funkeji
wiasnych Ry (8), [31] z waga y (&):

1 1

1
(5.3) Co=7" | v Ra(E)di, Np= f v (€) R}, (£) d&.
’ u]

]

. Rozwiazanie réwnania (3.2) przedstawia problem STURMA-LIOUVILLE'A [31-35],
wystepujacy czesto w roznych zagadnieniach fizycznych,

6. Rozwigzanie ogélne problemu Struma-Liouville’a dla roéwnania energii

Réwnanie (5.2) przez podstawienie

1
6.1 Ry(§) = —=2Py
6.1) (%) Vi ® ©
sprowadza sig do postaci
(6.2) Py EFIB /L O 0P (®) =0

z warunkami brzegowymi P(0) =0, P(}) =0,
gdzie

’ a— ) w@E
fe=r=t0 0w ame.

W, przy przyjetym profilu predkosci (3.1) i z dobranymi wspdlezynnikami dla
g Re = 3, (1), 7 jest r&éwne

&2 ) ,
— — 103
1+a5§2(1+1+5 dla  Re = 103,
Wi{&) = LA 2
1+apéz 3 E"fap2 D) £ dla Re> 104
#=0 #=0
Pozostale funkcie sa okreslone przez:
W@ ,[Ewé(l) ]
Woi{é) = A A&y =14Pr ol (®) 1{,

W) Wa(®
amagr 4

|
— — LA o LS -
@) e [3k" — 2k 2kk’)
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@ (1)
Ws (@)= 3k — 22— 2k, k=& IHPr (s — 1 |,
E .
4 1 Pr’ ! 1 :;
k= 1gpr |20 +—rf#[ﬂ*wf]s
2
£ &
l(w;w ,,)2
D I T R _ @
k' = 2P’ w,(1) —(a)—;rw———pj (w;)z s WO = e
F g

Réwnanie (6.2) przez zmiane zmiennej zaleinej & na n wg zaleznodci

&
n© = [VAGE &=
0
sprowadza sig do postaci |

(6.3) P () +B2+f3 (] P () = O

z warunkami brzegowymi P (0) = 0, P (35) = 0, gdzie
m=n), .
Al = 1 ) W31 ()] _ Ws [£ ()]
W T dnm L 2] AE@IWE@] 420 1L 2@)
&
Wi [ (’?) W3 & ()l

ALE ] Wi IEm]

Réwnanie (6.3) po uwzglednienin warunkéw brzegowych sprowadza si¢ do
postaci réwnania calkowego (Fredholma-Volterry) [32, 34 i 37]:

(6.4) Py = f Ko, 7) P (z) dv + f K@ (n,7) P (v) dr,

g.dzie ’ ’
_sinfip

ﬁSlD ﬁn i p. Sl nﬁ("’i T)f?l (T):

KP(n,v) = — %sinﬁ (n— 1) f3 ().

KO (g, 7) =

Rozwigzanie réwnania (majac na uwadze mozliwoé¢ wykorzystania maszyn ma-
tematyczaych cyfrowych) sprowadza sig do rozwigzania ukladu liniowych rownan
algebraicznych [36, 38]. W tym celu dzieli sig przedziat [0, 7] na n}1 czedei i obli-
cza sig jako funkcje zalezne od f wartosci:

P (pdn) = Py, (An:AT —n+1), p=12,..,mn
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P (gAT) = Py, g=12,..,n,
KD (pAn, gAv) = KGJ, pa=1,2 ..n

p=12 .,n,
{ g=1,2,..,p.

K®(pAn, gAv) = K2,

Calki zastgpuje si¢ sumami

7 n
f KO, 1) P(v) de = 2 K Pgdr, p=1,2,..,n;
4] g=1

2 P
[K®@, 9P dv= D KQPyAz, p=1,2,.,n
0 g=1

Rozwigzanie réwnania (6.4) staje sie rOwnowazne rozwigzaniu ukladu réwnan al-
gebraicznych

] ¥y
(6.5) Py= Z KD py Ay + Z KQP, Ay, p=1,2,.,n
g=1 g=1

Wartosei wlasne f, wyznacza sig jako miejsca zerowe nastgpujacego wyznacznika:

1 — KD Ay — KAy .. — KDy
6.6 | KK Ay 1 — KRy — KAy
— [KR+HKR1 Ay — KK Ay — [KB+KR Ay o 1

Z uwagi na wystepowanie f, w funkcjach sin fin i sin f (n — 1) rozwijajacych
sie W szereg nieskoficzony ilo§¢ wartosci wlasnyéh Bn jest nieskonczenie wielka.
Przyjmujac za i, kolejno wartoSci wigksze od zera i obliczajgc za kazdym razem
warto§é wyznacznika otrzymuje sig funkcj¢ zmiennej niezaleznej 8, ; miejsca zerowe
tej funkcii sa poszukiwanymi wartoéciami wlasnymi. Przyjmujac P; == 1 otrzymuje
sig z uktadu réwnan (6.5) funkcje wlasne Pp z dokladnodcia do stalego wspdtezynnika.

Dla réwnania (6.4) wyprowadza sie korzystajac ze wzoru rekurencyjnego dla
rownania catkowego [34], rozwiazanie przyblizone stuszne dla duzych n:

(D= | 1 M | 1
(n+Day
68 Pay=sin oL 1) [ f £ @dr—

D= i
— (p mﬁ)ﬁfﬁ(r) dv:] cos(n_th) ™ —E—O(*)

n2f’
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Rozwiazania réwnan'a (6.3), tj. funkcje P (), mozna poszukiwaé réwnieZ za
pomoca maszyny analogowej. W szezegolnodel dla poréwnania, gdy f3 () = /4032,
[34, 3941 i 43] otrzymuje si¢ rozwiazanie w postaci Py (1) = V1 Jo (a1, gdzie
Jo (unp) jest funkcja Bessela rzedu zerowego DIETWSZEgo rodzaju, a fn = Hn 58
miejscami zerowymi Jo (u)-

7. Przypadek zmiennej osiowo-symetrycznie temperatury cianki

Rozwazany przypadek stalej temperatury écianki stanowi podstawe do wyznacze-
nia rozwigzania ogdlniejszego, gdy temperatura eianki zmienia sig osiowo-symelrycz-
nie.

7 rozwiazania (5.1) speiniajacego warunki brzegowe 9= 1, H==0 otrzymuje sig
natychmiast rozwigzanic spetniajace warunki brzegowe ty (5, 0) =0i11 (1, £y==1

(1.1) mEH=1—9¢0H=1~ %’ Cou R (&) V(D)
gdzie
: Vi (£) = exp [P35 FC1.
7 warunku poczatkowego wynika, 7e 2 Cy Ry (£) = 1. Korzystajgc ze wzoru
n

_ Duhamela [30] dla uwzglednienia zmiennej temperatury Scianki y (&) przy zalozeniu,
ze 1 (0) = 0, otrzymuje si¢

¢
(12) D= a%f*f’ @1 &L —ndr=
0 ¢ : £ _
[t nd- [re-nmena

0 b
Gdy ponadto dla £ = 0 dany jest profil @i (£) spetniajacy warunek @y )y=09,

natomiast dla & — 1 dapa jest temperatura $cianki y = pot+1p1 (©), gdzie e =
= const, a 1 ({) spelnia warunek (0) = 0, rozwiazanie posiada postac

a3 AtE D =—p @) —1ED =D R T,
gdzie
@
W (@) = [m’ru OO - ] Cu Vi (D),

4

nO=no- [P D n e =@

0

[4
74 + f w1 (@) Vise € — 1) d,
0
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1
) . 1
V(L) = exp ["“ﬁi F, Crn = Mf’)’(f) Ry (£) ds,
0

1

i 1
i
D = f Y& P1(8) Ra(B) dE, Np= f y(§) Ry (§) de.
0

V]
Na przyklad dla @ =0 i p—y. otrzymuje si¢ A1(E, &) =ype 3 Cu Ru(&) Vi (0)-
7
Jesli @ =0, v = ({) oraz p; (0) =0, to At (¢, )= > CoRu(E)Tn((), gdy

B
pi=BL TaQ)= g [l —exp (— 8% FOL,
2B 1
w = B2, Th()= E{C — @[1 —exp (— ﬁiFC)]},
{(71.5) B |
y=expBl—1, Tu()= W{exp [BE] — exp [— £ FLT)

Fg7
ypy=smBf, T(l)= Wsin [BC—I—arc tg g ] -

Ff% B

- Wexp {— ﬁ;FC}.

W ostatnim wzorze arc tg Ff2/B jest okre$lony w przedziale (—m/2, 7/2).
8. Zaleinosci oparte na rozwigzaniu réwnanih energii
i bilansach cieplnych dla odcinka przewodu

Srednia temperatura strumienia ¢ (m, {) wyznaczona jest réwnaniem
Dy '
®1) AtEm )=y 1(mO= D CuRulm) [«,uc — T V;l(@)] Va(0);
7 T

gradient temperatury przy $ciance przez réwnanie

(Lo Al Dl _

€2 3

. .Dﬂ, ' :
= Z Cnl— R, (1)] [’tpc ~ e, + Tu(2) V;‘(C)] Vu(0).

KRozprawy Inzynierskie — 2
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Stosunck podwojnego gradientu temperatury przy eiance do gredniej temperatury
strumienia nazywany lokalng liczba Nusselta:
ot(1, %)
at
At(m)

Dy
226wmmﬂw—a+n@mﬂﬂn@

(83) Nu(m)=

Dy
Z Cu Ry (?'!’l) [’(,Uc - a + Tx (C) VE! (é‘)] Va (C)

Pomiedzy Ry (m) i Ry, (1) ustala si¢ korzystajac z réwnania energii (4.1) zaleznosé

1
4 pe _ 2 b Pe
(84)  Ru(m) —2—— [V(E) R (&) dE = 2CuNa— = =7 [— R, (D} _—.
Pm g Pm P Pm
Gdy w (8.3) rozwigzanie mozna ograniczyé do # = 0, co jest dopuszozalne w pew-
nej odleglosci za skokiem temperatury na $ciance, otrzymuje sig warto§¢ asympto-
tyczng dla liczby Nusselta Nug (po uwzglednieniu 8.4):

2[Ry (1 m
(8.5) Nu, = 2[R, (] _ om

.
Ry (m) g ' °

Réwnanic energii (4.1) przedstawia réwnanie -bilansu dla elementarnego walca
o promieniu r I dtugodci dz, tj. poréwnanie ilosci ciepta przechodzacego przez cy-
lindryczng powierzchnie kontroing z ilocig ciepta przejgtego przez czynnik przeply-
wajgcy wewnatrz tego cylindra (z pominieciem przewodnictwa w kierunku osiowym).

7, réwnania bilansu dla walca o promieniu #g i dtugosci dz otrzymuje sig zalezno$e
pomigdzy natgzeniem strumienia cieplnego przy Sciance go (&) i érednia temperaturg
strumienia:

2ry gt (1, ) dt (m, {) ot (&, )

8.6 === 7
Pe ¢ Pe ¢ @,

Po séatkowaniu od 0 do £ i obliczeniu $redniego natezenia strumienia cieplnego
qo (m) w przedziale [0, £] znajduje si¢ '

0 2 2]‘() 2

4
2
G g L= pe | W@ db =t L) @m0

b
Liczba Nusselta wobec powyzszych zaleznodci wyraza sie przez ¢ (m, {):

ot (1, &)
T dt (m, ()

(8.8) Nu(m, §) =

Ed

PO 1D )~ im D1y
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skad wynika przy zalozeniu Nu (1, {) = const na odcinku £ i 4 ({) = #; = const

(8.9) t(m, 0} — t(m, 0) = [tg — £ (m, O)] [1 — exp (—25t )],

gdzie St = Nu/Pe jest liczba Stantona.
Gdy t(m, 0)=0, tp—1 (m,0)=1, {o otrzymuje si¢ $rednia temperatur¢ strumienia:

(8.10) tip (m, 0y =1 —exp [— 258tZ]

Zaleznosé powyzsza moze byé nazwana prawem zmiennosci sredniej temperatury
strumienia przy stale] jednostkowej temperaturze $cianki.

Poréwnujac (8.10) z zaleznoscia teoretyczng (7.1) przy # = 0 otrzymuje si¢ przybli-
zone zaleznoéci [ze wzgledu na zaloZenia prowadzace do (8.10)]:

Nu
(8.11) CoRy(m) ~ 1, ﬁngzstzzﬁ.
Dla przyblizonego oszacowania fz mozna wykorzystaé wzory empiryczne dia Nu
w postaci potggowej. JeZeli rozwiazanie mozZna ograniczy¢ do n = 0, to dla przybli-
zonej oceny wystarczy we wzorach w rozdziatach poprzednich uwzglgdniC zaleznosci
(8.11). Ograniczenie do n =0 moze by¢ dopuszczone w przypadku u = const
dla duzych &, w przekrojach oddalonych od skokowej zmiany temperatury Scianki,
a téwniez w przypadku ¢ = w1 (), gdy 1 (0) = 0 dla wszystkich . Gdy w przekroju
poczatkowym nie wystgpuje skok temperatury na Sciance, istnieje réznica tempera-
tur $cianki i strumienia, a temperatura §cianki zmienia sie dalej wzdluz Scianki,
ponadto je§li w przekroju poczatkowym jest znany profil temperatury, to zmiana
§redniej temperatury strumienia wzdtuz przewodu jest wynikiem superpozycji
dzialania warunkow brzegowych . 1 v (0). Wowezas rowniez jest dopuszezalne
ograniczenia rozwiazania do-n ="0.

;- Dla odeinka poczatkowego, gdy przyjal uproszezenia sprowadzajace réwnanie
.- "energii do réwnania Bessela i wykorzysta¢ przyblizone rozwigzania dla matych
- Oraz przyjaé At (m, £) = const, otrzymuje si¢ w przypadku p =y, i ® =0

1) Nu (m, £) = €273,

= - gdzie stalg C nalezy dobraf tak, by uzyskac przy malym (g zgodnoéé z rozwigzaniem
" doktadnym.
Y Woprzypadku w = () = C( { 1 & = 0 otrzymuje si¢

f-'_(s 13) Atm, O ~ €, Nu(m )~ G2

i Gdy ¢-maleje do zera w przypadku v = y,, gradient temperatury przy $ciance
Bt (1 E)Yo& 1 Nu (m, &) wzrastaja do oo, a At (n, £) ~ const. Natomiast w przypadku
v =CyL, 0t (1, {)/0é 1 At (m,{) daza do zera, lecz Nu (m, () dazy do oo, W przy-
padku przeplywu laminarnego znana jest zalezno$é wg LEVEQUE'A [6] Nu (m, {) =
_357 C‘m ‘Srednia warto$¢ liczby Nusselta na odcinku £, Nu (m, m), jest ograni-
czond i jézeli przyja¢ dla matych £ zaleznosci Nu (m, £) = B{—?, to wyktadnik p musi
by¢ mhiejszy: od jednosci.
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9. Rozwigzanie nuherycme réwnania energii dla przypadku Re=105i Pr'=Pr=1

W celu sprawdzenia postawionego prob!emu'rozwiaczaino preyktadowo roéwnanie
(5.2) przy ustalonych parametrach Re = 1051 Pr’ = L. Rozwigzanie przeprowadzono
metoda klasyczna rozwinigeia TOZWiazania w szereg.

Réwnanie (5.2) przy powyzszych parametrach Re 1 Pr przyjmuje po rozwinigciu
postaé :

O.0)  E[lfdEm—24gbr—2) R (E+-{1 — d(m—3) n2—g (n—3) &2} R(H+
+ p2E {1 — af2 — bém — cf*] [1-}-dEm—24-gén—212 R(§) = 0,
gdzie '
bm cn 52
B R g _ — , PZ = ———-r-—',
2a 2a l-+d+g
przy profilu predkosci wg (3.1)
(9.2) ‘ we = 1 — ak2 — bim — cfn,

a =025 b=042, ¢=033, m=30, n= 248.
Warunki brzegowe dla réwnania (9.1) sa nasigpujgce:

©.3) R(O)=1, R()=0, R©=0
Rozwigzanie przyjeto w postaci -
- :
(9.4) R(&) = Z aw &%, ag=1, a;=0.
£E=0

W réwnaniu (9.1) w celu uproszezenia rachunku przyjeto wyrazenie w drugim
nawiasie kwadratowym przy R (§) réwne jednoéci ze wzgledu na to, ze wyrazenie
w nawiasie poprzednim zmierza szybko do zera. Pomimo tego uproszezenia obliczenia
sa bardzo ucigzliwe.

Po podstawienin (9.4) do (9 1) i przyréwnaniu wspotezynnikéw przy tych samych
potegach & znajduje sie:

2

2 Iz
ag = *ﬁ(ak_2——aa,c_4), a_,=0, a=1, aB= k=2,4,..28,
1
ag = kz w2 (ag_p — ady.. 4)+ [(k m+-2) (k — 2m+4) G _gmy2 —
(9.5 . . - 2 bak_m_zl} R k=30, 32, ..., 246,
.1 ] ‘ .

— p? bﬂk m—21 }‘ {(k — n+2) (k — 2n+4) A _niz qubalcmﬂz]}:

k = 248,250 ....
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W wyrazach ax, gdy k > 30, ograniczono wyraZenia do czgdei istotnych, ktdre
0ZNACZONO PIZez podkreélenie Wyraz i posiada postaé

E(k[4) i k-[0-D4+2]
09 o= (-1 (fc )ZZ i D
ﬁj+4
4]

gdzie E (kf4) jest czeécia catkowity ilorazu k/4 a ]]’ = 1 = —2, H= 2,4,6,.
Na przykiad

ap = 45 (5 5 Gip V0t L O L [ (68 + 2 87,

a1y = W {124 apl0 (221 42-+-624+-824-102) + |

+ a2 8122 (62--824-102)4-42 (82-102)4-62 102]-+-a3 622 62 102},
Gdy a =0, wyrazy ax dla k =0, ..., 28 przedstawiaja wspdlczynniki identyczne
ze wspblezynnikami w funkcji Bessela Jy () rozwinigtej w szereg. Z warunku
brzegowego R (1) = 0 otrzymuje si¢ réwnanie pozwalajace wyznaczy¢é wartodei

wihasne g, Jezeli przez /A () oznaczona zostanie funkcja

oo

©.7 A = > ax(w),

k=0

to po przeliczenin i uporzadkowaniu wzgledem u oirzymuje sig

14 7 2
. A =1icrp 3]
(9.8) () = 1+(-— 1) zg; (h,,
hp == 5,127 37010803 (p — 6), p=6,7,..,14

Miejsca zerowe / (u) wyznaczaja wartosci wlasne gen.

Tablica 2
» | 0t | 2 | 3 4 | s
he | 1088855 | 1884475 | 2713321 | 3518452 | 434370
Tablica 3
2 ¥ P 2
n tin 1 tn B2 = (i +d-+g) pn= 19015, TT” = 0,848 i
} [
1,1618 1,3497 256 217
1| 40347 16,2788 3090 2620
2| 99447 | 98893t | 18800 16000

- Wspolezynniki a we wzorze (10 4) przy powyzszych Ha przyjmun wartoéci po-
~'dane w tablicy 4.

Funkc;e wlasne Ry (&) wg (9.4) przyjmujq wartosci zestawione w tablicy 5.
: .Wsp’ék’:"zynniki CuilNy wg (5.3)i .Rﬂ, (1) na podstawie (9.4) zestawiono w tablicy 6.



Tablica 4

N 0 1 2 N\ 0 l 1 l 2
[N e\,
0 1 1 1 42 — —0,02674 —_1294,05
2 | —03374 —4,0697 _o472 | 44 - 0,003636 616,38
4 0,04955 4,3950 154,35 46 —_ _ 00004137 | —236,96
6 | —0,005021 | —2,4473 440,96 48 — - 74,52
8 0,0003672 |  0,9020 741,05 | 50 — — —19,08
10 — —0,2464 — 841,88 52 — — 2,30
12 — 0,05335 704,99 | 54 _ — — 0,40
14 — 0009549 | 462,16 | 248 | —0,4320 | —5,2853 —32,10
16 — 0,001455 246,63 | 250 0,1256 11,1418 391,29
18 — 00001931 —110,54 | 252 | —0,01866 | —9,0932 —1638,39
20 — — 42,58 | 254 0001774 | 43571 3579,64
2 — — 1434 | 256 — —1,4523 —4962,21
24 _ — 2,573 | 258 — 0,3684 4867,82
26 — — —0,889 | 260 — — 007510 —-3634,61
28 — — 0,193 | 262 — 0,01277 2164,15
30 | -—0,4913 —5,9255 3599 | 264 — —0,001860 | -—1065,41
32 0,1268 11,2486 395,04 | 266 — — 445,22
34 | —0,01445 | —7,0421 | —1268,86 | 268 — _ — 161,04
36 0,001142 2,8062 230548 | 270 — — 30,78
38 — 07740 | —2644,60 | 272 - - —11,25
40 — 0,1613 2131,89 | 274 — — 2,57
Tablica 5
N
A 0 1 2
0 1 1 1
0,1 0,9962 0,9589 0,7678
0,2 0,9865 0,8440 0,2318
0,3 0,9700 0,6678 —0,2523
0,4 0,9473 0,4517 —0,4019
0,5 0,9188 0,2195 -0,2033
0,6 0,8848 0,0072 0,1196
. 0,7 0,8458 —0,1815 0,2996
0.8 0,8130 -0,3242 0,6050
0,9 0,7567 —0,3900 0,7225
1,0 0 0 0
Ry () 0,865 —0,0012 0,268
Tablica 6
7 Ca Nu Ry (D)
0 1,1616 0,3162 93,1501
1 —0,0070 00713 16,3523
2 —_ — —_—

[348]
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Wspblezynnik F wg (4.3) dla ep = 1 jest nastgpuiacy:

po X o
T RePr’ g T 1051

-0,848 « 1 = 1,696 - 105,
(9.9)
B2 F = 256 - 1,696 10-5 = 0,00434.

Dla n = 0 érednia temperatura strumienia wynosi

9.10)  #(m, &) — B Co Ro(m) exp (— f3 FL) =
2217
105

=1.1,1616- 0,865 exp (ﬁ C) = exp (—0,004340),

Dla n = 0 gradient temperatury strumienia przy $ciance jest rowny

©.10)  #(1, &) = #e Co Ry (1) exp [ FL] =
2.217
105

—1.1,1616 - 93,1501 exp (e c) = 108 exp (- 0,00434 ),

a lokalna liczba Nusselta jest réwna wartodcl asymptotycznej Nug:

28,1, &
(9.12) Nu (m, ) = — ‘5251 C))

— Nu, = 216,

Na podstawie zaleznosci (9.4) otrzymuje sig¢ wzér sprawdzajacy dokladno$e

obliczefi
— R, (D
(9.13) Ry, (m) = 17”
2 (Pc 1813

Dla # = 0 lewa strona réwnania Ry (m) wg tablicy 5 jest réwna 0,865, prawa sirona
wynosi 2:93,1501/217 = 0,858, czyli rzeczywiscie doktadnos¢ jest stosunkowo dobra;
przy wyzszych n rozbieznosé jest jednak wigksza w wyniku poczynionych uproszczen
rachunkowych, przy c¢zym za mniej dokladne nalezy uwazaé R, (1).

Ze wzoru empirycznego dla stalej temperatury Scianki
(9.14) Nu (m, m) = Nu = 0,023Re% Pr®4,
dla Re — 107 i Pr = 1 otrzymuje si¢ Nu == 230.
Z roéwpania analogii hydromechanicznej Reynoldsa otrzymuje sig

fRe  0,00448
(9.15) Nu (m,m) = Nu = T 105 =224,

.. W poréwnaniu z warto$cia obliczona Nu = 217 zgodno$¢ jest stosunkowo dobra.
Wedhig analogii cieplno-hydromechanicznych w przypadku Pr =1 profile bezwy-
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miarowe (stosunkowe) predkodci i temperatury sa podobne, czyli w, ma wykres
zblizony do wykresu #, a przy n = 0 do Ry. Poréwnanie wykreséw we i Ry na rys. 6
potwierdza analogie. Ponadto wobec podobiefistwa we i Ry powinny by¢ podobne

P : -
’&:\ hq_“'—-‘\
EJ'Z \\\ N S

Pn,am BN
Ju(;lnﬁ) \\ N \\\

a8 \\\‘ ~ ~
\\ \ o

0 N,
R fam, )« \ '\\ \/,&4 N [Ro];
\\ \‘ \ Riiam D /
a4 D e

‘el//

a2 l\ \3‘% /Ay . \

a2 .\\\\ \‘\// /
TR

o a2 04 68 g & W

Rg, Ry, Rz dla Re =105, Pr’ = 1 wg (9.4) i danych w tablicy 5,
dla we wg (0.2),

Ry tams Ralam» K3 1am. wg danych przytoczonych w pracy I6],

— — — = Jo {tin &) funkcje Bessela rzedu zera, pierwszego rodzaju,

— = —— [Rgls, wg danych w pracy [50], ckstrapolowanych dla

Re =105 i P* = 1; M (&) w [50] przyjeto wg (10.15),

we, dla Re == 105, wg (3.1} i danych w tablicy 1.

Rys. 6

ich pochodne na osi i przy Sciance. Na osi pochodne te sa réwne zeru, a przy Sciance
—awh (1) = 2a+mb+ne = 95,3 — Ry (1) = 93,15. Zgodnos¢ jest rowniez stosunko-
wo duza, Pordwnujac numeryczne rozwiazanie analityczne 2z przyblizonym rozwig-
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zaniem (8 9) przy-tych samych warunkach brzegowych spelniac sn@ powmny zaleznobci
(8.11):
Co Ry (m) =1,1616-0,865 = 1,002 =~ 1,

F2F — 0,00434,

Niemp 2 oot » 0,00448.
Po 105 <%

(9.16)

25t =2
Z poréwnania wynika, Ze rzeczywiscie (5 F & 28t i Cy Ry (m) ~ 1.

10, Okyreslenia wielkesei hydromechanicznych

Charakterystyczne wielkoéci z hydromechaniki przeplywu burzliwego moga byé
okreslone jako funkcje przyjgtego profilu predkodei (3.1) i jego pochodnych. Pozwala
to przesledzi¢ wykresy tych funlkcji w calym zakresie & i pordwnad je z odpowiednimi
wykresami przy innych okrefleniach profilu predkosci (np. logarytmicznym dla
trzech obszardw strumienia) Iub innymi wykresami wg wzoréw bezposrednich roz-
nych autordw.

Roéwnanie ruchu (2.1) dia ustalonego przeptywu burzliwego cieczy w rurze mozna
przedstawié w postaci

(10.1) — = — M.

Wispdiczynnik M zgodnie z (3.4) oznacza sumg 1-+v./v. Z réwnania ruchu wyzna-
cza sie wspolezynnik M jako réwny E/ﬁqa;, gdzie gv; oznacza pochodna bezwymia-
rowej predkodci (oznaczonej w literaturze réwniez przez u+) wzglgdem bezwymia~
rowej odleglodci od 051 ¢ {oznaczanej w literaturze przez r*). W réwnaniu (10.1)
7 oznacza napreZenie styczne w strumieniu w odleglosci & od osi, 7y napreZenie
styczne przy §ciance. Z réwnania (10.1) wynika, fe v = £7y. Definicyjne réwnosci
dla bezwymiarowych wielkosci i naprezen stycznych maja postac:

P = Qmw = P, ¢ — £0o T = 1+t = E7g,
Re Re’ ,
Pm = Qo' gy = Ty e T ™ 7 P T0s
(10.2) Re’ —]/— Re, 7= 0o — 0 Tr = Ry,
. - Re’
e Vam” e ‘Uzmﬁ, T = Qﬂ‘"’)*‘?,,
% £ v,V
We = Ezc, M_—QJ;’ R_ %2 E+¢Q

W powyzszych réwnaniach oznaczono przez o™ tzw. «predkosé naprezenia stycz-
© nego»,

V2 Vy uéredniona korelacje z odchylek predkosci chwilowych od wartodci
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grednich, wystepujaca w réwnaniu ruchu po uérednienin wg regul Reynoldsa, oy
gestodé cieczy, f wspdlezynnik tarcia Fanninga, gm bezwymiarowa rednia predkosé,
7, napreZenie styczne pochodzace od lepkoéci molekularnej, 7, naprezenie styczne
pochodzace od lepkoéci burzliwej v 1 R bezwymiarowe naprezenie styczne Reynoldsa.

Charakterystyczne wielkosci dla przeptywn burzliwego cieczy lepkiej w przewodzic
rurowym w zaleznosci od stosunkowej predkosel we i stosunkowej odleglosci £ od
osi przewodu przyjmuja postaé

RG] Ret - w, (£) )
T o™ U ey T ey
{10.3) , , s
[ _&@] _ foch) v o)
T oyl ® T w0 v wyé)

Wartodei niektérych wielkosei w zaleznoscei od liczby Reynoldsa zestawiono
w tablicy 7. Wartosci wspolezynnika f dla Re = 104, obliczone wg wzoru Nikuradse-
g0, przytoczono wg pracy [6], str. 173, wartosei g, obliczono wg wzoru (3.32).
Dla Re — 103 ekstrapolowano dla ¢ wzory dotyczace przeplywu burzliwego, tj.
shuszne dia Re > 2300.

Tablica 7
Re | 10 04 | 108 s ] 107
f 0,016 0,00772 0,00448 0,00291 0,00204
o 44,7 310,5 2367,5 19090 160000
o 14,97 19,8 24,9 30,2 35,5
Pl 0,78 0,81 0,85 0,89 0,90

Dla wykazania wplywu postaci funkcji we, a w szezegblnodel jej pochodnych na
wykresy funkciji (10.3) dogodnie jest postugiwaé si¢ stosunkowymi wspolezynnikami,
odnoszonymi do wartoéci najwigkszych w rozpatrywanym przedziale. Wprowa-
dzono wiec wspdlczynnik g wg definicii

{10.4) te (5) = Moy
Przy przyjetym profilu predkosci wg (3.1) otrzymuje sig
TF o 2az, Rayp & <1,
— wy(1)
pe (0) = sup [pue] = 1, sup M = M(0) = T om 0,08y,
10.5) 5
[VT] ~[”T] — sup M — 1 1) = inf ] = —
o Ty fsup . SPMT R pe(l) = in [‘“c]#supM’
v v
inf M = M(1) =1, [i] — inf [—T] =0,
¥ le=1 i4

M (m) ~ 0,81 sup M =~ (,0650.
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Wykres funkcji »,fv dla w, wg (3.1) jest stosunkowo dobrze zgodny z danymi
do§wiadczalnymi Corcorana i innych [26]. Oszacowanie sup M i M (m) przez
zaleznosci proporcjonalne do gg jest przyblizone.

Wedbug Karména (1939 r. [12]) przy mato uzasadnionym zalozeniu, e T =1 =
— const w calym przekroju strumienia otrzymuje sig

wy (1 1 1
(10.6) M:%)-:——,—=—T.
w8 —@, @,

Przy logarytmicznym profilu dla trzech obszarow wspblczynnik M wg (10.6)
jest wyznaczony réwnaniami:

a) dla warstwy laminarnej (n < 3)
M=1, M@ =1,

‘ 5
) dla warstwy przejciowej (5 £ € 30), ¢ =--305+5lny, ¢,= "; s

(10.7) Mz%n, M) =1, M(@30)=6;

! 255
¢) dla rdzenia burzliwego (7 > 30) @ =55+25lny, ¢, ”{r}_,

M =04y, M(30)=

W pracy [20], str. 333, na podstawie wykresu, ktéry powinien odpowzadac 7a-
leznoéciom (10.7) [12], wyciagnigto niezbyt precyzyjny, uogdiniajacy wniosek o rze-
komej niemozliwosci wyznaczenia poprawnego wspolezynnika burzliwej lepkosci
pr 7 réwnania ruchy, pomimo przngcia dostatecznie dokladnej funkcji dla opisu
profilu predkosel.

Wedthug MARTINELLEGO {14] i innych zgodnie z réwnaniem ruchu (10.1) dla-
7 = &7y mamy

10.8) Me =
( Z

Przy profiln Jogaryimicznym dla predkosci ¢ wspotezynnik M wg (10.8) jest
nastepujacy:
a) dla warstwy laminarnej ( < 3)

M=

U’l'r

3

b) dla warstwy przejéciowej (5 < 7 < 30)

& .
(10.9) M= n = 02008 — 8, po=2£( = 8);

¢) dla rdzenia burzliwego (y > 30)
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Warto§é maksymalna wspotezynnik M osiaga dla & = 1/2, ktéra wynosi
(10.10) Mmax = M(?) — 0,]90-

Pomijajac warstwe laminarna i przej$ciows oraz przyjmujac okreslenie wg (10.9¢)
dla catego obszaru, otrzymuje sig warto$é frednig wspélezynnika M w przekroju
strumienia:

s :
(10.1h) M(m)= Mmax 2 f Eue (§) dE = —3—Mmax = 0,067gq.
0

Z réwnan (10.9) wynika, Ze

Yr

(1012) M (0) =0, [1}]5:6: —1.

Wynik ten jest sprzeczny z sensem fizycznym pojecia naprezenia pochodzacego
od lepkosci burzliwej. Wynik (10.12) otrzymany zostal na skutek zastosowania (nie
spelniajacego warunku zerowej pochodnej na osi) logarytmicznego profilu nad
plaska $cianka, ustalonego dla jednostronnie ograniczonego przeplywu. Réwnania
(10.9) stanowia podstawe do obliczania wspdiczynnika #, w réznych analogiach:
Karména [12], Martinellego [13,14], Lyona [16] i innych. Wykresy »; oparte na
zaleznosciach (10.9) spotka¢ mozna w wielu pozycjach literatury [6 i 9]. Brak jednak
tam wyjaénienia przyczyny nieprawidtowego sposobu zmiennofci v, 1 uwag sygna-
lizujacych o nieprawidiowoéciach.

KUTATIELADZE w oparciu o wyniki pomiaréw predkosci Nikuradsego 29] podaje
wykres wspolczynnika N [9], rys. 41, sir. 154, ktory jest wg przy_}qtych w pracy {9}
oznaczef, zwigzany ze wspdlczynnikiem M réwnaniem

(10.13) . ' M = 1--Nogo,
stad
M—1 Mmax — 1 Muax
(10.14) N = ,  Nmax = v .
Qo €o @0

Wykres funkcji N w pracy [9] jest nicprawidlowy w pordwnaniu z wykresem
M opartym na profilu predkosci w, wg (3.1). Przy & dqzqcym do zera N powinno
dazyé do Nmax, a nie do zera jak w pracy [9].

Wspolczynnik Nmax dla réznych Re wg wykresu w pracy [9] posiada $rednio
~ warto$é réwna okolo 0,085, wobec czego

Muax = 0,0850,
oraz

2
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Na podstawie podanych przez Reichardta przyblizonych wzordw. [48 i 49] dla
rrfy otrzymuje ‘si¢

4
M :1+Q{)? (0,5“5--52) (1 .7 §2)3' % - 094r

i #
(1015) Mpax = M(_?.—) =1+ 6Q0 3 = 0,075@0, '
M

16
= 2 + — (0,545 (1 — £2).
5= an ™ M 9 T8
Wykres funkeji R wg (10.35) i we wg (3.1} ma charakter zblizony do wykresu
podanego w pracy [6], str. 180, rys. 7-24, opartego na danych doswiadczalnych
Laufera i polempirycznym rdwnaniu Pai'a:

R = 0,9835& (1 — £30),

Powyisza funkeja R (F) posiada maksimuom dla & = 0,895 wynoszace 0,85,
Funkcja R wg skrytykowanej w pracy [24] teorii Broszkl [22] i Burki [23] posiada
okreélenie

C
{10.16) R=—,

re;

gdzie C Jest stala, r promieniem, v, uSredniona predkoscia wg regul Reynoldsa
na promieniu F.
W poréwnaniu z (10.35) powinno byé spelnione réwnanic
1 Dy dln v,

(10.17) ¢ 5 g

gdzie Dy, Dy sa to stale,
Réwnanie (10.17) moze byé spelnione tylko przy stalym v,, tj. silnie rozwinigtej
burzliwodel w czesel centralnej struomienia.

Dugosc swobodna mieszania / wg teorii Prandtla [9] jest zdefiniowana réwnan’em,
ktore w postaci bezwymiarowej przyjmuje postad
! VR
(10.18) o=,
. Iy o ¥,

natomiast w zaleznodci od m, postac

12 fw 0 wl (&)
(10.19) = PIT) Ty

Jak widaé przy & dazacym do zera [wobec ograniczonobci w, (£)/& dla & =0,

3 - gdy w¢ jest wyznaczone przez (3.1)], a I/rp dazy do nieskoficzonosci; natomiast
o przy & dazacym do jednodci Ifry dazy do zera.




356 TADEUSZ DROZD

Wedlug NIKURADSEGO [29, 9] po nieistotnych przeksztalceniach mamy
; , ‘
(10.20) Pl 0,14 (1 — 0,57282 — 0,428£%) = 0,14 (14+0,428£2) (1-+£) (1 - &).
0

Noczyn wspdtezynnikéw przed (1 — £) we wzorze (10.20) dla & = 1 osigga wartos¢
0,4.
Wedlug KARMANA [44)

{
(10.21) = x(1—2§&), ==04
0
Wedlug MADEISKIEGO [28]
I
(10.22) — = 1,151 (1 — &).
Fo

Wspdlezynnik Karmana » jest zdefiniowany réwnaniem w postaci bezwymiarowej:

VR o ()

(1023) oy, w8

ktére w zaleznoéci od w, przyjmuje postaé:

_2_50.);(1)]/ GG
Re' @ V& Eoy() wi(®

Jak widaé wspélezynnik » (przyjmowany przez Karména za staly i réwny 0,4)
w rzeczywistosei zalezy od & i Re. Dla & >> 0,3 warto$¢ » = 0,4 jest wartofcig mozli-
wa do przyjecia dla przyblizonego oszacowania; w poblizu & =1 (£ > 0,95),
zmierza do zera; gdy & da?y do zera, » dazy do nieskoficzonoscl. '

Przyjecie dla »r/v funkeji innej niz wynika z réwnania ruchu przy przyjetym profitu
predkosci prowadzi do naruszenia podstawowego rownania hydromechaniki, co
nie ma dostatecznego uzasadnienia do$wiadezalnego. Wykonanie pomiaréw burzli-
wosci jest znacznie trudniejsze niz pomiaréw pola predkodei i spadku cisnienia.

Wykresy funkcii we, e, (p; i R oparte na profilu predkoéci wg (3.1) przedstawiono
na rys. 2 liniami ciaglymi; dla poréwnania przedstawiono liniami przerywanymi
funkcje u. ustalone przez innych autoréw przy innych zatoZeniach.

(10.24) n =

11, Uwagi o réwnanin wymiany ciepla

Wrykorzystujac réwnanie (5.2), po pomnoZeniu go przez Ry (£) i scatkowaniu
przez czesei wzgledem & w granicach od 0 do 1 otrzymuje sig wzor
1

(11.1) - B= = k(&) [R, (P dt;

0
stad, gdy k (&) jest wicksze od zera, wszystkie wartodci wlasne S sa rzeczywiste
i dodatnie. N, jest norma funkcji Ry z waga v (&) wg (4.3). Na podstawie réwnania
(5.2) wykazuje si¢ ortogonalnoéé funkcji whasnych Ry i Ry [31]. W tym celu tworzy
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sie réznice z réwnah (5.2) dla Rs 1 Ry pomnoZonych przez Ry i Ry, co prowadzi
do réwnania

(11.2) R [kR}) — Ra kR, = (85 — BZ) y R Ra

Stosujac wzér Greenea do lewej strony réwnania i catkujac ze wzglgdu na & w gra-
nicach od 0 do 1 otrzymuje sig

1 1
(11.3) [ e (R Ry — Ra R,D) = (7, — B3) [ 7R Ru .
0 0

Z jednorodnosci warunkdw brzegowych Ry (1) =0, R, (0) = 0 wynika, z¢c lewa
strona tego réwnamia jest réwna zeru, a Ze z zalogenia [§3 # p2, ofrzymuje sig

réwnanie
1

(11.4) [ 7 © R (9) Ra () dE = S N,
b
gdzie Omas jest symbolem Kroneckera.
Ortogonalnoéé funkcji R, pozwala wyznaczyé wspdlezynniki Fouriera Cp rozwi-
niecia funkcji brzegowej ¥ (&) dla { =10,

(11.5) By = Z Crn R (5).

Po pomnozeniu réwnania przez yRy (£) i scatkowaniu w granicach od 0 do 1,

po wykorzystaniu warunku ortogonalnosci otrzymuje sig
1

1
n .
0
W przypadku przeplywu laminarnego podane zostaly przez SELLARSA W pracy
{18] wzory dla #(m, ) i g (). Funkcje te musza spetniaé réwnanie (8.7). Przy

nzytych w pracy [18] oznaczeniach powinno by¢ spelnione réwnanie

:+
11.7 T. + T 2 : Hydxt + Loz
LD Tan ()= To— 5 [ gl 0 xr=
0
Z réwnania (8.4) wynika wzor
, 5
(11.8) Ay = 2Ca [—~Ry (D] = Co Ru (m) = CiNa B,

Roéwnanie poprzedanie jest spelnione, gdy

RS 24 24, 88

(1L — = g T

9 2E=" 2E

- Suma pierwszego szeregn wynika z warunku brzegowego dla £ = 01 jest wartoscig
dokladng. Suma drugiego szeregu zostala wyznaczona na podstawie ograniczonej
ilosci przyblizonych wartoSci Ay i An, Wobec czego jest wartoscia mato doktadna.
f-_Zfitego wzgledu wstawienie jej w pracy [18] do wzoru dla Nu uniemozliwia pra-
widlowe: wyznaczenie wartosci asymptotycznej Nug, ktéra w przypadku liniowej
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zmiennodci temperatury dla o0 in=20 przyjmuje. jak dla stalej temperatury
scianki wartoéé Nug = 422, Wynika stad, ze rys. 2 w [I8] jest niedoktadny.

W przypadku przeplywu burzliwego podane zostaly przez SLEICHERA [25] wzory,
ktére, przedstawiajac réwniez rozwigzanie réwnania parabolicznego, powinny mieé
identyczng postad, pomimo innych okrelen dla funkcji wlasnych Ry, wartosci
wlasnych f2, i wspOlezynnikéw Ca. Czeété jednak wzordw w [25] jest bledna, pomija-
jac réwniez bledne okreslenie wspélezynnika k (£) wobec przyjecia tam wg DEISSLERA
[45] profilu logarytmicznego nie spetniajacego warunku zerowej pochodnej w osi
przewodu.

Przy przyjetych w pracy [25] oznaczeniach wzory (25), (27), i (28) dla rozwazanego
tam przypadku liniowej zmiennoSci temperatury cianki powinny mie¢ postaé

Bk 4Bk y An

N e .- +
4 =55 27 Vel

—3 Va (x+):

Bk 4Bk ~O An
T ; 2z

zamiast g (x,} =

BAn
2 = Va9l

n

1
(11.10) Nu (x*) = —
2 34,
| D i = Va ()]

[

4
148 ) Z Valr)
1 (3

zamiast Nu(x) = P )
16 D, S 11— VaGehl
n R
A

Nug 2

zamiast Nug.= —HL_A— .

i3

16 o

w i3
Przy uzytych w pracy [25] okresleniach powinny byé spelnione réwnania
ariy D) SE =1 Ay = Ca Ry (O] = CaRu() 5 = C2 N, L.

n T

Réinica we wrzorach w obu artykutach [18 i 25] po usunigeiu bleddw, jezeli chodzi
o formg jest tylko pozorna, An w [18] odpowiada 44, w [25]; inne sg oczywiscie
wartoéci liczbowe. Ponadto w [25] podano wzory zawierajace funkcje wlasne Ra,
lecz funkeje te nie zostaly w Zaden sposéb okreslone, a réwnanie, z ktorego moglyby
by¢ wyznaczone, nie ma okreélen analitycznych dla wspolczynnik6w do niego weho-
dzacych w zaleznoéei od zmiennych niezaleznych; nie zostaly podane wzory okresla-
jace profil predkoéci w catym obszarze strumienia. Proporcjonalnoéé logarytméw
wartoéci wlasnych do przypadku laminarnego, wystgpujgca na wykresach, nie zostala
wykazana. Dokladno$é przeprowadzonych na maszynie analogowej obliczefi nasuwa
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watpliwosci. Poniewaz A3 = 2Nug, a Nug = Nuemp, to przyjmujae proporcjonal-
nos§é logarytmdw wartosci wlasnych i innych stalych do przypadku laminarnego,
mozna wykonaé w zasadzie pozostale wykresy dla 42, 4, i C,. Przytoczone roz-
wigzania przypadku I rodzaju w pracach [18 i 25] (natezenie strumienia cieplnego
jest dane na $ciance), wyrazajace si¢ przez funckje wlasne dla przypadku I rodzaju
(na $ciance dana jest temperatura $cianki) nie sa formalnie poprawne. Przypadek
ten wymaga oddzielnego omoéwienia. Mozna wykazaé, 7e przypadek II rodzaju
warunkow brzegowych dla ¢ = const i poza odcinkiem poczatkowym aproksymuje
si¢ przypadkiem zmiennej liniowo temperatury §cianki. Srednia temperatura stru-
mienia jest wowczas funkcja liniowa dla calego zakresu £. Stad wynika, #e réwniez
i w tym przypadku asymptotyczna warto$é liczby Nusselta powinna byé taka sama
jak w przypadku stalej temperatury Scianki.

Tak zwane réwnania analogii [47] mozna prosto wyprowadzié z rownan (5.2)
i {(8.4) przy zalozeniu, %e¢ n — 0. Wygodniej w zapisic dokonaé zmiany oznaczenia

y na y = fw= E;ﬁiwc. Wowczas wg (5.2) i (8.4) otrzymuje sie
kil

d ( dRy ) _ ,
E k 7 +HyRe =0, Ry@® =1, Ry()=1 R(0)=0,
(11.12)
2 [—Ry(1
Nu(m) = i (;L) ) = B,

Po scatkowaniu réwnania (11 12); wzgledem £ od ¢ do & otrzymuje sie

Nu (m) Nu (m) Ry (m)

(L13) RO = yRodE, — Ry(1) = 5

0

Po powtémym scatkowaniu

i dé’l £
Ry(§)=Nu (m)f? f v Rodéa,
(11.14) ¢ 0

. g
Ry(0) =1 = Nu (m) f—k—fyRod&z.
4] 0

Srednia temperatura strumienia jest réwna
i { 1

£y
déy

AL15)  Ry(m) =2 f Ry(§) (€) d = Nu (m) 2 f iy f f yRydEs,
i 0 0 Z b
s f.:-f_Z-- powyzszych réwnaft wynikaja wzory:

& 21— R.(1 ®

= 0 f £y f Ry dE 2fyd§1 f—i—sz—ROd‘E3

4] £ 0

0

rawy Inéynierskie — 3
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Oraz
£
f 2 Ry d
11.17) WRO(E):’EJV o
it Ry(1)  KkRo(m) ’

1 ,
Wedlug okreslenia y (m) =2 [ydE =1, v = tw, o (m) = 1. Rozdzielenie jedng
. 3 .

wartoécia wlasna zmiennych W réwnaniu (4.1) jest réwnowazne Z przyjeciem, Ze
gradient temperatury w kierunku osiowym jest staly w calym przekroju, co nie jest
spetnione przy fciance W stalej temperaturze. Jedynie §ciste jest stwierdzenie, ze przy
stalei temperaturze Scianki éredni gradient temperatury w kierunku osiowym jest
réwny gradientowi Sredniej temperatury.

Wedtug Lyona [16, 6 1 47]

1 | o
(11.18) Num=—"7"715. & |1 E .
diy ¢ by .2
2 (i | == 1 ydés 2} — ydE
P [ 25
Wedlug MARTINELLEGO [14]
Na (m) . g2 &
u = i 3 T g e
2 k A
18k °
2%

(11.19)
1 1 1
N g2 &
R() (:S) = u;@ '—k‘df, RU (m) = Nu (I?’I) f’ydfl fgki dfz
V3 &

4

Z poréwnania wynika, Ze W réwnaniach analogii w wyniku réznych uproszezes
w pordéwnaniu z zalesnodciami doktadnymi przy n = 0 trzeba przyjaé (przynajmniej
w pierwszym przyblizeniu) we wzorach po prawej stronie Ry = Rp m=1iow=

&
= o = 1 czyli [ &dE = % & Réwnania te otrzymuje sig réwniez po uproszezeniu
6

réwnania energii do postaci Ry(DE& = AR (£), czyli po przyjeciu liniowej zmien-
noéci natefenia strumienia ciepinego g (&) = &4o. Bardziej skomplikowana postad
wg Lyona jest tylko pozornie dokladnicjsza. W powyzszych réwnaniach analogit

: 1—Pr vp & &
k= £A, A:P[’(8+M), E =TT T, M=1+—=——F="7,
Pr ¥ — Py @y
gdzie @, jest okreSlone przez profil logarytmiczny dia trzech obszaréw strumienia.
Dla Pr s 1 bledy wynikajace z profilu logarytmicznego koryguje sig za pomocy
.. funkcji silnie wzrastajacych w obszarze warstwy laminarnej M ~ 73 wg MURPHRER
© lub M ~ 7# wg LEWICZA i KUTATIELADZE. Wedlug Lewicza M = 1--0,032n%, gdzie
] 'é'st_ gruboscig warstwy laminarnej, 77, przyjmuje wartosé od 5 do 11,5 w zaleznosci
4i obszaréw. Dia malych Pr < 1 4 = 11 wbwcezas po przyigein @ = wm =1
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wg MARTINELLEGO Nu = 4, wg LyoNa Nu = 8. Przy przeplywie laminarnym
M =1 gdy Pr' =1 wg Lyona Nu = 4,36 [47]. Funkcja Ry (£) okvesla w przybli-
zeniu profil temperatury w jednym z przekrojéw.

Z faktu rozdzielenia zmiennych jedng wartoscia wlasng 2 = Nu wynika, 7e zmiang
temperatury strumienia w kierunku osiowym przy stalej temperaturze scianki
uwzglednié mozna za pomoca funkcji u = exp [—(2Nu/Pe) {], czyli & = Ry (EYu (&),
co bardziej §ciste jest w odniesieniu do éredniej temperatury @ (m, O = Ry (m) u (2).
Z powyzszego widal, Zze rownania analogii opierajg sig na bardzo prymitywnych
zatozeniach upraszezajacych strong rachunkows. Nie poprawia sytuacji wprowadze-
nie réznych pomocniczych funkcii i poprawkowych wspdlezynnikdw e doprowa-
dzajacych do zgodnodci Nu z wynikami empirycznymi; pole temperatury pozostaje
mimo powyzszych zabiegdw tylko bardzo orientacyjnie okreslone. W rdwnaniach
analogii rozpatruje sig tylko pole temperatury w kierunku promieniowym. Réwnania
analogii odegraly waZna rolg historyczng w kierunku poznania mechanizmu zjawiska
wymiany ciepla przy przeplywie burzliwym, lecz za podstawe teorii przyjcte byé
nie moga {21 i 20]. Wzordéw koficowych wynikajacych z réwnan (11.19) ukazalo sig
w literaturze bardzo wiele, przy czym wszystkie opieraja sic na mniej lub wigcej
uzasadnionych zalozeniach upraszezajacych, zmierzajacych do efektywnego oblicze-
nia zaleznosci 1 doprowadzenia do zgodnosci obliczonych liczb Nu z wynikami
empirycznymi, przy czym najczgsciej zaloZenia te nie s wyraZnie precyzowane.
Przeglad wazniejszych réwnatt analogii na tle przyjmowanych zaloZefi upraszezaja-
cych podano w {1l i 211 W pracy [11] podano pewne uogdlnienie w tradycyjnej
formie dla calego zakresu liczb Re i Pr, wystepujacych w praktycznych przypadkach,
a wyniki obliczen dla e; = 1 przedstawiono na wykresie Nu == Nu (Re, Pr} i po:
rownano z zaleznoSciami empiryeznymi.

Zakonczenie

Przedstawiona teoria burzliwej wymiany ciepta przy przeplywie niesymetrycznym
. opiera si¢ na koncepcji mechanizmu przenoszenia energii mechanicznej i cieplnej
" za poérednictwem burzliwych pulsacji. Przyjete hipotetyczne podobiefistwo rozkladu
. wspdlczynnikéw burzliwej lepkosci i burzliwego wyréwnywania temperatury ze
- wspdlczynnikiem podobiefistwa e, wymaga weryfikacji doSwiadczalnej. Obecnie
“brak jest jednak dostatecznie pewnych danych do$wiadczalnych, pozwalajacych
- przyporzadkowaé pole temperatury polu predkosci przy przeplywie burzliwym.
Istniejace dane do$wiadczalne dla prostych warunkéw brzegowych, uimowane we
: W;fqry empiryczne dla $redniej na odeinku liczby Nusselta w zaleznoéei od liczb Re
":_r-, pozwalaja jedynie na poréwnanie wyznaczonych analitycznie i dodwiadczalnie
: é’rédnich na odcinku gradientéw temperatury strumienia na $ciance. Zgodnosé przy
ym' warunku mozna uzyskaé nadajac odpowiednia warto$¢ wspdlezynnikowi er
zaleznoéei od liczb Re i Pr. Dla dokonania pelnej analizy poréwnawczej pol
:'_'peratury, wyznaczonych analitycznie i doswiadczalnie, konieczne s jednak
iczbowe: rozwiazania dla réinych par Re i Pr. Przedstawiony sposob rozwiazanta
ozwala badac wplyw na pole temperatury réznych funkcji an (£, Re, Pr).
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Z przeprowadzonych obliczen dla jednej z par Re = 105 i Pr’ = 1 wynika, ze
dla e;= 1 otrzymuje sig poprawny profil temperatury i zgodno$¢ Sredniej liczby Nu
z wartoécla wyznaczona ze wrordw empirycznych dla stalej temperatury Scianki.

Autor przeprowadzil réwniez badania do$wiadezalne nad przepltywem burzliwym
powietrza w rurze w warunkach osiowo-symetrycznych przy zmieniajacej si¢ wzdinz
rury temperaturze $cianki [46]. ‘Wyznaczono przy tym pole predkodei i temperatury
strumienia oraz temperature $cianki wzdinz rury. Zweryfikowano wyprowadzone
prawo zmienno$ci fredniej temperatury strumienia (8.10) i wzory dla zmiennej
liniowo i sinusoidalnie temperatury §cianki. Rozbieznoéci zawieraly si¢ w granicach
dokladnosci pomiardw, tj. wynosily okoto 2%; wigksze rozbieznosci (rzedu 10%))
wystapily w poréwnaniu z empirycznymi wzorami dla liczby Nu, nieprzystosowa-
nymi do obliczef przy zmiennej temperaturze $cianki.

Rozwigzania dla dwu rodzajéw przypadkdw warunkéw brzegowych (na $ciance
dana jest temperatura lub gradient temperatury w kierunku promieniowym), gdy
funkcje brzegowe zaleza od dwu wspdlrzednych, zostaly zreferowane przez autora
na IV Sympozjum Termodynamiki w Karpaczu w lutym 1966 1. i w skrdcie przedsta-
wione w [54].

Przedstawione rozwiazania pozwalaja uwzgledni¢ dowolne warunki brzegowe,
zalezne od dwu wspohrzednych. W obu przypadkach warunkéw brzegowych
zagadnienie sprowadza sie do numerycznego rozwigzania problemu Sturma-Liouvil-
le’a w sposéb podobny do przedstawionego w p. 6.

Dla celéw praktycznych zastosowan wystarcza w wigkszodei przypadkow wy-
korzystanie uproszczenego wzoru (8.10) dla $redniej temperatury strumienia i wzoru
(7.2), w ktérych liczba St jest wyznaczana ze wzoréw empirycznych.

Zweryfikowana zaleznoéé pomigdzy polem predkodei i temperatury stanowic
moze dogodny wzorzec testowy dla roéznych hipotez dotyczacych burzliwodci jako
‘mechanizmu poéredniczacego w fransporcie energii mechanicznej i cieplne;.,

Przedstawiony sposdb wyznaczania pola temperatury moze by¢ rozszerzony na
przypadki wymiany ciepla w przewodach o bardziej skomplikowanych ksztattach.
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Pezwowme

TEIUIOOBMEH TIPU TVPBYJIEHTHOM TEYUEHNN
BS3KOM EKHAKOCTHU B KPYIJIOW TPYBE

Tpennaraerca TeopeTMeCKAR AHANH3 O OCECUMMCTPHIGCKOTO Chyuad TennooOMeHa MexIy
CTEHKOR W IOTOKOM TPH TYPGYNEATEOM TCUCHUM B KPYITIOf TpyOe B CTALMOHADHLIX YCIOBHAX
€O CKAYKOOGPASHHM M3MCHCIMEM TEMIISDATYDHL CTHKH. MAaTeMaTHeCKOS OMMCATHC ABICHHUA
OPOBOOHTOCH HA OCHOBE AHAIOTMM DACOPEAcienis rxoshduuperTa. TypOYIeHTHOR BSI3KOCTH
KO3(HMIUSHTA TeMISPATYPONpOOOHOCTM, NIPH COOTBCTCTBEHHO mopeOpaHHRIM CTEICHHEIM TIPO-
Qe CROPOCTE, YAOBNETBODMIONAM, BMECTe CO CBOMMY HPOH3BOJIHBIMA, KPACBRIM YCIOBMAM
IpH CTEHKE ¥ HA OCH. Pelnerc MOJYYeHO IIyTeM DaspencHHS NePeMCHHEX B napadoIIecKoM
YPAaBHeHUE ¢ NEPeMEHEBIMY KOPOUIMERTAME; 384492 CBOFUTCH X npobieve MIvypma B JIbro-
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BHILIA; jaeTcs obuiee pentcHde, cBoAs AMdOepeHIMANbHOS YDABHCHMS K HiTCTPATLEOMY YPaB-
menmo Ppegronsma-BonbTeppa, 4 3areM K cucTeme amrebpamieckux ypassenwil. Ans Gombmux #
DPHBOAMTCA TPEOTIDKeHAOe pewrenue. IepeMennocTh KPaesoro YCIOBMS Ha CTOHKS YIMTLIBACTCA
¢ moMowEo HETErpana MoraMend. Ha OCHOBAHHY, PeNICHES YPABHEHIS JUEPIHE OUPCACHIIOTCA
XapAKTEPECTHYECKHEe BENMYANLL AEA TEmIoo0MeHa,

JiaeTcs pemenwe wCOBOre mpuMepa md Re = 105w Pr = 1 fIyTeM PABTIOMKEHMA B CTCISHELLA
PAA; PEIYIHTATE BLMICICHY CPABHEBAIOTCH ¢ OMIBPHICCKIMA 3aBHCEMOCTAMY, TIpeamaraercs
croco®, NAIONMM BOIMOKHOCTE HCIOIL3IOBATE B CHYIA¢ IepeMenHoll TeMmepaTyphl CIGHKM € OCe-
BOil CHMMCTpPHEH M3IBECTHBIC SMITHPHICCKIS (GOPMYALL 7ins Nu onpesencHHsie /i TOCTOMIHON
TeMIOEpPATYPHL CTeHKH. A CPABACHHS NPHBOKNTCH (YHKNHOHANBHBIS 3ABRCHMOCTH HEKOTOPBIX
FHEOPOMEXAHHICCKHX BEIMYME, KACAIOIIMKCS TypOyJNeHTHOCTH, HA OCHOBS MPHHATOTO CTCICHHOTC
npodmns. TIpOBOAUTCS KPATHMECKHN AHARNS COBPEMEHHbIX BO33PCHER Ha Tennoo0MeH, a B Oco-
GennocTi crateil Cennapcea [18] » Mnesixepa [25], Kacarommxcsa TeIooOMena IpH JIATHHAPHOM
7 TypOyIeHTHOM TeUeHAH B TPYOE M TaK Has. YPABHCHEH TePMOTHADOIMHAMEYCCKOH AHANOTHA
PA3/MIHEIX ABTOPOB.

Summary

HEAT TRANSFER IN A TURBULENT FLOW OFA VISCOUS LIQUID
THROUGH A CIRCULAR TUBE

The paper -presents is an analysis of axially symmetric heat exchange between the wall and the
agent in turbulent flow through a circular tube, under steady conditions, after a jump-like variabi-
lity of the wall temperature. The mathematical description of the phenomenon presented here is
based on the analogy between the distribution of the coefficients of eddy diffusivity of momentum
and those of eddy diffusivity of heat, with a power profile of velocity selected in a suitable manner
and satisfying, together with its derivatives, the boundary conditions at the wall and at the axis,
Solution is obtained by separating variables in a parabolic equation with variable coefficients,
The problem is reduced to the Sturm-Liouville problem. The general solution is obtained by redu-
cing the differential equation to a Freédholm-Volterra integral equation and then to a set of al-
gebraic equations. For large #, an approximate solution is obtained. The variability of the boun-
dary condition at the wall has been taken into consideration by means of the Dubamel integral.
The characteristic quantities of heat exchange are determined by solving the energy eguation.

By way of example, the case of Re = 105 and Pr==1 is solved numerically by expanding the
solution in power series; the computation resalts are confronted with empirical relations. A method
is given enabling the known empirical equations for fixed Nu numbers in the case of constant wall
temperature to be applied to problems in which the wall temperature varies in axially symmetric.
manner. For the sake of comparison functional relations are given for some hydraulic quantities
concerning turbulence, on the basis of the power profile assumed. The paper confains also an
analysis of comtemporaty views of the phenomenon of heat exchange, in particular the papers of
Sellars [18] and Sleicher [25] concerning heat transfer in Jaminar and turbulent flow through a tube
and the equations of thermohydrodynamic analogy of various authors.
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