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WOJCIECH DZIENISZEWSKI (WARSZAWA)

1. Wstep

Badania teoretyczne zagadnienia plyt sprezonych zostaly zapoczatkowane przez
- Y. GuyoNa w r. 1944 w pracach [1 i 2.

Szybki postep techniki sprezania konstrukeji spowodowal niebawem dalszy
rozwdj badah w tej dziedzinie. Jednakse w przewazajacei wiekszodci prac plyty
sprezone sg dotychezas rozpatrywane przy zaloZeniach teorii belek. Pierwsze proby
dokladniejszego ujgcia zagadnienia wyznaczania standw napreZenia i odksztalcenia
plyt sprezonych zawarte sa w pracach G. FRANZA, opublikowanych w r. 1953 w cza-
sopiémie [3]; w pracach tych autor rozpairzyl plyty prostokatne dwukierunkowo
sprezone ciggnami o trasach parabolicznych. J. GromB w artykule [4] uogblnit
przypadek plyt rozpatrzony przez G. FRANZA, podajac tez wlasne rozwigzania oraz
wskazujac na nie rozwiazane dotychczas, a istotne z punkiu widzenia praktyki,
zagadnienia dotyczace ptyt sprezonych.

W latach 1961-1962 J. K. Tyszowieck opublikowat monograﬁe [5i 6] z dziedziny
teorii plyt sprezonych, w ktorych m.in. opisal najwazniejsze osiagnigeia badaf nauko-
wych w tej dziedzinie mechaniki-technicznej oraz przedstawit kompletny spis opubli-
kowanych prac. Wskazane monografie wraz z pracami [7, 8,9 1 10] stanowia pierw-
szy systematyczny wykiad metod analitycznych badania stanu napreZenia i od-
ksztalcenia plyt sprezonych, ujetych przy zalozeniach teorii plyt cienkich, znajdu-
jacych sie wstanie jednoczesnego zginania i $ciskania. W pracach tych sformutowano
a nastepnie rozwigzano szereg problemow brzegowych, dotyczacych prostokatnych
plyt sprezonych, podpartych w rozmaity sposob.

Celem ninigjszej pracy jest przedstawienie w ogdlnigjszym ujeciu zagadnienia
wyznaczania naprezef i odksztalcenn w dowolnych plytach w przypadku pojawiania
sie skoficzonych przesunied pionowych. Zalozono przy tym, Ze plyty sg sprezone
dwukierunkowo za poérednicitwem ciggien zakrzywionych, tworzgeych w planie
dwa uklady prostoliniowe, krzyzuojace sie pod katem prostym.

2. Zalozenia, Oznaczema

Przedmiotem rozpatrywan sg plyty sprgzone o zmiennej grubosm k(x,y), lecz
o plaskiej powierzchni gérnej (lub dolnej), majace dowolne obrysy konturdéw I'(s)
i w dowolny sposéb podparte lub spoczywajace na podlozu sprezystym typu Winklera
o wspdlczynniku podatnodei & (x, »).
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Na plyty dziala cigzar wlasny ph oraz dowolne pionowe obciaZenia zewnetrzne
P (x, ) niezaleine od czasu.

Plyty sg sprezone za poSrednictwem dowolnie gesto rozmieszezonych zakotwien
cienkich ciggien zakrzywionych w plaszczyznach pionowych xz i yz i naprezonych
~ W sposOb trwaly sitami S (x,») i Sy (x,») o dowolnym rozkladzie w obszarze

plyty B.

Ciegna sprgzajace sa rozmieszezone we wngtrzu plyty odpowiednio na dwéch
powierzchniach ez (x,) i ey(x,y) o malej wyniostodci i stabym zakrzywieniu;
ich rzuty tworza na plaszezyZnie dwa uklady k. i ky przecinajace sie pod katem
prostym. Sg one utozone w kanalach i zwiazane z plyta jedynie za posrednictwem

zakotwien,

Ze wzgledu na konieczno$é zabezpieczenia ciggien przed wplywami zewngtrznymi
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Rys. 1

powierzchnie ez (x, ) i ey(x, ) sa
polozone w obszarze plyty B, tj. spet-
nione sa nieréwnosci

le(x, ISL28 (e, ) —d, i=xy,

gdzie d oznacza stalg grubo$é niezbed-
nego otulenia ciggien w plycie. Pola
przekrojow  normalnych Ay (x, »)
i Ay (x,y) clegien &y i ky, odniesione
do jednostki dlugoéci przekrojéw pro-
stopadtych odpowiednio do osi x1iy,
sa zmienne. Materialy plyty i ciegien
53 jednorodne, izotropowe i sprezyste.

Ponadto zakladamy, 7e grubosé ply-
ty A{x, ) jest dostatecznie mata w po-
réwnaniu do dwdch pozostalych wy-
miaréw. Wobec tego zalozenia teorii
plyt cienkich jednoczeénie zginanych
i §ciskanych, w ktdrych pojawiajg sig
skofczone przesunigcia pionowe, po-
zostaja shuszne.

Opisan'ac plyte sprezong oraz uklad odniesienia Oxyz przedstawiono schematycznie

na rys. 1.

W rozwazaniach stosowal bedziemy nastepujace oznaczenia:

Xy Vs 2

A
i, v, W
kx, ky

- Exy By

D

wspolrzedne prostokatne,

grubos¢ plyty,

skladowe przemieszczenia,

ciggna zakrzywione w plaszezyznach xz i yz, _
odlegtosci osi ciggien k; i ky mierzone pionowo od powierzchni érod-

kowej plyty,

sziywnoéé zginania plyty,
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E  wspdtczynnik sprezystosci podiuznej,
G wspolezynnik sprezystosci postaciowej,
» wspolezynnik Poissona,
g, Oy, Tey- Odpowiednie skladowe tensora naprezenia,
By, &y, Yoy Odpowiednie skladowe tensora odksztalcenia,
Sz, Sy sily. wstgpnego naprg—;ieﬁia ciggien ks i ky, odniesione do jednostki
. dlugofci przekrojéw prostopadiych do osi x i y,
Ox, Oy  sily poprzeczne rownolegte do osi z, odniesione do jednostki diugosci
przekrojéw prostopadlych od osi x i y,
Oy . sila poprzeczna rownolegla do osi z, odniesiona do jednostki diugosci
przekroju prostopadiego do kierunku »,
Nz, ¥y sily normalne odniesione do jednostki dlugosci przekrojéow prosto-
padtych do osi x iy,
Nzy sila styczna w kierunku osi y odniesiona do jednostki diugosci przekro-
ju plyty prostopadiego do osi x,
My, My momenty zginajace odniesione do jednostki diugosei przekrojéw
prostopadtych do osi x, »,
M.y moment skrecajacy odmesmny do jednostki dilugodci przekroju
prostopadlego do osi x,
My, My moment zginajacy i moment skrgcajqcy, odnicsione do jednostki
diugosci przekroju prostopadiego do kierunku n.

3, Odksztalcenia i warunek ciaglo$ci deformacji powierzchni srodkowej

Wyznaczymy sktadowe tensora odksztalcenia (ea, &y, Yuy) dla powierzchni $rodko-
wej phyty.

W tym celu rozpatrzymy w otoczeniu dowolnego punktu A powierzchni §rodkowej
element tej powierzchni przed i po odksztalceniu, przedstawiony na rys. 2 i odnie-
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7 Rys. 2

siony do ustalonego w przestrzeni ukladu karterjanskiego Oxyz. Punkt 4 o wspot-
rzednych w stanie nieodksztatconym (x, y, 1/2h), przemieszczajac sie pod wplywem
odksztalcenia powierzchni srodkowej, przyjmuje polozenie A (x--u, y-Fo, 1/2h4w).
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Skladowe ez, £y, Yay rozpatrywanego elementu powierzchni §rodkowsj, zgodnie
7 oznaczeniami wskazanymi na rys. 2, wyrazi moZemy Za pPomocg wzoréw

ds;, — dsg dsy — dsy )
3.1 g0 N T T Eyz"—;i_‘y—, yey R cOs BT —cosf dla z= A2,

Podstawiajac do wzoréw (3.1); i (3.1); odpowiednie wyrazenia przyblizone na
dsy, dsy, ds,, i ds, (ktére nie trudno jest wyprowadzi¢ na podstawie rys. 2) znajdzie-
my po przeksztalceniach dla z == A/2

85 = th,5+% (1,22 +5 @, 22 +5 W, 2 B+ W), e,

(3.2) . .
ey =0,y +3 (@ )25, )25 W,y (h1w), .

Stad po uwzglednieniu odpowiednio wzordw przyblizonych na dssy i ds,, mamy
po pominigciu matych wielkosci wyiszych rzedéw

(33) vay =,y b0, 0t sty +0, 50,4+ 3 W,y (BHW), 25 W (hbw),y, z=h/2...

W dalszych rozwazaniach przyjmowaé bedziemy zalozenie, 7e skfadowe przemiesz-
czenia u i v punktéw powierzchni §rodkowej plyty sa wielkosciami malymi w po-
réwnaniu do sktadowej w, a zatem we wzorach (3.2) i (3.3) mozemy poming¢ kwadra-
ty i iloczyny pochodnych czastkowych funkcji u 19 (por. str. 18 w pracy [11]}.

Stad przy przyjctych zaloZeniach wzory (3.2) i (3.3) na skladowe &4, &y, yay dla
z = hf2 przybieraja nastepujacg postaé uproszezong:

8y = Uzt 5 W,z (h+wW), x»
(3.4) ey =0,y 3w,y (tw),y,
Yoy = U y+0, a5 W,y Btw),a+E W, 2 (BW), 4.
Warunck ciaglo$ci deformacji powierzchni srodkowej plyty, wiazacy skladowe
€z, &y, sy dla powierzchni érodkowej, sformulujemy w nastgpujacy sposob:
Rozniczkujac dwukrotnie kazdy ze wzordw (3.4) wzgledem argumentéw x i y
oraz odejmujac stronami otrzymamy w ten sposéb wzor od sumy wzordw (3.4)
i (3.4), po wprowadzenin operatora
L(p,w) =290,3y Y2y — Pz Poyy ~ Py Yooz

znajdziemy

(35) _Ex, yy — Vau, a;y"i‘Sy,x:g == %L (W, W—!—h), Z = h/2

Jest to warunek ciaglosci deformacii powierzchni $rodkowej plyty, Mozemy wyrazi¢
ten warunek réwniez przez sily wewngtrzne Ny, Ny i Nyy, dzialajace na powierzchni
srodkowej. Podstawiajac bowiem do (3.5) ogdlnie znane wzory

Lo Lo | 1 e L 2049 Nay
T g Wa Ny ey = g Ny —oNa), vy = G Nay = T
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stusznie na powierzchni z = k)2, otfzymujemy:
(3.6) "
Nay

(N$ vNy) —2(1+v) 5

1 E
) -+ lT (Ny ~— va)] = —L{w, w-Lh).
STY 1 ,a 2

4. Warmnki rownowagi

Wyprowadzimy warunki okreSlajace stan réwnowagi plyty sprezonej dla skon-
czonych przesunigé pionowych. W tym celu rozpatrzymy element odksztalconej plyty
sprezonej, przedstawiony schematycznie nia tys. 3, pozostajacy w réwnowadze pod
dzialaniem sit wewngtrznych oraz sit wstgpnego naprezenia ciggien sprezajacych.
Wyznaczajac momenty wszystkich sit dzialajacych na ten element wzgledem osi
rownoleglych do osi ukladu wspéhrzednych x, y, z 1 przechodzacych przez punkt C
znajdziemy po pominieciu matych wielkosci wyzszego rzedu

(Mx+Sx ex),x+Myx, Yy Qx+Sx €x, %,
“4.1) (My+ Sy ey), y-+- My, o = Qy-1-Sy €y, 4,
N Yy — N Y& -
Rzutujge koléjno na osie ukladu wspolrzednych wszystkie sily dzialajace na element
mamy po pominigcin maltych wielkosci wyzszego rzedu oraz .po uwzglegdnienin
wzoru (4.1}s.
(Nx+Sx),m+N$y,$ = 0,
(4-2) (Ny+Sy), y+Nx1 L8 = .0 »
(QutSz, €, 2), s H(Qu 1 Sy, ey, ), y+(NotSz) (R A+W), gut
+2Nay Gh+w), ay+(Ny+Sy) Ght+w),yy = —p — yh-tkw,

5. Réwnania stana odksztalcenia i warsnki brzegowe

Roéwnania opisujgce stan odksztalcenia plyt sprezonych wyprowadzimy na pod-
stawie réwnan rownowagi (4.1) i (4.2) oraz warunku ciaglosci odksztalcets powierzchni
$rodkowej plyty (3.7) w nastepujacy sposob:

- Eliminujac z réwnania (4.2); na podstaw1e wzoréw (4.1); i (4.1); wielkosci Q.
i Oy otrzymamy :

M, so - May, eyt Mys, oy+ My, yo+(Ss e2), z2+(Sy ey), yyt+ (No+8z) GA+w), g2t

+2Ngy (G A-+W), ay+(Ny+8y) (G htw), yy = —p — yhtkw.
Jezeli uwzglednimy w tym wzorze ogdlnie znane w tcorii plyt cienkich wzory:

Mz = —D (W, 52+90,49), My = —D (W, yy+ W, 20),

(5.1 .
. ng:Mym:_(l_V)Dw,xy,
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z £
NSy |
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P
dyl + | o Ny +8 +(Ny+ Gy ) dx
My | | Nyyy+Nogyy x X
i xy Hxy,x
- Nyt Nyx g dy
y! Ny+Sy+ (Ny+8y ), dy
0 . dx . =
/ ;(—kw+p)dxdg g =
H [
R i3
< | s
;‘NX! (%_h-rw},y ;g;\ G .S;S“
Ny ~—| ‘éu {My My gdx} dy
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} e [N+ Ny A )y
8y dy Nyt Ny x X[ phw) (1 b,y Oty
{hh+exsw)y : i (Qx+ Gy x dx)dy

/ X (Sx"‘sx,x dx)dy
0 dy ]
i{—kw-:—p)dxdg § >
! L 2
| Qydx &
Nyx {lphew), dx E
N.d § P
yax ~— ] [| MMy g dyddx
a| & L
Mydx 3 - I (N Ny g dy ) dx
Sydx ~— (Nyx+ Ny G hriw), +{Uph+w) gy dyJox
{Yoh+eg+w),y b mf%;b‘””‘“

(Sy "*‘Sy,g dg}dx
Rys. 3

w ktérych D = Eh3/12 (1 — 12), to znajdziemy
| (5.2) - A DA+ L(D, W) ~ kw = (Ny+8g) G h-4-w), 22+ 2Nzy Gh+w) oy+
L +(Ny+Sy) GA+W), 5a-+p+yh4-(Sa e2), 52 +(Sy €4), yu

- gdzie A__ oznacza operator Laplace’a.
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Réwnania réwnowagi (4.2); i (4.2); spelnimy toZzsamoéciowo, jezeli sity Nyt S,

Ny+Sy i Ngy wyrazimy przez funkeje naprezen Airy’ego F(x, y) zdefiniowana w roz-

patrywanym przypadku za pomocy nastepujacych wzorbw:

(5.3) No+Sy = Fyy, NytSy=F oz, Nagy= —F .

Podstawiajac do warunku ciggtosci (3.6) oraz do réwnania (5.2) odpowiednio
funkeje (5.3) znajdziemy nastgpujace rownania:

1 i E 1
A(?AF) +(4+») L (h, F) 5L (w, w%h) =4 [;(SerSy)] - e

-aolf).(5).)
s . Yy

A (DAl — ) LD, w)+-L (F, Th+w)+hkw =
= ptyh-+(Ss €2), 23+ Sy ey), yy -

Funkcje niewiadome F i w opisuja stan odksztalcenia dowolnych plyt sprezonych,
w ktorych powstaja ugigeia skoficzone w. :

Rozpatrzymy niektére przypadki szczegdlne réwnafi (5.4).

Przy Sy = Sy = 0 roéwnania (5.4) sq réwnaniami Kérména opisujacymi deformacje
wiotkich plyt o zmiennej grubosci i ze wstgpnym wygieciem powierzchni rodkowe;,
réwnym polowie gruboéei piyty (por. wzory na str, 36 i 39 zawarte w pracy [11]).

Jedli przyjmiemy, ze ugigcia w s3 mate w poréwnaniu do grubosci plyty 4, to mamy
nastepujace réwnania UpProszczone:

1 1 E 1
A (EAF) -17(1+v) L(E_’ F) L) =4 [E (Sm+»5'y)] -

onlf5).+(3).)
(+1’) ]_l,xx—'_ _—h—,yy N

A (DAW)+(1—») LD ,w) kw3 L (b, ) = p--yh-+(Ss €a), 22-+(Sy €4), yy -
Jezeli natomiast przyjmiemy nastepujace zaloZenia:
h(x:y)zhos SIU:S-’M“(J}): Sy:_Sy(x), '}':0, h{)}W,

to otrzymamy rdéwnania

1
AAF - h— [Sx yy+Sy, xx] )
(5.6) ’
Dy AAw-+kw-L (F, w) = p+8z €x, 225y €y, 9y, -

wyprowadzone przez J. K. TYSZOWIECKIEGO w pracy [5].

Przejdziemy z kolel do sformulowania warunkow brzegowych dla rownah (5.4}
Rozpatrzymy kolejno brzeg plyty utwierdzony, swobodnie podparty i swobodny
przy zatozeniach teorii ptyt cienkich. O brzegu plyty I' (s) zaktadamy, Ze jego punkty
moga si¢ swobodnie przesuwac¢ w plaszczyznach xy.

Rozprawy Inzynierskie — 8
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- Zgodnie z teorig plyt cienkich oraz warunkiem poprawnosci formutowania za-
gadnien granicznych dla réwnan (5.4) niewiadome F i w powinny spefniaé po dwa
warunki brzegowe. Po pierwsze powinny by¢ spelnione mnastepujace warunki:

(Nz+Sz) o8 @ +Nyy sin o — 0,
©.7 (Ny+Sy) 8in a+Ngy cos a = 0,
ktérym po uwzglednieniu wrzoréw (5.3) oraz wobec zwiazkow (por. 1ys. 1)
dy =dscosa, dx—= —dssin a,
mozemy tez nadaé postad
AF) =0, d(F)=0;
stad znajdziemy

Fy=0, Fz=0 na TI()

po przyréwnaniu stalych calkowania do zera. Warunki te beda spelnione, jezeli
przyimiemy
Fon=Fgycosat+F  sing—= 0,

(5.8) H 5
F(s) = de=fExdx+F,ydy=O.

g
W przypadku brzegu plyty utwierdzonego mamy
w=10, w,=0.
Jezeli brzeg plyty jest swobodnie podparty, to
w=0, Mu+S;e;cos?alSye,sin?a—=0,
Dla swobodnego brzegu obciaZzonego pionowymi sitami P (5) > 0 mamy
Mp+Ss ez cos? a4 Sy ey sin? a = 0,

59 O = Qn+Msn, s+Sa €,z COS a8y ey, 4 sin o 1

' F1(Sy ey — Spes)sin2a] ;= P (s),
gdzie Q* oznacza zastgpeza. sitg poprzeczng wprowadzona do teorii plyt cienkich
Przez KIRCHHOFFA,

W przedstawionych warunkach sity wewnetrzne My, Qu i My mozemy wyrazié
Z8 pomoca wzordw:

My = Mz cos? a4~ My sin2 a+ Mgy sin 2a,
Msn = % (My — M) sin 20+ My cos 2a,
On = Q@ cos a+Qy sin a,
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ktore po uwzglednieniu (5.3), (4.1); i (4.1); przybieraja postaé nastepujaca:

My = —DAw+(1— ) D (W, yy cos? a+1, g5 sin a — W, zy 8in 2a)
(5.10) | Mys = (1 =) D[4 (w, gy — W, zz) sin 2a — W, uy €OS 2a],
Qh = Su,z €4€08 a8y, y ey sin ad+-(1 — ) [D z(w ) s —
=D,y (W,2),s] — (DAW), .

Przedstawione w niniejszej pracy wzory stanowié beda podstawe nastepnego
-artykulu, dotyczacego zagadnien ksztattowania plyt sprezonych, tj. whasciwego Wy-
boru ksztaltéw plyty i ciegien oraz odpowiedniego rozkladu w obszarze domknigtym
plyty sit wstepnego naprezenia ciggien sprezajacych.
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PezmomMme

CTATUYECKUE YPABHEHHMSA JIEQOPMA LAY ITPEJBAPUTEIILHO HAIPSKELEBIX
TUIACTHHOK IIEPEMEHHOY TOMIIHHbL
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JCHMAX, © NOMOUILIO TOHKAX CTPYH IPOH3BONBHON QOPMET ey I ey, 00pasyiommx B InaHe, ZRE
BIAHMHO OPTOrOHAIBHEIS CHCTEMEL kr ¥ Ky, DTH CTPYHEI NpexsapmTensHO HAIPSEKEHDBl CHHAMA
Sz B Sy, C IPOMIBONBHO TEPEMEHHBIM DACHPETETCHESM B JOMKHYTOH OONACTH MIACTHHKE.

Yenosue penpepssrOcTH (3,6) W MECT: YpasHeHmi pasrosecus (4.1) u (4.2) B gedopmuposan-
HOM COCTOSHHH, CBONATCA K [BYM YDRBHSHHAM C YACTHBIMH [DOHIBONEHBIMA (5.4) mo memzBecT-
HEM GyniuuaM F 3w, ONECHBAFONIMX CTATHYECKOS HADPMHECEHOE B HehOpPMMPOBAENOE COCTOSHAS
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HpeiBapUTeIbHD HANPMKCHEEX IAACTHHOK. DOPMYTHPYIOTCH, TAKKE, KPACBHE YCHOBHS, KACAK-
mEeCA OCHOBHBEIX BHJACB ONEPAHHT KPAace.

@opmyiise, dpuseennbe B paboTte, GyayT ocHopoil paccymacHuil crexyromeRt craThy, Kaccaro-
eiics BONpPOca OrpegeteHus QOPMBL NPEHBAPHUTENBHO HANPMKEHABK IINACTHIOK,

Summary
EQUATIONS OF INTERCONNECTED PLATES OF VARIABLE THICKNESS

The object of the considerations are plates of any form and variable thickness, undergoing
finite vertical displacement and interconnected in two directions by means of elements of any form,
ey and ey, constituting in the horizontal plane two orthogonal sets ks and %y. The elements are
prestressed with the forces S, and Sy of any distribution in the closed region of the plate.

The continuity equation (3.6) and the six equilibrium equations (4.1) and (4.2) in the deformed
state are reduced to two equations (5.4) with partial derivatives with respect to the unknown func-
tions F and w describing the state of stress and strain of the plates. The boundary conditions are
formulated for the fundamental types of edge support.

The equations contained in this paper will constitute a basis for the next paper devoted to the
design problem of prestressed plates.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODEOW CIAGLYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakeji dnia 28 maja 1965 r.






