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Waiéniejsze oznaczenia

diugoéc catkowita preta w cm,

biezaca wépr’)}rzgdna wzdluz diugodel preta w om,
bezwymiarowa wspolrzedna wzdtuz dlugodei preta,
ugiecie drgajacego preta w ocm, .

czas w sek.,

pole przekroju poprzecznego preta w cm?,
moment bezwladnodci przekroju poprzecznege preta w cmd,

T M o " R v o,

wskaznik wytrzymatoéci na zginanie przekroju poprzecznego preta
w cm?, ‘ .

grednica przekroju poprzecznego preta w cm, .

modul Younga w kGjen?, .

cigzar wlasciwy w kGfoms3,

przyépieszenie ziemskie w cm/sek.?,

czgstose katowa whasnych drgad preta wrd/sek,,

moment zginajacy w kGem,

naprezenie zginajace w kG/lem?,

oqg‘b%‘ema

wskaznik dla przekroju poprzecznego u podstawy preta.

1. Wstep

Dia okreslenia dynamicznych wiasnoéci materiatéw konstrukeyjnych przy drga-
niach gigtnych prowadzi si¢ czesto badania na pretach zamocowanych na Jednym
brzegu i swobodnych na drugim. Jedna z podstawowych trudnoéci takich badaf
jest zapewnienie stalego naprezenia wzdiuz diugosci preta drgajacego z czestodcia
whasng pierwszego rzgdu. Warunek taki moze byé spetniony tylko przez odpowiednie
uksztaltowanie badanego preta. W niniejszej pracy zagadnienie to rozwiazano metody
kolejnych przyblizef, przy czym nie wykroczono poza ramy klasycznej teorii prqtow
cienkich i pominigto wplyw tlumienia na drgania wiasne.

(*) Praca zostata wykonana w Osrodku Badawczym Zakladow Mechamcznych im. Gen K Sw1er-
czewskiego w Elblagu w 1961 r. : :
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2. Réwnanie réiniczkowe gigtnych drgan wlasnych

Wiadomo z teorii drgan, Ze gietne drgania wlasne niettumione preta o zmiennym
przekroju sa opisane pPrzez réwnanie rozniczkowe czastkowe:
EY)
#(i22)
a2 y 0y
E-———F 1+ —F— =0,
o2 g o
gdrie 0 < { < 1
‘Po wprowadzeniu bezwymiarowej wspolrzgdnej x = [ okreslonej w przedziale
0 < x < 1 réwnanie rézniczkowe przekszialcono do postaci

0y
RV I—
| Eg 0x? 0%y B
) yFI4  0x2 o2

Dla petnego rozwiazania otrzymanego réwnania nalezy okreslié walf.'unki.poczqtko-
we i brzegowe. Warunki poczatkowe maja postad: dla t=0

_ oy _
y=00, —=v0.

Przy zalozeniu, 7e pret jest sztywno zamocowany na jednym brzegu i swobodny
na drugim, warunki brzegowe sg okreSlone w sposob nastgpujacy: dla x =0

)
@ y=0, Z_o
0x
adlax=1
X Y El &y E a( azy)_o
@ =B e © ,Q_l3 ox \ ox2/

Rozwigzanie szczegbine réwnania (1) bedziemy poszukiwaé w postaci iloczynu
dwoch funkeii

G _ y=T®X(x),
z ktérych kazda zalezy tylko od jednej zmiennej.
Podstawiajac funkcje (4) do (1) otrzymano po przeksztalceniach
Eg 1 d*(IX") (@)

yFA X dxt T

Poniewaz lewa strona otrzymanego rownania zalezy od x, a prawa od ¢, to réwnanie
moze byé spetnione tylko wowezas, gdy obie czgsci sa réwne tej samej stalej, ktorg
oznaczono przez p?, Otrzymano w ten sposéb dwa réwnania: -

&) T 4+p2T=0
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oraz .
d2(IX") R F
= 2
(©) ) e P X

Rozwiazanie réwnania (5) ma postacé
T(f) = A cos pi+B sin pt,

przy czym A i B oznacza dowolne stale, ktdére mozna okredlié z warunkow poczatko-

wych, :
yRéwnanie rézniczkowe (6) moz_na' przedstawié w postaci
d2 (IX'") F
(7 e “E]—X )
gdzie
yI* Fy
a= e pr.

Ze wzgleddw technologicznych przyjeto w dalszych rozwazaniach, 7e wszystkie
poprzeczne przekroje preta sa kolowe, spetniony jest wiec warunek

F d)2
Fo%(:f; '

Wykorzyétujqc ostatnig zalezno$¢ w réwnaniu (7) otrzymano

d2(IX'") _ a( d)zX

) i o
Po Wykorzystaniu.zalez'noéci (4) warunki brzegowe (2) i (3) przyjmuja postaé:
dla x=20
©) : X=0, X =0,
ada x=] -
10 Y —o dx"y 0
( ) - ] dx -

3. Warmek réwnej wytrzymaloci

Dla preta réwnej wytrzymatosci musi byé spetniony w przedziale [0, 1] warunek
M

{an N G:.W:const:o‘o.

Z teorii zginania pretéw cienkich wiadomo, ze

— EI I
(12) M =X,
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Dla przekroju kolowego mamy

20
(13) ‘ W= R
Podstawiajac zaleznosei (12) i (13) do réwnania (11) otrzymano
2 Gp
Dla przekroju o wspolrzednej x =0 ostatni wzér przyjmie postaé
15 | Xy =2l
( ) [\ 2 Ed() '.

Dzielac stronami réwnanie (14) przez (15) otrzymano wzgledna warto$¢ drugiej
pochodnej
X d,

T Xy 4
Réwnanie (16) okresla warunek rowne’ wytrzymaloci dla zginanego preta o prze-
krojach kolowych. '

(16) : z"

4, Obliczenie ksztaltu preta rownej wytrzymaloéci przy drganiach wiasnych pierwszego rzedu

Dla obliczenia ksztaltu preta rownej wytrzymalodci drgajacego z crestodcig wlasng
pierwszego 1zedu nalezy jednocze$nie rozwigzaé réwnania (8) i (16) spelniajac przy
tym warunki brzegowe (9) i (10). Poniewaz nie znane 83 ksztalt preta okreflony przez
stosunek d/d; oraz linia ugigcia X, przeto ukiad tych réwnan moina rozwigzat
tylko metoda kolejnych przyblize. W tym celu przyjeto pierwsze przyblizenie
ksztattn preta jako gp (x) = (d/dg)i. Zgodnic Z réwnaniem (16) moZna napisac
dla pierwszego przyblizenia -

Zyy = i (%)
Catkujac dwukrotnie ostatnie réwnanie I wykorzystujac warunki brzegowe (9)
ofrzymano

& T
Zy (%) = f dquaﬁl dx.
¢ ¢
Dla utatwienia obliczed wygodniej jest postugiwaé sie wzgledna linia ugigeia:
T &

dx [ g7 dx

AM@#J J 7
- 1 @ ’
Z11 (D [ dx f gridx

0 ¢

amn 'E Zis (x) =

ktora nalezy podstawié do prawej strony réwnania (8) na miejsce funkeji X, Otrzy-

mano w ten sposGb nastepujace réwnanie rozniczkowe:

dz (I I'I)
dx2

(18)

— 2
= agyy Zn .
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W wyniku catkowania tego réwnania otrzymano
d(IX"") '

[ . A 2 i
19 - a f ¢h Zydx +Cy.

Warto$é stalej Cy, wyznaczona z drugiego warunku brzegowego (10}, wynosi
‘ !
(20) C = —a [ ¢} Zudx.
. 5 .

Podstawiajac (20) do (19) i wykorzystujac addytywnosé calek oznaczonych otrzymano

d(] r-') l_ B
dx = #aq_;f?%lzll-

W wyniku powtérnego catkowania i spetnienia pierwszego z warunkow brzegowych
(10} otrzymano zaleZnos¢
1 1

IX''=a [ dx [ ¢}y Zi dx,
T &
ktora przedstawiono w postaci utamka

1 1
X :J‘d‘x! m%l ledx

@ X

i 1 .
fdx| g2y Z1y dx
0 o

Ostatnia zalezno$¢ przedstawia pierwsze przyblizenie funkcji momentéw wzgled-
nych dla przyjetego ksztaltu preta ¢q3. Przeprowadzone obliczenia wykazaly, ie
nalezy wykonaé dwa lub trzy przybliZenia, aby otrzymaé wystarczajgco dokladny
rozklad momentéw wzglednych dla tego ksztattu preta. W tym celu nalezy z row-
nania {21) obliczy¢ drugie przyblizenie funkcji Z" wykorzystujac przy tym zaleznosé

I d 4,
1 ‘“(d{))l_%l'

1 1
f dx f Py Zyy dx
& T

(22) Zp=—oR =entT— 1 -
of dx [ ¢, Zy1 dx
T

Otrzymano w ten sposob

Postepujac z funkeja Z|; tak samo jak z funkejg Zj; mozna obliczyé drugic przybli-
Zenie wzglednej linii ugigcia: ' ' :
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Pédstawiajqc w réwnaniu (18) funkcje Zi3 na imiejsce funkeji Z;; otrzymano w wy=
nikn dwukrotnego catkowania wzor analogiczny do (22):

1 1 -

f de ()921’1 le dx

re 1 4 ® x

Ziy= %3 =@ 1 1 ~ .
f dxf tp?! Z[g dx

0 x

W ten sposéb mozna uzyskaé dowolne przyblizenie linii ugigcia Zy, dla zatozonego
ksztaltu preta (dfdy); = @,1. Praktycznie wystarczaja dwa lub trzy przyblizenia
dla otrzymania wystarezajaco dokladnego Tozkladu momentéw gngcych. Nalezy
wowcezas obliczy¢ rozklad wzgledny naprezen wzdluz dlugodci preta dzielge obu-
stronnie réwnanie (21) przez (W/Wy) = (d/dy)}. Dla przyblizenia Zin wigledne
naprezenia beda wyrazone wpwezas za pomoca wzoru

. - fdquo“ Zn dx
(23) = fPﬁa ’Ul 1

i Of dx [ ¢} Zyy dx
Fod

Gdyby przyjety ksztalt prefa oy byl ksztaltem poszukiwanym, to woéwczas dla
calego preta bylby spelniony warunek ooy = 1. W innych przypadkach moina
obliczy¢ blad wzgledny

o
(24) Aaz(——l)-mo%.
g9
if ezeh biad ten przekracza warto$é dopuszezalng, to nalezy przyjaé nastepne przybli-

zenie ksztaltu preta gq; = (dfdy)s. Przyblizenie to mozna okresli¢ ze wzoru (23)
przyjmujac ofop = 1. Otrzymano w ten sposGb wzér

1 i
f dx f (p?i Zl'ﬂ- dx
@ T

(25 P21= A R—
‘of dxf cpfl Zin dx
kY .

Podstawiajgc funkeje ¢,y zamiast funkcji ¢y otrzymano ze wzoru (17) pierwsze
przybliZenie wzglednej linii vgiecia dla drugiego przyblizenia ksztaftu, co oznaczono
symbolem Z;;. W podobny sposéb zaleznosé (22) pozwala okredli¢ funkcie @ag.
Przy n kolejnym przyblizeniu moina otrzymaé w ten sposéb funkcje Z,,. Jezeli
we wzorze (23) zastapi si¢ @11 funkcja @o1, a Z,, funkcja Z,,, to wéwczas mozna
obliczy¢ wzgledny rozklad naprezen dla drugiego przyblizenia ksztaltu. Gdyby réw-
niez w tym przypadku de przekraczalo wartoéé dopuszezalng, nalezy wedlug wzor
(25) przyja¢ nastgpne przyblizenie ksztattu preta ¢s3q. Postepujac systematycznie
W Sposéb opisany moina"oblic_:zyértakie przyblizenie ksztaltu ¢,,, oraz odpowiednia
linig ugigcia Zma, ze blad wzgledny Ao bedzie mniejszy od wartosci dopuszczalnej.
Wowezas funkcja ¢, = (djdy)n okrefla poszukiwany ksztalt preta, Szybkosé
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zbieznoéci opisanego postgpowania iteracyjnego zalezy znacznie od pierwszego
przyblizenia ksztattu preta. Dlatego jako pierwsze przyblizenie nalezy przyjmowaé
ksztalt preta réwnej wytrzymalodel zginanego statycznie obcigZeniem réwnomiernie
rozlozonym na calej diugoéci. Jezeli obcigzenie jednostkowe takiego preta wynosi g,
to moment gnacy w dowolnym punkci€ bedzie okre§lony znang zaleznoScia

przy czyni dla-x = 0 moment ten wynosi My =¢l2/2,
Z Warunku rowne] Wytrzymakoscr pr@ta zgmanegn‘statyczme “wyhika Co

W M : . _
Wy My A
Dia pr@ta 0 kolowych przekrOJach poprzecznych - warunek ten przyjmuje postaé
RN T
A Sk

Pierwsze przyblizenie ksztaltow prgta réwnej wytrzymatosci drgajqccgo z ¢z¢stoseia
whasna pierwszego rzedu bedzie mialo wige postac -

. ‘ d .
S (X)) = (70)1: (1 — x)™,

Wedlug opisanego algorytmu wykonano obliczenia numeryczne za pomoca tablicy 1,
w ktorg wpisano przykladowo wartosci jédncj z kolejnych iteracji. Tablica zostala
opracowana dla preta podzwlonego na 20 czgsei. Catkowanie tabelaryczne wykonano
metoda trapezdw. Wykresy wzglednych naprezen dla poszczegolnych przyblizen
ksztattu preta pokazano na rys. 1. Z rysunku tego widad, Ze zbhieZnoéé opisanej meto-
dy jest powolna. Dopiero ésme przyblizenic dalo zadowalajaca doktadnos¢ i zostalo
przyjete jako poszukiwane rozwigzanie. W tablicy 2 podano charakterystyczne
wielkoéei dla tego przyblizenia. Z ostatniej kolumny tej tabeli wynika, 7e odchylki
naprezen obliczonych od warunku ¢ = const nie ]L:ufzekraczajac 11,59

I

5. Wymkl pomiara rozkladu naprezen dyfiamiicznych w precie townej wytrzym”:iloscl

Poprawno$é teoretycznego rozwiazania sprawdzono cksperymentalnie (1). Dla
tego celu wykonano pret o rozkladzie §rednic podanym w tablicy 2. Jego dtugosc
wynosila / = 360 mm, a §rednica podstawy dy = 30 mm. Pret wykonano ze stali
15 HI11MF. Ze wzgledéw technologicznych wierzcholek preta nie zakonczono
ostrzem, lecz krétkim odcinkiem walcowym. Przejécie pomigdzy wladciwym pretem
i jego czefcia mocujaca wykonano duzym promieniem dla unikniecia koncentracii
naprezef. Pret zostal wykonany za pomocg kopiowego toczenia z dokladnoseia
40,01 mm. Pomiar naprezenn dynamicznych wykonano za pomoca drucikowych

(1) Pomiary wykonal mgr Kazimierz WELKA,




Tablica 1.

4z (1) = 4Z11_(0,975) -+ 0,0125 [3 « 2271 (1) - 2Z{; (0,95)] = 4,179518
4I(0) X"(0) = 4IX7'(0,025) + 0,0125 {3 + 2{1 (0) X(0)1’ - 2 [1X"'(0,05)]} = 3,825420 - 10—2

[284]

4,179518

el e e e P s
dy do do d()- do “J@dx :J [Tidx “ D

1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0

0,025 | 0,982864 | 0,966021 | 0,949466 | 0,933197 1,017366 101737 0,001272 | 0,000304
0,075 | 0,946694 | 0,896229 | 0,848455 | 0,803226 1,056075 Py 0,011446 | 0,002738
| 0,125 {0,907785 | 0,824074 | 0,748082 | 0,679098 1,101128 oarasT 0,032180 | 0,007699
0,175 | 0,865952 | 0,749873 | 0,649354 | 0,562309 | 1,154063 0432563 0,063926 | 0,015295
0,225 1 0,821107 | 0,674217 | 0,553605 | 0,454468 1,217040 0554567 0,107212 | 0,025652
0,275 | 0,773257 | 0,597926 | 0,462352 | 0,357516 1,291682 papo— 0,162669 | 0,038920
0,325 | 0,722502 | 0,522009 | 0,377152 | 0,272493 1,381958 021931 0,231042 | 0,055280
0,375 | 0,669036 | 0,447609 | 0,299467 | 0,200354 1,491859 0TI 0313235 | 0,074945
0,425 | 0,611180 | 0,373541 | 0,228302 | 0,139533 1,648348 35952 0,410347 | 0,098180
0,475 | 0,552866 | 0,305661 | 0,168950 | 0,093428 1,826968 16 0,523942 | 0,125359
0,525 | 0,492909 | 0,242959 | 0,119757 | 0,059029 2056650 |~} 0,655807 | 0,156910
0,575 0,431900 0,186538 | 0,080566 | 0,034796 2,358920 750208 0,808238 | 0,193381
0,625 | 0,370568 | 0,137321 | 0,050887 | 0,018857 2767778 2036984 0,984259 | 0,235496
0,675 | 0,309791 | 0,095970 | 0,029731 | 0,009210 3,339522 2370936 1,187957 | 0,284233
0,725 0;2'50617_ 0,062809 | 0,015741 | 0,003945 4,170089 2787905 1,425051 | 0,340961
0,775 | 0,194262 | 0,037738 | 0,007331 | 0,001424 5.435393 3331454 1,703845 | 0.407665
0,825 | 0,142012 | 0020167 | 0,002864 | 0,000407 7,488943 2080778 2,036993 | 0,487375
0875 | 0,095281 | 0,009078 | 0,000865 | 0,0000822 | 11,256097 5 205988 | 2445031 | 0585003
0,925 | 0,055828 | 0,003117 | 0,000174 | 0,0000097 | 18,865979 7092555 | 2265630 | 0709563
0,975 | 0,026684 | 0,000712 | 0,000019 | 0,000000507 | 40,200000 3,674889 | 0,879261

T S 11,112586




Tablica 1

2X7y — X — '

(o |~ jma| - fre[fexole B|e-@-, @
do ——J{dx mxfll_l"* A0 [0 [3] | —D-100%| 72 3
10 1 12 13 14 i 16

3.871112.10-2 | 3:825420-1072
0293670-1073 | = | 36319011072 | 0949412 | 0999943 | 006 | 1017376
02453871072 |2 | 3245084-10-2 | 0848295 | 0990811 | 002 | 1056110
0634455102 |- | 2860720102 | 0147818 | 0999647 | 005 | 110119
LI693L10-2 [—Ee o | 2482700102 | 0649001 | 0999456 | 005 | Lisatm
L2901 1072 = tome | 2161511072 | 0553181 | 0009234 | 0,08 | 1217206
23271281072 | = | 17668961072 | 0461883 | 0.998986 | 000 | 129192
26661072 | = o | LM0913-10-2 | 0376668 0998717 | 013 | 1382303
S8 102 [ o | 1437861072 | 0208996 | 0998427 |  0l6 | Laomoaw
TS0 | | OB80205-1072 | 0230094 | 1007849 | 078 | 1,649029
T30 102 || 06532991072 | 0170778 | 1010580 | 1,06 | 1827910
3122701072 |~ | 046aTI0-1072 | 0121479 | 1014379 | 144 | 205795
3607290107 | = | 0314244102 | 0082146 | 1019611 | 195 | 2360788
B 072 | o | Q998511072 | 0052243 | 1026647 | —266 | 2770483
TR0t | ome | GUTI6-10-2 | 0030793 | 1035720 | —a,57 | 3343431
RIS 1072 | o—s | 0063019102 | 0016474 | 1046566 | —4,65 | 4,175919
1,538446-1072 |0 | 0029657102 | 0007753 | 057564 | 576 | Saadsz2
00828891072 = o= | 00116801072 | 0003053 | 1065992 | 660 | 7501228
030661072 (= o | 0003542:1077 | 0000926 | 1070520 | 705 _|11,292268
02211711072 = e 1 0000704102 | 0000184 | 1057471 | —s74 |18,969072
0.062603-1072 [— =" 0,000078-10=2 | 0000021 | 1052631 | 56 |40,.000000 |

[285]
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tensometréw oporowych o bazie pomiarowej 5 mm. Na dhugosci 200 mm od podsta-
wy preta naklejono dziesigé takich tensometréw. Umocowanie tensometréw .na
pozostatej “czeSci preta wniemozliwily male Srednice przekrojow poprzecznych.

Tablica 2
d o
L)

x e - Ao
0,000 1,0000 — -
0,025 0,9829 1,0002 0,02
0,075 0,9470 1,0006 0,06
0,125 0,9082 1,0012 0,12
0,175 0,8666 1,0005 0,05
0,225 0,8220 0,9997 —0,03
0,275 0,7744 0,9988 —0,12
0,325 0,7239 0,9979 —0,21
0,375 0,6705 0,9970 —0,30
0,425 0,6147 0,9961 —0,39
0,475 0,5567 0,9957 —0,43
0,525 - 0,4970 0,9956 —0,44
0,575 0,4361 0,9963 —0,37
0,625 0,3748 0,9977 —0,23
0,675 0,3139 1,0003 0,03
0,725 0,2544 1,0039 0,39
0,775 0,1974 1,0081 0,81
0,825 0,1444 1,0111 L11
0,875 0,0968 1,0133 1,33
0,925 0,0566 1,0147 1,47
0,975 0,0272 1,0146 1,46
1,000 0,0000 — —

Badanemu pretowi nadano drgania za pomoca maszyny rezonansowej Turbo 4
w sposGb zapewniajacy warunki brzegowe przyjete w rozwazaniach teoretycznych,
Pomiar naprezen wykonano przy drganiach rezonansowych pierwszego rzedu.
Wyniki pomiaru przedstawiono na rys. 2. Odchytka pomierzonych naprezen od
linii stalego naprezenia nie przekracza -1-3%.

P

€3O MEe

CTEPXEHDb PABHOI'O COITPOTUB/IEHMA IIPW COBCTBEHHEIX KOJIEBAHMAX

IEPBOI'O HOPSJIKA

Haetes Meron paceTa (opmst CICPIKHA, IAMCMISHHOTO OO OXHOM Kpam # csoGoHHOrO 1Mo
APYToM, KOTOPBYH, TOABEpraeTcs koachamuam ¢ coBCTBERHOM TaCTOTolH nepsoro MOpAXKa, COX-
PaBdeT MO CBOCH IIMHE HOCTOMHHOS HAampserwe, Ompemensercs Gespasmepran opMa Taxoro

OPOBEHEHHERIX HA CTEPIKHE,

crepas, JAOTCS TAKKe PE3yIbTATEL M3MODEHHH DACIPCHCTEHHA MAHAMEICCKUX HANPSHREHIR
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Summary
A BAR OF UNIFORM STRENGTH UMDERGOING VIBRATION OF THE FIRST ORDER

The paper contains a description of a method for determining the form of a bar clamped at one
end and free at the other, and performing natural vibration of the first order and preserving constant
stress in the longitudinal direction. The form of such a bar is determined in a dimensionless man-
ner. Some measurement results of dynamic stress distribution are quoted for a real bar.

Praca zostala zlosona w Redakcji dmia 30 sierpria 1965 r.






