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1. Wstep

W wielu zastosowaniach konstrukcji powlokowych koniecznym staje sie rozwa-
zenie sytuacji, kiedy wlasnoéci materialu zmieniaja sie w kierunku prostopadiym
do powierzchni powloki. Jako przykiad podaé mozna powloke zlozona z szeregu
warstw o réznych wlasnoSciach mechanicznych., Innym przykladem moze byé
powloka, ktérej zmiana wlasnoci materiatowych wzdhuz grubosci wywolana jest
przez obrotowo-symetryczne nagrzanie.

W dotychczasowym sposobie podejécia do zagadniefi wiclowarstwowych powlok
zakladalo sig, Ze poszezegdlne warstwy powloki przylegaja do sicbie we wszystkich
punktach. Oznacza to, Ze powloka warstwowa zachowuje si¢ jak powloka pehna,
ktorej wlasnosci mechaniczne sa odcinkowo ciagle. W obecnej pracy zaklada sie,
ze powloka skiada si¢ z dostatecznic dufej liczby warstw, tak aby spelniony zostal
warunek zmiany wlasnodei materialu wzdtuz grubodci plyty w sposéb ciagly. Zaklada
si¢ ponadto, Ze material poszczegblnych warstw powloki jest nieScisliwy, sztywno
idealnie-plastyczny i podlega warunkowi najwickszych naprezed scinajacych oraz
stowarzyszonemu prawu plyniecia. Stad dla celdow obecnej pracy wystarczy uwzgled-
ni¢ nicjednorodng zmiang granicy plastycznoéci materialu w kierunku gruboscei
powloki.

W dalszej czgdci pracy podany zostanie sposdb wyznaczenia powierzchni granicz-
nych dla nigjednorodnych powlok obrotowych. Rozwazane beda jedynie obrotowo-
symetryczne warunki obcigZenia i podparcia. Wezeéniejsze wyniki dotyczgee jedno-
rodnych powlok staja sig¢ szezegdInymi przypadkami wynikéw ogdlnych uzyskanych
w obecnej pracy.

2. Uogdlnione naprezenia i predkoéci odksztalcen

Stan naprgZenia w symetrycznie obcigZonej obrotowo-symetrycznej powloce
okreslony jest przez obwodowe i podiuzne sity membranowe N,, N, i momenty
M,, M, orazsilg tngca Q. Zaklada sig, Ze proste normalne do powierzchni srodkowej
powloki pozostajg proste i prostopadle do odksztatconej powierzchui srodkowej
oraz 7e przemieszczenia sg male. Wynika stad, Ze sila inaca @ nie jest nogélnionym
napre¢Zeniem, ale odgrywa rolg reakcji, poniewaz odpowiadajace jej odksztalcenie
§cinajace nie jest uwzglgdnione. Wystepuja wiec cztery uwogélnione naprezenia
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' .Poniewaz kierunkami giéwnymi w powloce sa 6 i o, gléwnymi napreZeniami
sq oy = 0, 0, i 0, Cztery uogdlnione naprgZenia powiazane sa w nastgpujacy spo-
s6b z dwoma gléwnymi naprezeniami:

B2 22
Ny = f o, dz, N, = f o, dz,
—hf2 —hp2
2.1 hiz B2
My= f opzdz, M,= f 0,zdz.
— B2 —hi2

Rozwazajac element powloki przedstawiony na rys.1 zauwazamy, 7e obciaZenie
na jednostke powierzchni §rodkowej powloki posiada w kierunku poludnikowym

Rys. 1

sktadowa P,, a w kierunku normalne] skladowy P, Gdleglod¢ rozwaZanego
elementu od osi obrotu wynosi ry, natomiast promienie gidwnych krzywizn ozna-
czone 53 r{ 1 rp. Promienie te zwigzane sg zaleZnoscia

(2.2) . K= Fp5in @,

Wykorzystujac hipoteze prostych normalnych mozZna wyrazi¢ predkos¢ odksztalcenia
dowolnego punktu powloki za pomoca wydluzenia 4 i krzywizny » odpowiedniego
punktu na powierzchni srodkowej

@.3) fo= ot ZH 8, = hyk 2t

gdzie 25, A, %y i %, s niezalezne od z.

3. Kryterium uplastyczaienia

.. Warunek pléstycznoéci Treski postuluje, ze uplastycznienie nastgpuje wiwczas,
kiedy maksymalne naprgzenie §cinajace osigga warto$é, ktora ono ma, kiedy na-
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“

stepuje plynigeie plastyczne przy jedunoosiowym rozcigganiu. Poniewaz maksymalne
napre¢zenie $cinajace rowna si¢ potowie réznicy najwigkszego i pajmmiejszego na-
prezenia gléwnego, uplastycznienie zachodzi, jesli

(3.1) Omax — Cmin — 0.

Powierzchnia plastycznodei odpowiadajaca warunkowi maksymalnego naprezenia
$cinajacego tworzy w ukladzie wspolrzednych o4, a3, o3 szeSciokatna pryzme. Prze-
krojem pryzmy jest szesciokat foremny, a of pryzmy pokrywa sig z normalng do
plaszczyzny oktaedrycznej.

W dowolnym punkcie cienkiej powloki panu-
je w zasadzie plaski stan napreZzenia. Wygodnie c B8
jest zatem przedstawié warunek plastycznodei o A
Treski w ukladzie wspdirzednych naprezen
gtéwnych oy, oz (rys. 2). D A

Zgodnie ze stowarzyszonym prawem plynie- G
cia, jeSli punkt reprezentujacy stan napreZenia
lezy wewnatrz powierzchni plastycznoéci, to od-
powiedni wektor predkosci odksztalcenia ze-
ruje sie. '

Jesli stan naprefenia znajduje sie na jednym Rys. 2
z bokéw szefciokata Treski, to wekior pred-
kodci odksztalcenia jest skierowany wzdluz zewnetrznej normalnej do odpowied-
niego boku. Jesli stan naprgzenia odpowiada punktowi przecigeia sig dwéch bokéw
szesciokata, wowezas wektor predkosdci odksziatcenia musi by¢ liniowa kombinacja
o nicujemnych wspolczynnikach zewnetrznych normalnych do rozwazanych bokéw.
Dla sztywno-idealnie-plastycznego modelu materiatu stan napreienia nic moZe
znajdowaé si¢ na zewnatrz powierzchni plastycznosci.

a2

W pracy zaklada sig, Ze granica plastycznodci materiatn powloki zmienia sie
wzdtuz grubosci. Zmiana ta moze by¢ calkiem ogélnie przedstawiona w nastgpujacy
sposdb:

¢ atp (z )n
(3.2) GO—T‘I"(a—ﬁ)-,"I“ .
W przypadku a = § = 1, réwnanie (3.2) sproWadza’ sie do stalej granicy plastycz-
nosei wzdluz grubosci powloki. Kilka szczegdlnych przypadkéw réwnania (3.2)
przedstawionych jest na rys. 3. :

4, OkreSlenie powierzchni granicznej

Powierzchnia graniczna dla elementu powloki wyrazona przez naprezenia uogdl-

nione musi byé symetryczna wzgledem Ny i N, oraz M, i M, Przy wyprowadzeniu

 powierzchni granicznej jest wige wygodnie uzywaé indekséw 1 i 2 dla oznaczenia
- kierunkéw gléwnych nie utozsamiajac ich z'6 Iub ¢.
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PPN ' (228, (E:2)s,

—— - z=0
=
L8a | (25%)a
(a) (b) () (d) (e)
a=p=1 . o=p>1 a>f, n=1 osf, n=27 arf, n=3
Rys. 3
Tak wige
Bz B2
Ny = fal dz, Ny = fo'gdz,
—ip2 —hj2
hj2 w2
.1 My = f o zdz, M, = f 02 zdz,
—#j2 ~hi2
61 = A+ 21, &y = Ay + 73,

Jesli stan naprezenia odpowiada bokowi wieloboku Treski (rys. 2), to zgodnie
7 prawem plyniecia wektor [e, £;] musi byé prostopadly do rozpatrywanego boku.
W wierzchotku natomiast wektor {ey, £5] musi by¢ zawarty pomigdzy normalnymi
do sasiednich bokdw.

Rozwazmy prostokatny uklad wspdlrzednych o osiach & i e przedstawiony
na rys. 4.

Yedli wektor predkoéci odksztalcenia w punkcie znajduje si¢ w pierwszej Ewiartce
obranego uktadu, &; > 0, g5 > 0, to z prawa plynigcia wynika, ze odpowiedni punkt
reprezentujacy stan naprezenia musi leze¢ w wierzchotku B powierzchni plynigcia
(rys. 4). Podobnie kazdy z szeSciu obszaréw na rys. 4 odpowiada okreslonemu
wierzcholtkowi warunku plastycznosci zgodnie z oznaczeniami literowymi na rys. 4.
Z drugiej strony boki warunku plastyczno$ci odwzorowuja si¢ w linie rozdzielajace
obszary na rys. 4.

Jesli rozktad predkosci odksztalcenia wzdtuz grubosci powtoki jest taki, Ze zawiera
sic w pierwszej éwiartce na rys. 4, wowczas stan napreZenia dla calego przekroju
reprezentowany jest punktem B,

Jesli jednak rozktad predkosci odksztalcenia jest taki, Ze moze by¢ przedstawiony
w drugiej éwiartce na rys. 4, to stan naprezenia moze by¢ reprezentowany wierzchot-
kiem C lub D w zaleznodci od wartodci stosunku efep. Tak na przyklad jesli
0 = s1/es = —1, to stan naprezenia odpowiada punktowi C, jedlizad —1 > &z =
> —o0, to stan naprezenia odpowiada wierzchotkowi D. Podobne wyniki otrzymaé
mozna dla pozostalych éwiartek na rys. 4.
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Rysunek 5 przedstawia typowy rozklad ¢

1, & oraz —(e- &), Postgpujac w oma-

wiany wyzej sposob mozna otrzymaé na podstawie 1ys. 4 1 5 nastgpujace zwigzki:

B2z z 2 —Afn:

g >0, 620, 51+8 >0, stan B
— Mty 22z ks & <0, 52> 0;
“4.2) a) 0= efe, = —1, ete >0, stan C;
b) —1 = eyfep = —o0, &te<0, stan D;
—hafey =z —hf2: & <0, <0, e+te<0, stankE
i&
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Wykorzystujqc rownanie (4.2) rozklad naprezen wzdhuz grubodci powloki mozna
napisa¢ w nastgpujacy sposob:

2z z 2 —Afny: g1 = G,
— My 2z 2 — (A +A) (e t+x2): o =0,
@3 — (M +2)fGer+22) 2 2 2 —hf2: oy = — g,
h2 2 z 2 — (A+A)/(er+22): 03 = 0,
= (- 2)Cntug) 2 2 2 — hafuy: o2 =10,
—lafus =z = — hf2: o3 = — 0.

Wartodci moment6w i sit obliczamy ze wzordw (4.1) i (4.3).
Dla nicparzystego n

a-+p e g1
Ny = (0'011){—— T(p+q)+ ﬁ"f(i"“' — il — qn+1)},

— g1
w e k){— 4 A e

a+ —_— : .
My = (o9 12) {ﬁgﬁ [l —2(p24¢9] — :—Jrg (" + q”+2)},

_I_
My = (a9 hz){ b [1—2(g2+r)] — J (qn+2 + fﬂ+2)}
Dla parzystego »
a+p a—j
NI = (O'()h){ 5 n + l(pﬂ—f—l + qn+1)}’

R
(4~5)

— 8/ 1
My = (90%) {iﬁ [ — 2 (p24q2)] + - " g (2"“ —pttt— q““))},

(Johz){—ﬁll—z(qzw)ﬁ— 0 (ZW q”+2—rﬂ+2)}_

n+ 2
W réwnaniach (4.4) i (4.5) wprowadzone zostaly nastepujace oznaczenia:
M 1 {A+4 A
(4.6) p= gz__(l 2). o e
ey’ R\t by

W czterowymiarowej przestrzeni, w ktorej Ny, Np, My, M, tworza prostokatny
uklad wspéirzednych, réwnania (4.4) i (4.5) opisuja czesé powierzchni granicznej
w przedstawieniu parametrycznym. Réwnania te nie przedstawiajg calej powierzchni
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granicznej, poniewaZ wyprowadzone zostaly jedynie dia przypadku przedstawionego
na rysunku, gdzie z géry zdefiniowany zostal rozldad e, & i —(e;+ep).
Rysunek 5 wskazuje, Ze rozklad predkosci odksztalcen jest taki, ze

/] Az Y Ak
< < < <—,

Istnieje dwanascie mozliwych sposobéw rozkladu predkosei odksztalcenia wzdhuz
grubofci powloki. Odpowiednie wyniki zebrane sa w tablicach 11i2, gdzie zastoso-
wane zostaly nastepujace oznaczenia:

M N
nl_ﬂ'(}h’ nz_——g()h,
4M, - 4My

=, g = .
T g k2 2T k2

Wyniki przedstawioneé w tablicach 1 i 2 pozwalaja na nastépujace interpretacje:

Jesli p, g i r nie Té6wnaja si¢ sobie i zawicraja sie w przedziale (—1/2, 1/2),
woéwcezas w zaleznosci od tego, ktora z szefciu nierdwnosci jest spelniona, otrzymuje _
si¢ odpowiednia powierzchnic graniczna. We wszystkich przypadkach nalezy
uwzglednié gérny lub dolny znak odpowiednio w catym wierszu. Kryterium whasci-
wego wyboru jest dodatniod¢ wewnetrznej predkosdel dysypacii energii:

D = Ny A+ Ao My oMy 2.

Jesli p, q i 7 w dalszym ciagu nie sa sobie réwne, ale co najmniej jedna jest wigksza
niz 1/2, woéwczas odpowiedni parametr musi zostaé zastapiony przez 1/2 w tablicach
1 i 2. Podobnie, jesli parametr jest mniejszy niz —1/2, we wzorach nalezy podstawié
zamiast niego warto§é —1/2.

_ Jedli ktorykolwiek z parametréw P, g ir obliczony z rownan (4.6) staje sig nie-
okreflony, pozostale dwa parametry musza by¢ sobie réwne. Na przyklad kiedy
Ay = %y = 0, r staje si¢ nieokreSlone i p = ¢. Odpowiednia powierzchnig graniczna
otrzyma sig, jesli przyréwnaé piq w tych przypadkach, kiedy parametry pi g przyj-
mujg poérednie wietkosci oraz kiedy wyeliminuje sie naprezenia niezaleine od r.

W przypadku kiedy p = g = r, nalezy stosowaé w tablicach 1 i 2 konwencjg
polegajaca na tym, Ze posrednim parametrem jest ten, ktory czyni |¢| maksymalnie
duzym, gdzie przez ¢ oznaczono &), & lub —(g;-F&3). W ten spos6b sformutowana
zostala powierzchnia graniczna dla obrotowo-symetrycznych powlok. W przypadku
a = f§ = 1, wyznaczona powierzchnia graniczna pokrywa sie z odpowiednia po-
wierzchnig wyznaczong przez E. T. ONaTA i W. PrRAGERA [1]. ‘

Znajac powierzchnig graniczng w przedstawieniu parametrycznym w zaleznosci
od p, q i r mozna otrzymaé stowarzyszone prawo plyniecia, wykorzystuigc warunek
normalnofei. Oznaczmy skladowe wektora predkodci odksztalcenia w kierunkach
my, my, My i mp odpowiednio przez 4, B, C i D. Warunek prostopadiosci prowadzi
do réwnania

4.7 Adnj~+ Bdny-+ Cdmy -+ Ddmsy = (.
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- PoniewaZ nogdlnione napreZenia wyrazaja sig przez parametry p, g, i 7, otrzyruje-
. 'my nastepujacy zaleznos$c:
: ’ dny ony oy
= ——dg + ——dr.

o BT gt
Podobne wyrazenia otrzymaé mozZna dla dny, dmy i dm). Po podstawieniu tych
zalezno$ci do réwnania (4.7) okazuje sig, Ze aby réwnanie (4.7) bylo spelnione
dla wszystkich wartosci p, ¢ 1 r, wspolczynniki dp, dg i dr musza jednoczeénie zero-
waé sie. Prowadzi to do nastepujacego ukladu trzech réwnan zawierajacych 4, B,
CibD:

- 4.8) dm

ony ony oy oMz
-+ B—+C——+D—=10
A o + B o + o + Py ,
on on Coom om
49) A+ B2+ C D=0,
dq og oq Jq
ony ony omy omy

A"B;"‘I“BE——FCE_—JFDFE 0.

7 réwnaf (4.9) wyrazié mozna trzy spoéréd czterech niewiadomych 4, B, Ci D
jako funkeje jednej tylko wielkodci. Yest to wystarczajace do okreslenia kierunkow
wektora predkosci odksztalcenia. Prawo plynigcia, podane w tablicach 11 2, pokrywa
sig z wynikami uzyskanymi przez ONATA i PRAGERA [1].
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Pearome
ITPEAEIIEHEIE TTOBEPXHOCTH IS HECAHOPOIHEBIX OBOJIOYEK BPATIEHNA

Hanpsmxesnoe cocrosHme B oCeCHMMETPHYHON 0bONOYKE XApakTepH3YIOT MeMOPaHHsIe CHIlsl
¥ MOMEHTH B OXPYXKHOM H NpONoAbHOM Hanpasinenunx. B paGoTe nmprHEMAacTca, STO MATepHAT
000R0YKE ABINETCH KECTKO-MACATIBHO-IUIACTIYECKHM, HO TIPS TCKYIRCTH MATEPHAIA FIMEHACTCH
HO TOMIMEE OGONOUKH, OnpememaeTcs YCIOBHEG NNACTUYHOCTH, BEIpaxeHHoe B o0oGImeHHEIN
HANPMKSHANX OPH NPEANONOKEHHH, YTO MATepHan oGONOYKM IMONIHHAETCA KPATEPHIO TICPEXOAE
B TIACTHIECKOe COCTOAHME MAKCHMMANBHOIC HANPSIKEHMA CHBHIA.

Summary
YIELD SURFACES FOR NON-HOMOGENEOUS SHELLS OF REVOLUTION

The state of stress in a rotationally symmetric shell is characterized by the direct stresses and
moments in the circumferential and longitudinal directions. It is assumed that the material of
the shell is rigid perfectly plastic and that the yield stress of the material varies over the thickness
of the shell. The yield condition for the shell is obtained in terms of the stress resultants assuming
that the material of the shell obeys the maximum shear stress criterion.

Praca zostala zlezona w Redakefi dnia 7 lipca 1965 r.






