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OPTYMALNE KSZTALTOWANIE PRZEKROJU PRETA CIENKOSCIENNEGO
JEDNOCZESNIE SKRECANEGO I ZGINANEGO

STANISEAW MAZURKIEWICZ I MICHAL ZYCZKOWSKI (KRAKOW) _

1. Uwagi wstepne

W pracy b@dzmmy sie zajmowali op/ymalnym uksztattowaniem przekroju preta
poddanego jednoczesnemu dziataniv momentu skrecajacego M i momentu gnacego
My Przypadek’ ]ednoczesnego s]qqcama i zgmama wyatgpuje cresto w zastoso-
waniach. : :

Ogolnic wiadomo, iz zaréwno przy skrecaniu jak i przy zginaniu w pelni wyko-
rzystane moga byé tylko warstwy odlegle od osi preta; pozostawienie tylko tych
warstw prowadzi w konsekwencji do pretéw cienkosciennych (powlok walcowych).
Przekrdj takiego pigta mozna w pelni okre§li¢ dwiema funkcjami jednej zmiennej,
Jezeli mianowicie przyjmiemy dogodny tu uklad wspohrzednych biegunowych
plaskich o, 0 (czyli dla calego preta uktad wspdtrzednych walcowych), to funkcjami
tymi beda np. ¢ = ¢ (8) oraz g = g(6); pierwsza z nich okredla poloZenie linii
§rodkowej przekroju powloki (preta), natomiast druga zmiane grubodei Scianki g.
Problem ten oznaczono symbolem B2 w klasyfikacji przeprowadzonej w pracy
W. KrzYSIA i M. ZYCZKOWSKIEGO [5].

Jako krylerium optymalnodci przyjmiemy kryterium minimalnego cigzaru preta
Przy zaloZeniu stalych wartoScl momentéw Ms i M, wzdhuz osi preta przekrdj
bedzie réwniez staly; dodatkowe zaloZenia jednorodnosei materiatu sprowadzi wiec
kryterium minimalnego cig¢zaru prgta do minimalgej powierzehni przekroju.

Zasadnicze znaczenie dla ksztaltowania beda posiadaly warunki poboczne nato-
Zomne na konstrukcje. Spodréd réZnych mozliwych warunkéw wezmiemy pod uwage
tylko dwa, zapewniajace bezpieczefistwo konstrukeji. Bedzie to, po pierwsze, warunek
wytrzymalosciowy; w oparciu o hipoteze Hubera-Misesa-Hencky’ego, zakladajac
Jedynie isthienie napreZenia normalnego ¢, = o od zginania oraz stycznego do
konturu napreZenia 7,0 = 7 od skrecania, napiszemy go w postaci

(1.1 oa = 024372 < k2,

gdzie oy jest napreZeniem zredukowanym, & przyjelym naprezeniem dopuszezalnym
przy jednoosiowym rozciaganin. Sam warunek (1.1) nie jest oczywiscie wystarczajacy,
gdyz prowadzitby do nieskoriczenie malej gruboéci Scianek przy duzych wymiarach
poprzecznych przekroju; pret o takim przekroju utracilby statecznodé dcianki, wiec
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musimy dodatkowo narzucié warunek statecznosci. Warunek ten mozna by napisac
w postaci ogdlnej

. M,
1.2 Moi <5 @, 00 3|

gdzie symbol J oznacza funkcjonal, zaleZny od fankcji g (6) 1 o (6), a ponadto od
moduldéw spreZystofei oznaczonych wspdlnym symbelem Ej, dtugosci powloki (pre-
ta) / oraz od zaloZonego stosunku momentéw Mg/Ms. Symbolem My oznaczono
tu pewng intensywnoéé momentéw (np. moment zredukowany), a j oznacza przyjely
stopien bezpieczefistwa ze wzgledu na statccznosé §cianki. Fizycznie funkcjonat ten
oznacza krytyczng intensywnos$é momentu My ze wzgledu na stateczno$é Scianki.
Oczywiscie, Ze efekiywne okreslenie tego funkcjonatu, czyli rozwigzanie problemu
statecznodci powloki walcowej na ogot niekolistej o zmiennej grubosci fcianki przy
danym obciaZeniu zlozonym, przedstawia bardzo trudny problem teorii statecznosei
powlok i warunku w postaci (1.2) nie bedziemy mogli zastosowaé. W pewnym przy-
blizeniu, czynionym doéé czesto w teoril statecznosel powlok, mozna go jednak
zastapié przez warunek lokalny, odnoszacy sie do poszezegdlnych punktéw powloki,
mianowicie przez warunek '

(1.3) . _ R NCOYEX [g (0), R{0), K, l,_%] s

gdzie tym razem ¢ oznacza mie funkcjonat, lecz funkcje zmiennej 0, zloZong za
posrednictwem funkeji g(0) — gruboset Scianki w danym punkcie, oraz funkeji R(6),
promienia krzywizny powloki, okreSlonego za pomocg zfanego wzoru
_ (@tey”

02— 00" +202"

(1.4)

Funkcja ¢ okre$la krytyczne napreZenie zastgpeze ze wzgledu na statecznosé Scianki.
Bedziemy wiec stosowali warunek typu (1.3) przy zaloZeniu znacznej dhugodci
powloki (preta) /. Innych warunkéw statecznoéel (np. e wzgledu na zwichrzenie
belki jako calosci) nic bedziemy uwzgledniali.

Ograniczymy si¢ do zatoZenia utraty statecznosci jedynic w zakresie sprezystym.
Zalozenie to bedzie spelnione, gdy

(1.5) . ki< S,

gdzie S oznacza granice spreZystosci przy jednoosiowym rozcigganiu (Sciskaniu).
Warunek ten bedzie spelniony przy dopuszczeniu niezbyt wysokich naprezedt k tub
przy miewielkim stopniu bezpicczefistwa ze wzgledu na statecznosé j. Przy korzystaniu
z liniowej teorii statecznosci powlok (a taka bedziemy si¢ postugiwali) przyjmuje sig
wprawdzie do$é duze wartosci j ze wzgledu na wyrdwnanie bledéw obliczen, ale
ten fakt jest bez znaczenia, bowiem wtedy nalezy réwniez pozornie podwyzszyé gra-
nicg sprezystosei S,

W pracy [6] poswigconej ksztaltowaniu skrzynkowego profilu prgtéw, poddanych
czystemu skrecaniu i czystemu zginanin, stwierdzono, iZ przy zalozeniu sprezystosci
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wyboczenia Scianki minimum cigzaru preta jest realizowane przy mozliwie wysokich
wartodciach naprezen; zakladajac, ze wniosek ten shuszny jest i w rozwaZanym
przez nas obecnie przypadku, zamiast (1.1) napiszemy

(1.6) 2372 = k2 |

i bedziemy poszukiwali ksztaltu optymalnego poérdd pretéw o Sciankach «réwnej
wytrzymaloécin. Réwnanie (1.6) wiaZe dwie poszukiwane funkeje, o (0) i g (6), tak
#e niezalezna pozostaje juz iylko jedna z nich. Bedziemy wige mieli do czynienia
z problemem rachunku wariacyjnego o nie znanej jednej funkcji jednej zmiennej;
bedzie to jednakze problem «podwojnie izoperymetryczny», gdyz poszukujemy
minimum ciezaru przy zaloZeniu stalych wartoéci obu momentéw, My i M.
Podobne sformutowanie problemu optymalnego ksztaltowania preta jednoczeénie
zginanego i skrecanego nie jest nam znane. W pracy W. KRzYSIA i M. ZYCZKOW-
SKIEGO [6] ograniczono si¢ przy rozpatrywaniu podobnego zagadnienia do zalozenia
przekroju skrzynkowego i stale] grubosci $cianek; w ten sposéb problem doboru
optymalnych funkeji zredukowano do doboru optymalnych parametréw («para-
metryezne ksztaltowanie wytrzymalofciowe»). Od innych prac z tej dziedziny
(G. STRASSER [9], G. G. Barowniew i G. 8. Trormow [1], Z, WASIUTYNSKI [11],
V. Capamse, S, KRISHNAN [2]) analiza obecna réznié sie bedzie wigksza iloScia
«stopni swobody» (doborem funkeji) i uwzglednieniem warunku statecznosci.
Warunek statecznofei uwzglednia natomiast praca R. Janiczra [4] omawiajaca
problem czystego skrecania; problem ten jest o tyle prosty, Ze w wyniku ofrzymuje
sie powloke walcowa kolista o stafej gru-
boéci §cianki. Praca obecna bedzie wige
uogdlnieniem pracy [4] na przypadek obcig- o
senia zloonego: skrécania Ze zginaniem.
q@
2. Rownanie Eulera-Lagrange'a dia rozpatrywanego
problemu

WeZmiemy pod uwage przekrd] przedsta-
wiony na rys. 1. Interesujace nas funkcjonaly:
pole powierzchni przekroju F, moment skrg-
cajacy M, i moment zginajacy M, wyraZaia
si¢ nastgpujaco:

-t

F= fgds, Ms:f Tpgcos ads, .
2.1)

Mg:fo‘gg sin @ ds. Rys. 1

Do wzordw lych podstawimy obecnie wyraZenia na wielkosoi georﬁetryczne ds
i cos a, naprezenia ¢ i T oraz wyrugujemy funkcje g (6) korzystajac’ z Wa.runku
wytrzymalodciowego (1. 6) :
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Element diugoéci tuku ds wyraza si¢ we wspdlrzgdnych biegunowych za pomoca
WZOoTU
2.2) ds =V o2+02 b,
a kierunek napreZed stycznych okresli wzor
odf 0
s Ygrte?

Przyjmiemy, i# ma zastosowanie hipoteza plaskich pizekrojow Bernoulliego.
Zatem napreZenie normalne zmieniaé bedzie swa warto§¢ wedlug zaleznosci

(2.3) - cos & =

2.4 g= Cjpesin,

a napreZenie styczne zgodnie z analogig hydrodynamiczng (M. T. HUBER [3]) wyniesie
(2.5) = —,

g&zie C, i Cy sa wielkoSciami zaleZnymi od My i Ms, chwilowo nicokreflonymi.
Wobec tego warunek (1.6) przyjmie postad

. C3
(2.6) C2o*sin2 6 1 3 e k2,
stad
C ]/ 3
(P20 g

Ve — C2o2sin28

Po podstawieniu powyiszych zaleznosct do (2.1) otrzymujemy
_F Verer

F=Cy3 f S

Vk2 = C2g2sin2 8

2
W:fﬁﬁawﬁ,
V]

1]

2n 2n

2.8) M, =G, f o2 df = f f1 (o) db,
O ]

27 e
02 Vo2t o'2sin? 0
VK2 — C?p2sin2
o

- .
My— CLCay/3 wzfﬁm@w%
L]

Pdézu_kujemy minimum funkcjonalu F przy stalych wartodciach funkcjonalow M,
. 'W iym celu wprowadzamy funkcije Lagrange’a, '

D = fo-+-A fit+22 fa
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(gdzie A4 1 Ay oznaczaja mmnozniki Lagrange’a) i napiszemy réwnanie FEulera-
Lagrange’a w postaci

: d
(2.10) R
Po podstawieniu wynikajacych z (2.8) funkcji fy, f; i f2 otrzymujemy nastepujace
réwnanie réZniczkowe zwyczajne drugiego rzgdu: -

Q.11 l/_ 2o (k2 — C2o2sin2 6)*2 (02 4 p'2)M% 4
4 (3o sin 0 — 2¢" cos 8 — o'’ sin §) CM?QZ sin2 § 4 p — p""] %
x (k2 — Cfe2sin? 0) (0% + ¢ + [Clo sin? 0 (2 + 222 —
— Clog"sin 6 (¢'sin 0 -+ g cos 0) (02 + ") + ¢ (e + ") x
% (k2 — CZp2sin2 6)] (1 + C1 Ay 02 sin2 0) = 0.
Rozwiazanie §ciste réwnania (2.11) nie wydaje si¢ mozliwe. W dalszym ciagu zasto-
sujemy metodg malego parametru ograniczajac sig do analizy wplywu zginania

na ksztaltowanie preta skrecanego (moment zginajacy niewielki w stosunku do
skrecajacego).

3. Metoda matego paramefru

Rozwiniccle w szereg parametru M, byloby niedogodne, poniewaz nie wystepuje
on w réwnaniu (2.11). Jako maly parametr przyjmiemy wige Cy; jak widaé ze wzoru
(2.4) jest on réwny zeru przy braku zginania. Péiniej dopiero okreslimy za pomocy
szeregu funkcje My = f(Cy), a po dokonaniu odwrécenia tego szeregu wyrazimy
poszukiwane wielko$ci poprzez dana warto$¢ momentu M.

Poniewa? funkcja ¢ (6) oraz mnoznik A; musza byé parzystymi funkqa.ml para-
metru C; (nie moga zalezeé od znaku momentu zginajacego), natomiast mnoznik
Ay musi byé nieparzysta funkcja Cy (aby iloczyn Ay My byt parzysta), przeto zatozy-
my rozwinigcia w postaci

e = go+a1 Ci-+o2 Ci+...,
(3.1) ' Jy = JaotAn Ci+-du Clo..
' Ao = A C1-1-221 Ci 20 G- .

Teoretycznie nalezaloby réwniez parametr C; rozwina¢ w szereg parametru Cj.
Jednakze przyjmiemy, Ze najmnigjsza grubo$¢ Scianki, wynoszgca

C2y/3
k ?

(62 ¢(0) =

okre$lona jest z warunku statecznosci. Abstrahujac od niewielkiej zmiany promienia
' krzywizny R (0) zwiazanej z wplywem zginania (co uzasadnimy poiniej bardziej
: szezegblowo), mamy [wobec v (0) = k/]/ 3 = const] g (0) = const, a zatem réwnieZ
. Cy == const. :
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W takim razie grubo$é scianki g(f) po rozwinieciu wyraZenia (2.7) w szereg
parametru Cy bedzie moZna okresli¢ nastgpujaco:

it Czy/37 - 1 gysin20
7 — . 2
(3.3 g () =i:§0 21 (6) C12i Tk [1 + 2 k2 ci+

3 plsind @ gpoy sin? § 4
+(8 T )c1 +]
przy czym go (0) = g (0) = const.

Rozpatrzymy- teraz jako zerowe przybliZenie przypadek czystego skrecania.
W przypadku tym Cy = 0; calka réwnania (2.11) jest wtedy o = gg = const,
a ponadto z réwnania tego otrzymujemy zwigzek

2kgo
Grubo$é $cianki jest oczywiscie stala, g = go, 1 okre$lona wzorem (3.2), a z réwnan
(2.8)2, (2.8)1, (3.1); moment skrecajacy i pole powierzchni przekroju wyraza sig
wzorami ,

(34) ’ 2.10 =

E '  a 04 §C’2
(3.5) Mo = 20Coehs  Fy= +
Dla danego momentu skrecajacego M, promieh gg i powierzchnie przekroju Fy
mozna wyliczyé przyjmujac grubosé gy = g (0) z warunku utraty statecznosci.
Zastosujemy tutaj wzor na 7er, ktory stosuje sie dla rur dhugich, wyprowadzony
po raz pierwszy przez E. SCHWERINA [8] (por. np. S. P. Tmoszenxo [10}):

. . g \32
(36) Ty = H(?) 3
gdzie ' ' ‘

E
(37 , H=

3201 —

a g i p oznaczaja odpowicdnio grubodé i promien kolowo symetrycznej powtoki.
Do wzoru (3.6) podstawimy 7wxr = jr, gdzie j jest zalozonym stopniem pewnoSci

ze wzgledu na stateczno$é Scianki; rugujgc kolejno 7, Cp i gy na podstawie wzorow

(2.3), {3.2) i (3.5); otrzymujemy wzdr, okredlajacy minimalng grubo$é Scianki gy

' j4f9 kl,’9 M;IS

(3.8) gy = (2%)1,3 31018 gy -

- Zwigkszenie gruboSci Scianki jest ze wzgledu na stateczno$¢ dopuszezalpe, jednak
pole powierzchni przekroju jednocze$nie wzrasta. Ze wzordw (3.2), (3.5) obliczamy
j4.’9 kIO{Q M:]S
= G
_ 35018 Hz,'y Msl,'s
eo = W = QPmax,
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(23'6)”3 32]9j2[9 MSZ,'B
(3.9) ’ FO = k4/9 -Hzfg — Fo-min. .

Wyniki powyZsze sa zgodne z podanymi przez R. JANICZKA [4] dla czystego skreca-
nia rur o znacznej diugosei.

Przejdziemy do cafkowania réwnania (2.11) metoda malego parametru. Calko-
wanie 1o, jakkolwiek zmudne, nie stwarza istotnych trudnosci. Po podstawieniu
(3.1) wykonaniu zaznaczonych dzialaf na szeregach [13 i 14] oraz przyréwnaniu
wspblezynnikéw przy C3™ do zera otrzymujemy ciag réwnan liniowych typu

(310) Q;?;+Qm :fm (903 @1y oo Om—1 s 6)

przy czym, jak mozna wykazaé indukejg matematycznq, funkeje fm posiadajg po
wyrugowamu €05 015 «++> Om—1 posiad

7 » o
(3.11) S (0) = > Ay cos 200,
7=0
Warunkami brzegowymi ze wzglgdu na symetrie, sg nastepujace:

(312 &n (0 = en (%) =0;

wynika stad, i wspdlczynniki w catkach ogdlnych réwnan jednorodnych musza byé
réwne zeru, a pozostala jedynie catki szezegolne réwnan me]ednmodnych ktdre
posiadaja oczymsc:le postad analoglcznac do (3.11):

(3.13) | en (0) = 2 Bun c0s 216
=0 :
i spelniaja warunki (3.12).
Funkcja o (6) okre§lona Jest réwnaniem .

iy 2kog Ay 390 390 A20) 393 36-?(33 A
G149 atas (T T’ ) 42T

zatem poszukiwang calky szczegdlng b"dzie

) cos 24,

. [2kei A1 3ap 390 A0 % . 0yAxn
01 = T\

Y3 A2 2 4k2 + 2

We wzorze (3.15) wystepuja dwie nie wyznaczone dotychezas stale: Aqq 1 Axg.
Jedng z nich wyznaczymy z warunku, iz moment skrecajacy M; przyjmuje wariosé
dana, (2.8);. Warunku danej wartosel My, (2.8)s, nie mozemy wykorzysiaé, gdyi
postuzy on do wyznaczenia Cy przez My Wobec tego swobodng jeszeze wartosé
stalej okredlimy z warynku minimum pola pr zekro_]u F przy ustalonych wartodciach
Ms1 My

Wykorzystamy najpierw warunek stalego momentu skrecajacego. Podstawienie-
(3.1) do (2.8); daje wzor

(3.15) ) cos 20.

o 25 ‘
(3.16) M. = C, [ [ab1-20001C (200 05+0}) Ci+2 (eoos+e102) Cf-1-...1 6.
e 0 : -
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Poniewaz moment skrecajacy nie jest funkcjg parametru Cy, wige korzystajac z me-
tody réwnych wspdlezynnikéw otrzymujemy, oprocz (3.5)g, ciag réwnani

27
f@ldﬁzo,
0
2
3.17 + ! Qi df =0
6.1 o [(atg e
V]
2x

f(g3+€-1-9—2)d6=0,
J 20

Z pierwszego 7 warunkéw (3.17) wynika

2koginn | 3o 30bA
19 Bo=—g Vgt 70

zatem

TR

3 3/1
01 = ( % % 20) cos 20 = Byy cos 20.

3.19
Przyjmiemy, Ze réwnanie (3.18) okrela Ay jako funkcje Azp, natomiast Ay ustalimy
okrelajac optymalng warlo§é Byy we wzorze na pole powiérzchni F. W tym celu
nie wystarczy jednak podstawié (3.19) do (2.8);; musimy ponadto wyrazi€¢ € przez
M, aby méc przeprowadzi¢ rézniczkowanie przy ustalonej wartosci M.

Poniewa Cy musi byé nieparzysta funkcja momentu zginajacego My, wigc zakla-
damy rozwinigeie W postaci szereg

(3.20) Cy = ay Mygtap Myt+ay M, 4 ...
Wykorzystujac teraz zwiazek (2.8)3, do ktorego podstawiamy (3.1), po rozwinigciu

w szereg parametru C; i podstawieniu (3.20) otrzymujemy

1 3CQ3 3 92
G321 Mg=—£kﬂ[a1Mg+(a2+zﬁai M+

astd bo__rc’ownuja‘c wspblezynniki przy M, po obu stronach uzyskujemy

k
AT ayiae’
303 k
b= = = e,
42 4)/3C o

....................
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przy potedze C:™ -wystepuje catka z funkcji om i poprzednich. Calke z funkeji
om moina jednak wyrugowaé korzystajac ze zwiazkéw (3.17), tak Ze wspdlczynnik
przy C3™ wyraza sie tylko przez funkeje g,,_y i poprzednie. Otrzymujeray mianowicic

Curfi,,

25

" 30 o et
=l 2 4 . : -
+Z 2k2 Cl +C1J ( 22 sin2 0 + 8’,4sm 6 — Zgg—i_

(323 F——0pF

2

2n
30} 1503 3
+~§1—2)da+cff(—g’~sinzo+ 0 ns g+ 02 2
Q

o2 2k2 gkt 2k

565 oer o 9;@2 9191)
+16k68m 6 — 2 +4k sin? 6 + 2 203 dg + .. ]

Wyrazajge Cy przez My szeregiem (3.20) i podstawiajac za g1 wyrazenie (3.19)
otrzymujemy

(3.24) F=

Zﬂ]/?ngg{ 4o
2%2 64 i g 2 DuT

00“%
A 1+ M7+

(010290 9 aigg 3 dieo
42

3af
+4—QSB§E)M;+ ]

Poszuknjemy minimum pola powierzchni przekroju ze wzgledu na Byy:

3.25 oF _ 0
429 | 0B

Stad otrzymujemy ‘

g - 2
(3.26) Bu= — 5
zatem po podstawieniu do (3.19)

- %
(3.27) 1= Ty C0s 29
oraz
3.28 dp = —
(3.28) 20 T a2

- a ze wzoru (3.18)
e 3y/3
- (3.29) Iy = %

© . Pizejdziemy teraz do okreslenia drugiego przyblizenia. Grupujgc wyrazy wyste-
“Pujace przy C} w réwnaniu (2.11) i przyréwnujac do zera otrzymujemy réwnanie
rézniczkowe '

03" +02 = Azg|-Azq cos 2044y, cos 46,

-
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gdzie
| 'gg( 3 2 +3k41)
A2 =74 6 " ay/3 127 20 M)
(3.31) A _hgl)s_(l_ﬂci )
. 21 JrRwl 293 21
21 o
Azz'"—"‘ _a'ﬁ.

Poszukiwang catkg szczegdlng tego rownania rézniczkowego jest funkcja

Azt Az
(3.32) pq = Ay — T3 cos 20 — 15 ©08 46,

Wykorzystujac drugi za wzordw (3.17) otrzymujemy

1 ¢ -

(333) ' Az(} = _6‘4“ F.

Ze wzordw (3.31) mozemy wyrazié Ay przez Ap;:

313 33

(3.39) Mp= oS T T
zatem
5 5 4 5
&1l 8 (L _ K ) 7 e
(335 o= a7 YR S TRy Ay cos 26 + 320 %t 8 49
Iub krotko
(336) g2 = BZQHI-BZ]_ COS 26-5—.322 COS 46,

przy czym wspdlczynnik By zawiera nie znana jeszcze wiclkos¢ gy
Postepujac analogicznie jak dla pierwszego przybliZenia poszukujemy minimum
przekroju z warunku 0F/0B;y; = 0 i stad oftrzymujemy

137 __3a & _17y3q
G337 Bua= =g G T T 2T s

Ostatecznie zatem wykorzystu_]qc wzory (3.27), (3.36) oraz mgujac Cy ze wzoru
(3.20) mamy

1 M; )I—( 1 M?
3 0

(3 Qﬂz-gn[( % M4+ f~—~+ )cosze+

7 M,
+ @F+ cos46—l—“']?
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1M 11 M,
gz&'ﬂ[(“?ﬂg*%ﬁ;“)*
1M 1 M
(3.38) +(—? e E ) cos 20
| ME 1 oMb
FiFﬂ(l+?E_?E+"')j

gdzie g, oo i Fo okreslaja wzory (3.8), (3.9)2
i(3.9);. ,

Pordéwnanie pola powierzchni. minimalngj F
(krzywa 1} 2 polem powierzchni F* dla preta, kio-
rego przekrojem jest pierécien kolowy o stalej
grubosci (krzywa 2), podaje 1ys. 2.

4. Problem statecznosci Scianki

Przy ksztaltowaniu przekroju pretéw cienko-
ciennych powazna rolg odgrywa warunek zabez-
pieczenia statecznodel Scianki. Warunek taki zasto-
sowali§my czynigce jednakie dwa uproszezenia: po
pierwsze, warunek «integralny» typu (1.2) zastapi-
lismy przez warunek «lokalny» (1.3); po drugie,
minimalna dopuszczalna grubo$é go okredlilismy
z warunku odnoszacego si¢ do czystego skrecania.
Zauwazymy, ze w przypadku czystego skrecania
powyZsze zaloZenia prowadza -do wynikéw nie
przyblizonych, lecz §cistych (w sensie liniowe] teorii
statecznodci powlok o znacznej dhugosei); w przy-
padku obcigZenia zloZonego natomiast problem
statecznodel Scianki wymaga dodatkowego wyja-
$nienia.

«Lokalny» warunek dla powloki jednoczeénie
(Sciskanej) napiszemy za A.S. Wormmem [12] i

12
T
+(J).s1,_
Tkr

gdzie onr jest okreslona przez wzor

jo

Okr

4.1)

£ (8)

‘4.2 RO’

our = 0,605E

- M0

209

4

7 M
+ (=

g
N T |
36 M

V100 %

105

00

a2

04 Mg/Ms
Rys. 2

skrecanej (Scinanej) i zginanej

A. PrrUceErReEM [7] w postaci

natomiast Tir przez wzor (3.6), w kiérym g zastapiono przez R () — promien
krzywizny przekroju preta (powloki), (1.4). Po podstawieniu do (1.4) szeregu (3.1)

i rozwinigcin moZemy promiefi krzywizny R (6) okre§lié szeregiom
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4.3) _R:@c.[lJr(iI +§) c%+(

€0 %0

o e el o 92)c4 +]
% 20 e el ! '

g "
Po podstawieniu (3.6), (4.2), (2.4) i (2.5) moZemy warunek «lokalny» (4.1) napisaé
nastepujaco:
JCi1o(® R(B)sin®  j2CERI(H)

0,605 Eg (0) wee b

4.4

przy czym funkeje o (6), g () i R(0) okreSlone sa szeregami (3.38);, (3.38), (4.3)
a za C) naleZy podstawié szereg (3.20).

Nieréwno$¢ (4.4) powinna byé spelniona w calym przedziale 0 < 0 < =/2.
Dla punktn 8 = 0 otrzymujemy warunck

F2CRI(0)

*3) H2g5 (0)

<
Warunek ten nie bgdzie na ogot spehniony, poniewaz grubo$é g (0) dobrali$my z ana-
logicznego warunku, w ktéiym zamiast R (0) wystgpowala mniejsza wartosé o (0).
Tym niemniej odstgpstwa od spehienia tego warunku sa nieznaczne, a utrata sta-
tecznosei nie wydaje si¢ groina, bowiem wzdr (3.6) wyprowadzono przy zaloZeniu
dwoch péHfal na pétobwodzie powloki; pétale te musialyby posiadaé znaczna diu-
goé¢, podezas gdy w rozpalrywanej przez nas powloce z oddaleniem sig od punktu
8 = 0 jednoczeSnic wzrasta grubo$é i maleje promien krzywizny.

Dodatkowo sprawdzimy jeszcze warunek (4.4) dla punktu 0 = #/2. Promied
krzywizny w iym punkecie wynosi

) W\ (M 2 My
(4.6) R—2‘—901 3 aET)

a po podstawieniu (3.38); i (3.38), oraz wykonaniu dzialan na szeregach napiszemy
ten warunck w postaci nastepujgcej:

dajk2 o3 M, ( T M M; )
@D eise e\ 3 3 TR T
e 873 j2 k5 g 19 M2 169 M}
sz—g—so‘( m——%+——§+---)< L.
SR 2R 3 M "9 M

Po sp:ré;'\x%:ci_zeniu na przykiadzie liczbowym okazuje sig, e warunek ten jest zazwyczaj
spemi z duzym nadmiarem bezpieczenistwa.

5. Przyklad liczbowy

optymalne wymiary przekroju preta clenkofciennego, obeiazonsgo
ceajacym My—4-105 kGom i o stosunku Mg/ Ms=0,5, wykonanego
ch E = 2.106 KGem?, » = 0,3 oraz k = 2000 kG/em2. Przyjmiemy
ize wzgledu na statecznos$é j= 3.
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Ze wzoru (3.8) obliczamy gg = 0,402 (cm), a ze wzoru (3.2) C, = 462 kG/em.

Podstawiajac za Cp do wzoru (3.5) otrrymujemy gy == 11,750 (cm)
Wrykorzystujac kolejno wzoiy (3.38) mamy:

0(6) = oy (0,99828 — 0,08333 cos 20-1-0,00233 cos 46-+++),
£(0) = g0 (1,064 — 0,0764 cos 26+-0,0120 cos 40----1),
F = Fy(1,0729),

gdzie Fy ze wzoru (3.5); wynosi 29,45 (cm?). Stad dla 6 = 0° mamy

g = 09172809 = 10,774 (cm), g =gy;
dla 6 = 90°

p = 1,0839%4.00 = 12,737 (cm), g = 1,1428.g5 = 0,457 (cm).

Rys, 3

Sprawdzimy «lokalny» warunek stateczno$ci (4.7) dla 0 = n/2; otczymujemy
0,03+0,12 = 0,15 co jest znacznie mniejsze od 1; zatem warunek statecznosci dla
tego punktu przekroju jest spetniony. Rysunek 3 przedstawia przekroj prqta TOZWa-

Zonego w preykladzie liczbowym.
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PesmwmMme

ONTHMANBHOE HPOEKTUPOBAHME CEYEHWA TOHKOCTEHHOI'O CTEPKHYA,
IIOABEPXXEHHOTO OJHOBPEMEHHOMY KPYYEHWIO U W3I'UBY

Paccmarpusaeres 3amava ONTHMANGHOIO NPOSKTHPOBAHMA CCUCHEA TOHKOCTEHHOTO CTEDIRE;
9TO CEICHHE OUPEHENseTcs, B NOAAPHEIX NIIOCKHX KOOPARHATAY, ¢ MOMOMEIo dynxuuit g (6) n g (0)
(paguyc ¥ ToMmmuma cTenkn) puc. . DTH QYHKIHME CBI3AHL! YCIOBHEEM paBnompeunocts (1.1} Tak,
uro 3a/j24a PopMyNHpyeics, B KOHIEG KOHIOR, KK H30NSPHMETPHYECKas IpoGieMa BapHaToH-
HOro WCYHCTIEHHA C OAHOH Hem3BeCTHOM (QyAXive#, CTABA YCHOBME MEHHMANBHONK MOBEPXHOCTH
CCUCHHA, & TAKMM 0GpasoM MUHMMAIGHOTO BECA CTEPIKHA.

Vpasuenne Ditnepa-Jlarpamka pemaeTes O METOAY MANOT0 TAPAMETPA, UCCIENYS, €IUHCTSCH-
HO, BHUAHMC H3TMGA HA ONTHMAILEYIO HOPMY CTEpXKHS, NOABEpraeMoro kpywemmo. Kpome Toro,
HCXONA U3 NMECHHOH TEOpHM YCTOMYMHBOCTA OGONCHEK, YUMTHIBEETCH YCTOMIHBOCTE CTEHKH.

B pesymsrate dopma cewenms onpenerserca dopmymamm (3.38); m (3.38)2, 2 MEHEMATLHAS
HOBEPXHOCTh Ceuemn Qopmyroll (3.38);. Ilpusomures, TAXKe, YHCIOBOH HPHMMEp, Kacaromuuiics
OTHOIICHUA MOMEHTOB Mo/M; = 0,5,

Summary

OPTIMUM DESIGN OF A THIN-WALLED BAR SUBJECTED TO SIMULTANEOUS
TORSION AND BENDING

* The paper is devoted to the problem of optimum design of the profile of a thin-walled bar, This

. profile is determined in plane polar coordinates by. the functions o (6) and g (6) (the radius and
'-_the__thickness_of the wall, Fig. 1).
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These functions are interrelated by means of the condition of equal strength (1.1), so that the
problem is formulated, finally, as an isoperimetric problem of the variational calculus with one
unknown function, with the condition of minimum cross-secticnal area, that is for minimum weight.

The Euler-Langrange equation is solved by means of the small parameter method, The influence
" of bending on the optimum form of thé twisted bar is the only studied. The stability condition of
the wall is considered additionally on the grounds of the linear theory of shell stability.

The resulting form of the profile is determined by Egs. (3.38); and (3.38); and the minimum
cross-sectional area —— by Eq. (3.38)3. A numerical example is given for the ratio of moments
My/M; = 0,5.
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