RozprawyY INZYNIERSKIE
4 15 (1967)

ANALIZA PEWNEGO MODELU CIALA SPREZYSTO-LEPEOPLASTYCZNEGO
ANDRZEJ] DRESCHER (WARSZAWA)

1. Wprowadzenie

Szereg materialéw, jak np. grunty spoiste, wykazuje zloZone wlasnoéci odpo-.
wiadajace ciatom sprezysto-lepkoplastycznym. Przez to pojecic nalezy rozumied
materiat, ktory ma whasnosci lepkie zaréwno w stanie spreZystym jak i plastycz-
nym. Wigczenie cech lepkich do stanu sprezystego i plastycznego prowadzi do Znacz-
nych trudnoéci w opisie matematycznym w poréwnaniu z ciatami lepkosprezystymi
i plastyczoymi. Ogélna dyskusj¢ tego typu materiatu podali P. M. NAGHDI i 5. A.
MurcH [10] (por. réwniez P. PErzYNA [I2]).

Podstawowym zagadnieniem przy opisie materialu sprezysto-lepkoplastycznego
jest zdefiniowanie powierzchni plastycznosci i kryteridw obciaZania, odciazania
i stanu neuntralnego. Powierzchnia plastycznodci dla ciata sprezysto-lepkoplastycz-
nego rozdziela obszar lepkospreiysty od obszaru sprezysto-lepkoplastycznego,
a jej polozenie zalezne jest od historii i drogi naprezenia. W pracy [10] P. M. Naghdi
i S. A. Murch 10zpatrzyli kryteria obciazania, przyjmujac warunek plastycznosci,
bedacy uogdlnieniem warunku dla cial spreZysto-plastycznych o efelty czasowe
(lepkie), oraz zwiazki fizyczne dla stowarzyszonego prawa plynigcia. Praca Naghdiego
i Murcha nie wyczerpuje wszystkich istotmych probleméw i ze wzgleda na ogolna
postaé rozwazanych zwigzkéw mie pozwala na analize zagadmien praktycznych.
Wychodzac 7 pojecia materiatu wrailiwego na predko$é odksztalcenia zaréwno
w obszarze sprezystym jak i plastycznym N. Cristescu {1] podatl inny model ma-
teriatu dla zagadnien jednowymiarowych zwiazanych z propagacja fal w cienkich
pretach,

Celem ninicjszej pracy jest analiza zachowania si¢ powierzchni plastycznosci
dla ciaa sprezysto-lepkoplastycznego na podstawie metody stosowanej w reclogii,
polegajacej na badaniu zachowania si¢ zlozonych modeli reologicznych. Przykla-
dem modelowej metody do opisu cial lepkoplastycznych jest cialo Binghama lub
Schwedoffa (1). Modele te odpowiadaja jednak zachowaniu si¢ tylko pewnych
materialéw i nie mieszcza si¢ w klasie cial sprezysto-lepkoplastycznych. Zagadnienie

(1} Przez pojecie ciala. Binghama rozumiemy cialo o wrzorze strukturalnym StV/N. Cialn
Schwedoffa odpowiada B — .
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osiagniecia przez modele reologiczne stanu krytycznego (?) rozpatrzyli M. REINER
[13]1i W. Orszak [11] wychodzac z kryteriow encrgetycznych. W pracach tych nie
analizowano jednak zachowania si¢ modeli po przekroczeniu stanu krytycznego.

Jako przykiad ztozonego modelu, wykazujacego cechy lepkie zaréwno w obszarze
sprezystym jak i plastycznym, rozpatrzono w pracy model pokazany na rys. 1,
a zaproponowany do opisu gruntéw przez L Kisiera [3]. W [4,5,6,7 i 8]
T. XIsIEL rozwigzal szereg zagadnieni brzegowych takich jak zagadnienie jednoosiowe,
dziatanie sily skupionej i in. Model ten W odniesienin do gruntéw ujmuje dwie ich
podstawowe cechy: zjawisko konsolidacji wywolanej filtracja (naczynie Ny) oraz
sprqiysto—lepkoplastyczhe odksztatoenia szkieletu (elementy Gy, Ga, %1 1 k). W niniej-
szej pracy ograniczono sig do analizy uproszczonego modelu bez filtracji (rys. 1b).
Umieszczenie wewnatrz modelu elementu plastyczoego k polaczonego szeregowo
7 elementem sprezystym Gp powoduje, % uplastycznienie calego modelu zalezne
jest od zachowania si¢ czglel lepkosprezystej, a tym samym zalezy od historii napre-
Zenia. o o s

v | S

Ry:s. 1

' Modelowy opis ciatd sprezysto-lepkoplastycznego moze rOwniez odnosié sig
do opisu cial nisjednorodnych, dwufazowych, w ki6rych faza sprezysto-plastyczna
jest rozproszona w fazie lepkosprezystej. R . -
W punkcie 2 rozpatrzono zwigzki fizyczne modelu opisujace zmiany postaciowe
i objetosciowe dla zlozonego stanu naprezenia. Wykazano, ¢ Z uwagi Na SZEregowe
polaczenie elementu plastycznego wewnatrz modelu, dla ktérego zwiazek fizyczny
w postaci stowarzyszonego prawa plynigeia jest nieliniowy wzgledern operatora 1
niczkowania wzgledem czasu, nie udaje si¢ skonstruowaé zwigzku fizycznego opisu-
jacego stan po uplastycznieniu, wyrazonego przez wielkodci zewnetrzne. Tym samym
analiza warunkéw obcigzania, ‘odcigzania i stanu neutralnego dla stanu zloZonego'
pozostaje sprawa olwarta. Analize tych warunkow mozna jednak przeprowadzié
dla zagadnienia jednowymiarowego - cZystego Scinahia, kiedy ogdlna postaé
zwiazkow fizycznych moze byé pominigta: W p. 3' zbadano zachdwanig:’ sie modelu
W stanie czystego Scinania dla’frzech program6w- obciaZania przy  danej historii
predkosci odksziatcenia, naprezenia (pelzanie) i predkoéci naprqzeﬁia.‘chhowanfé

. {2) Stan krytyczny -wedlug M. REINERA odpowiada: uplastycznieniu,. W, OLSZAK rozszerzyl to
pojecie na dowolne nagle zmiany wlasnosei cial. T TLIT AT )



ANALIZA PEWNEGO MODELU CIALA SPREZYSTO-LEPKCPLASTYCZNEGO 715

si¢ modelu jest zaleZne od predkoscl odksztalcenia, predkoéci naprezenia i ich histo-
rii, a jego cecha charakterystyczna jest wystepowanic po odciazeniu resztkowego
stanu samonaprezen, ktory w zalernosei od historii naprezenia powoduje odksztal-
cinie sie przeciwne lub zgodne z dzialaniem pierwotnie przyloZonego napreZenia.
Na podstawie wynikéw p. 3 rozpatrzono w p. 4 zachowanie sig powierzchni plastycz-
noéci Tozumiane] jako uogdlnienie granicy plastycznosel w zaleznodci od historii
naprezenia. '

Prosia geometryczna inferpretacja zachowania sie modelu przed i po uplastycz-
nieniu dla standw zlozonych jest mozliwa w przypadku analizy powierzchni plastycz-
nosci w przestrzeni odksztatcen. '

Uzyskane rezultaty wskazuja 7 jednej strony na ograniczona stosowalposé
Zlozonych modeli reologicznych zawierajacych cechy plastyczne przy analizie sta-
néw ztozonych, 7z drugiej, na podstawie analizy jednowymiarowej i analizy w prze-
strzeni odksztalceti, daja jakosciowe wnioski o zachowanru sig powierzchni plastycz-
nodci dla ciat sprezysto-lepkoplastycznych. '

2, Zwiazki fizyczne

Dia analizy modelu przy réznych historiach obcigzania 1 zdefiniowania kryteriow
obciazania i odciazania w zloZonym stanie napreZenia konieczna jest znajomo$é
zwigzku fizyeznego modelu. Zakladajae wzajemna niezaleznoéé zmian postaciowych
i objetoSciowych rozpatrzmy osobno zwigzki fizyczne dla obu-czedei odksziatcen.
Zaktadamy przy tym, e cechy plastyczne reprezentowane przez element k odnosza
sie jedynie do zmian postaciowych, tzn. element k jest niescisliwy, a ponadt6 od-
powiada cialu sztywno idealnie plastycznemu. Stad zwiazki objetoéciowe odpowia-
daé moga tylko ciatu spreZystemu lub lepkosprezystemu.

21, Zwiazki dia dewiatorows.. Ze wrgledu na istnienie w modelu elementu
plastycznego szeregowo polaczonego z elementem sprezystym Gy (rys. 1b) do mo-
mentu az stap napreZenia w ciele Saint-Venanta nie osiagnie granicznej wartosci
powodujacej uplastycznienie (warunku plastycznofci), model odpowiada lepkospre-
zystemu cialy standardowemy, dla ki6rego zwiazek fizyczny ma postaé o

7 (Gi1+Ga)

S'ijT‘FSij = 2Gq eg+-2n _“Gl- €ifs .

G

@1

pdzie 83 1 17 oznaczaja dewiator napreZenia i predkosci naprezenia, ey i e¢7 dewiator
odksztalcenia i predkoei odksztaleenia, Gy i G, moduly Kirchhoffa, lepkosé
postaciows. Zwiazek ten jest identyczny ze zwigzkiem podanym w pracy [3].

" TIstnienie poczatkowego stanu lepkosprezysiego powoduje, Ze uplastycznienic
elementu k jest okreslone przez caly historig naprezenia. Analiza warunkdw obcia-
7ania wymaga znajomoéci prawa fizycznego modelu obejmujacego element plastycz-
ny. W tym celu trzeba dla elementu k zdefiniowaé warunek plastyczno$ci oraz
zwiazek fizyczny opisujacy jego odksztalcenia plastyczne. Warunek plastycznoscl
zalezy od materiafu, jakiemu model ma odpowiadaé, przy czym dla metali nie za-
lezy on od pierwszego niezmiennika tensora napreZenia w przeciwienstwie do grun-
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6w i betonu. Zwiazek fizyczny przy opisic metali jest zwykle przyjmowany w postaci
stowarzyszonego z warunkiem plastycznoéci prawa plynigeia. Dla gruntéw, mimo
szeregu réznych koncepcji opartych na wynikach do$wiadczalnych, zagadnienie to
jest do tej pory otwarte [2} PoniZej ograniczymy sig do warunku plastycznoSci
Hubera-Misesa i stowarzyszonego z nim prawa plyniecia. To ostatnie ma postaé

@22 ~ ey = Asifs

gdzie 4 jest dodatnio okreslonym wspolczynnikiem majacym wymiar. predkosci.
Mnozac (2.2) stronami przez siebie i korzystajac z zaleznodci, ¢ dla warunku
Hubera-Misesa

1 L
(2.3) ?S:j S’lfj - k2
i Ze ponadto

1 ...
(2.4) o e =1,

wyrazenie (2.2) doprowadzimy do posfaci

L _VE,
(2.5) ~ eﬁ - k Sij’
gdzie k jest granica plastyczno$ci na czyste §cinanie oraz I¥ drugim niezmiennikiem
dewiatora predkosci odksztalcedt plastycznych. Zwigzki dla pozostalych elementéw
modelu maja postaé

' 4 Srer
(2-6) S!:j = 2G1 e;j, Sij’ == 2G2 e,;;, S‘;_’f = 2?7 eéj
oraz
i
2.7 eytey = ey ey = ey

Zwigzkiem fizycznym calego modelu bedzie réwnanie wyprowadzone 7z roéwnan
(2.5), (2.6) i (2.7), w ktérym naprezenia, odksztalcenia i ich pochodne czasowe
bedg wyrazone przez wiclkodci zewngirzne modely. Z uwagi na nieliniowo$é wzgle-
dem operatora rézniczkowego czasu, wystepujacego w zwiazku (2.5), odnoszacego
si¢ do elementu polgczonego szeregowo, nie udaje sig skonstrunowad takiego zwiazku.
Przykiadem jest wyrazenie

Q8) ki (Ga VIE + kGY) 142G Go VIE 51y =
= 2k (Gy+Gy) €+ 2G G2 (21 VIE 4 k) &y,

w kiérym wszystkie wielkoéci oprécz IL‘I“' sq wiclkofciami zewnetrznymi. W przypad-
ku téwnoleglego potaczenia elementu plastycznego, jak np. w ciele Binghama,
problem ten znika. Trudno$ci w skonstruowaniu zwiazku fizycznego uniemozliwiaja
bezposrednio zdefiniowanie kryteridw obcigzania, odciazania i stanpu neutralnego
dla stanu zlozonego. Analiza tego zagadnienia moze byé jednakie przeprowadzona
dla stanu jednowymiarowego, co przedstawiono w p. 4.
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‘Nalezy ponadto zaznaczyé, Ze sposéb opisu zachowania si¢ modelu po przekro-
czeniu noénodci elementu k zaproponowany w pracy [3] edpowiada przyieciu,
ze element plastyczny speknia rolg «przetacznika» z jednego modelu lepkosprezystego
na inny model, tez lepkospreZysty.

22. Zwiqzki dla tensoréw kulistych. W pracy 31 L KisieL preyjal, Ze zmxany
objetoiciowe modelu, pomijajac filtracig, opisane sa prawem Hooxr’a. Zatozyt
przy tym, #e wspélezynnik POISSONA jest staly, co powoduje zaleznod¢ odksztalce-
nia objetosciowego od czasu. ZaloZenie to, jak réwniez przypadek kiedy staly
jest modut odksztalcenia objgtoSciowego lub te7 przyjete jest lepkosprezyste pra-
wo zmian objgtoSciowych, nie wplywa na postaé zwiazkéw dewiatorowych i na
trudnodci w ich zbudowaniu po uplastycznieniu modelu. Stad tez nie rozpatrzono
szczegblowo mozliwych wariantow zwiazkow dla tensorow kulistych ani prawa
wigzacego tensory napreZenia i odksztalcenia.

3. Analiza modelu dla przypadku jednowymiarowego

Z przedstawionych w p. 2 rozwazan wynika, Ze Zachowanie si¢ badanego modelu
w zlozonym stanie, a tym samym okre$lenie kryteridéw obciazania, odciazania
i stanu neutralnego, wobec trudno$ci w zbudowaniu tensorowych zwigzkow
fizycznych, pozostaje zagadnieniem dyskusyjnym. Interesujace jako$ciowo dane
o wlasnoéciach modelu moze jednakze daé rozpatszenie zagadnienia jednowymiaro-
wego na przykladzie czystego Scinania, dla ktérego nieistotna jest tensorowa postaé
zwlaczkow Dla czystego $cinania, przyjmujac idealng plastyczno§é elementu k,
zwiazki’ fizyczne maja postac

+G
3.1) ' (—;?; g0 == 2Gye-+2n (—1“1"32 g,

jezeli naprezenie w elemencie Saint-Venanta o' <k,
?? - L4
(3.2) -G—G'—l-o‘ = 2ne--k,
1 S

_;eieh o' =k, gdzie ¢ i ¢ oZnaczaja naprf;zenle i predkosé naprqzen cinajacych,
¢ i & odksztateenie i predkoéé odksztalcen postaciowych, k granicg plastycznodcl
na $cinanie. PoniZej rozpatrzymy zachowanie si¢ modelu przy nastepujacych trzech
programach: dana jest historia: 1) predkosci odksztalcenia, 2) naprezenia (pefzanie)
oraz 3) predko$ci napreZenia. Analiza tizyskanych’ wynikéw z punktu widzénid
zachowania si¢ powierzchni plastycznodci zostanie przedstawiona w p. 4. :

3.2, Zachowanie si¢ modelu przy programie w predkosciach odksztalcenia. Zanalizujemy
zachowanie sie modelu przy. programle prqdkoscr odksztalcenia okreslonym zwiaz:
kami (rys. 2a) -

t<0, &() ~“0 a(r)—— 0

(3.3) 0<t<t, &) =8 =const, e®)=ét;
t<t, E(f)=éy=const, &(f)=2&t+&F—1H)

Rozprawy Inzyunierskie — 10
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Dla 0 < t < fe < By, gdzie tur oznacza czas, w ktérym w elemencie Saint-Venanta
naprgzenie ¢’ = k, ze wzoru (3.1) znajdziemy :

_ Gt
(3.4 ‘ - e(=2me (1 — ¢ _-” )1+2G e t,
s s . _ X o
. ; fer — .
( ) . _kr 2G281
; a
£
B L ; .D‘k e , £
| .
H
| )
A & 8 ‘+| o &
P
- R P S T
b
L I A -
. t1 T,:,-tk,- fq’ 7_1’
" h
ABCE
HODE . .
e ..
(i e —
6l l T [

InE+k

!
1
1
I
I
I
i
!

i) T
ke

o ‘Rys. 2 '

PR

.NBI‘ZTEQ-li&ﬁic'. pc_lp"cMia,déjapé ,ﬁpl'aétyczﬁieﬁiil, =ﬁiodelu wynosi
LT SRR S e T Dy
dla ' ' ' L : -

k=0, o=k

I GGy

81 =00, O‘k_r==k _ Gg .

Dla fir <t < #; 76 Wzoru (3.2) otrzymamy . .
wzor {52 e

(3.8) LT g g (el PR :



ANALIZA PEWNEGO MODELU CIALA 'SPREZYSTO-LEFPKGIPLASTYCZNE-GO e

adlat>n

. Loy . L =Sty
3.9 o(f) = etk —2nlsre " (a2 — sye " | 1.

Yedeli ti < tur, t0 dla <t < 1), gdzie &, odpowiada tak safnio jak powyZej zalo-
zenin o' =k, _
_ - er

A L Gy
(3.10) o(f)=2mer—2lere T (g —ege 1+

+ 26, [e1t1-F82 (2 — 1)),

, (2 — &) k

(3.11) tey = Tti E—z—é;
Dla t > t;, ze wzoru (3.2) otrzymujemy wyraZenie identyczne z wyrazeniem 3.9).
Na rysunku 2b przedstawiono rogwiazanie rownan (3.4), (3.8), (3.9) i (3.10) przy
przyieciu & = 1,0; & = 2,0; G4 =0,5; Gp = 10; = 0,5; k=20, przy czym
naprgienia przedstawiono jako funkcje odksztalcenia korzystajac z (3.3).

3.3, Zachowanie sie modelu przy sialym napreieniu (pelzanic). Rozwazmy pelzanie mo-
delu pod obciazeniem ¢p do chwili 7=1, a nastgpnie jego zachowanie sig po
odciazeniu do zera (rys. 3a):

10, o) =0
(3.12) 0<t<t, olf)=oy=const
t<t, o()=0

W chwili £ = 0+ na skutek przylozenia naprezenia op powstang w modelu od-
ksztalcenia natychmiastowe ) :
& ag

(3.13) ; " Ba+j = 261G’

jezeli naprezenie w clemencie Saint-Venanta ¢’' < k, co zachodzi, gdy

(3.14) o < k(—c"%%—'z).
: 2
Jezeli nieréwno$é (3.14) nie jest spelniona, to
(3.15) Ept) “—‘_'2‘92—;—}%
1

Dla 0 < ¢ < £ i dla (3.14) ze-wzoru (3.1) znajdziemy
H g Gl‘ — ,icf—t
16 H=— 1 ——¢ "G+
(3.16) e () 2G2[ GirGS ]
przy czym dodatkowo musi byé spelniony waranek dla 0 <t £

(317 L <k,
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co przy preyjeciu 1‘1 = o0 zachodm gdy

3.18) ‘ ' oo < k.
(G1+ 2) . . . .
Jezeli: k < op < kT , zwiazek (3.16) jest spelniony do chwili # = fir!
2 : .
Gi+1-G oG
(3.19) iy = 77?( 1+6) 1 01 ;
_ GGy (00— k) (Gt @)
¢ G a
J ok
G-;*Gg R ’
k . T —
R i i
|
kg~ "az,'—:#' |,
L
A l . o __£
T 7

AJKDE

i

1 M—.—.GD
L 2(6; Gy}

o
AFGHDE. B ! :
_ . !
4 - 5 (so (oo G tiGry) K
0 ﬁ1 rkr) }—
6k ! ABCDE - 2(Gy +63) /A 2pGy 26
%y /l——i—l_ji_ P —— e \ '
i ; | Gy
, ‘ f EGR o I
Oy {hr Gy T T t
2{G4+6s) 2f6s=Go )y
’ Rys. 3

dla fir < ¢ € 1y ze wzoru (3.2) oti'zymamy

&

(3.20) f— tir) T _2—G~
(G1+G2) S
W przypadku gdy o¢ > k G dla 0 <t < f{ mamy
2
oo — K aog — k
3.21) () = G=8, Bk

wm PTG,
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Po odciazeniu dia przypadku oy << k ze wzorn (3.1), gdy-£ > 1 -

. ap Gy GG (g;t;). ‘ - LG,
(3.22)" e T —e ]

e #(Gy+Gg)-
¢ = 26,611 Ga) o

(Gh+Go)

T odc;qzeme moze mie¢ mlejsce dla f € ter
lub # = fir. W pierwszym przypadku odksztalcenia dla t> t, okreflope sa za
pomoca wzory (3.22). Rozpdtrujac drugi przypadek zauwazmy wpierw, ze w trak-
‘cie dzialania obcigzenia przex czas od chwili 1 = 0 do ¢ = fir zmniejszaja si¢ napre-
senia w clemencie Maxwella, a przez to maleje odksztalcenie spreZzyny Gy, przy
réwnoczesnym wzrodcie napreZed i odksztalcen w elemencie Gp. Dla £ > fix W ele-
mencie Saint-Venanta pojawiaja si¢ odksztalcenia plastyczne zalezne od rozwoju
odksztalcen lepkich elementu 7. Odksztalcenia Gy i Gy w tym stanie pozostaja stale.
W momencie odciazenia f = £ 3> -t clement plastyczny przestaje odksztalcal si¢
i naiychmlastowe odksztalcenia odwracalne wynoszg

Dla przypadku k << gg << k

a0y

029 0 = TG G

Odksztalcenia te sg mniejsze od odksztaicen w elemencie Gz w chwili f = tir, S =
= kf2Gy; dzigki temu w modelu pozostanie resztkowy stan samonaprezen, ktory
ze wzgledu na istnienie elementu lepkiego n bedzie malat ze wzrostem czasu #. Pod
dzialaniem stanu samonaprezen z warunku, Ze w chwili ¢ == fir odkszialcenia G
sq mniejsze niz Gy, wynika, Ze model bedzie odksztalcal si¢ odwrotnie do dzialania
g w mysl

k oy ' %—)u )

(324 s(H =~ (f; tier) “+ [2G2 5 (G1-|—G2)]e 7 1 P .
(G1+Go)
G,
odksztalced na.tychmlastowych okrelonych przez (3.23) i resztkowego stanu samo-
papregZen. Stan samonaprezen malejacy z czasem wywola odkszialcenie sie modelu
zgodne z odksztalceniami wywolanymi przez oo, tzn. przeciwne do odksztalcen
natychmiastowych odwracalnych, gdyz dla tego przypadku odksztalcenia elementn Gy
sa wieksze niz elementu Gy i state dla 0 <t < 1y

Galoo — W) (1 Grtm) —KGin [ oo k] -qlimew
Gy Gy - 2(G1+G2)  2Ga s

Odcigzenie w chwili t = 1) dla op >k spowoduje réwniek powstanie

(3.25) e() =

(G1+ Gz)

Przypadek petzania modelu przy progiamie (3.3)-dla gy < kik <op <k o
-

rozpatrzyl I Kmsrer w pracy [9].
Rozwigzanie (3.16), (3.20), (3.21), (3. 22), (3. 24) i (3.25) przedstawia Tys.. 3b
dla takich samych stalych materialowych jak w p. 3.2.
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3.4, Zachowanie sic modelu przy danych predkesciach napreZenia. Jako. trzeci rodzaj
programu rozpatrzimy zachowanie sig modelu przy danej historii predkodel
naprezenia, przedstawionej na rys. 4a i odpowiadajace;j ob_ci@ieniu i odcielz__epiu
z Toznymi stalymi predkosciam, opisanej przez zwigzki:.

t<0, (=0 o{=0;
T 0<t<t, o= =const, o(f)=o1t;
(326) t) <t<t, ()= —dz=const, - o () = d1t; — o2 (t — t)y o

' <t 6@W=0 o@®=0 -

(o1t 02) -
zm—.—fl. .

t
.3 oz
o a .
3]
! : ‘l‘.zzr*j
| S .
Iy c tarty '
E : a '
1 i N i t2<f1
j Nk
; P ‘\w//
. ! ~JE LGN N o,
- A " Lot ot oty -ty &
6 b “
AEFCD E\ K
]| :
f
i
|
N - BJHl |
il-—— i !
i'/1 1
(/1 .
N .
JA !
Foa . :
[ . B AV L
el o () (1) £
Rys, 4 )
Dia 0 <t < #; ze wzoru (3.1) otrzymamy
B " V- S 0-1 - 0-1 -q - [Ty < B, 3-.."5. N e
3.2 e =t — Ll —e MG

mezy czym f; << fxr, gdzie fye oznacza czas, w ktérym o'’ = k. Z wyrazenia (3.27)

mamy .G
_ by
i 1 [1' —e -:(G;+Ga)-“"]_

(3.28) : 6’1 = ber — 52
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Réwnanie (3.28) nie daje sig rozwiklaé wzgledem fir. Traktujge o1 jako funkcie
fer Przy. preyieciu wartodci na stale materiatowe jak w p. 3.2 otrzymamy zaleZnosé
pokazana na 1ys: 5. Z rysunku wynika, Ze napr@zeme O = o1 ber odpowiada-
jace uplastycznieniu calego modelu Zalezne jest od @y, przy czym

(3.29) fir << 00, 0‘1> 0, O > k.

Rys. 5

Dla 1= oo otrzymujemy takie same wyraZenia jal_c,dlai pelzania: -

(G1-G2)
_' Gz - . 4

(3,.30) - T oe=k o= 0.

Jezeh t1 < tkr, to dla 1‘1 <t t3 Ze WZOru (3 1) znajdzmmy

3. 31) & (f) = [(61+ 62) f1 — Uz f] +

7 _Gi1Gy - G;1Gz -(-"*1)
+262 0‘2+U1€ _”(G‘Jrgz) “(0'1+0‘2)9 "GFE

Ze wzglqdu na to, e w chwili £ =13 odksztalcema ""'(s) $9 Mniejsze od g [co
latwo wykazaé z (3.27) i 33D, w modelu pozostanie resztkowy stan samonaprq-
zef, pod: dziataniem ktdrego model bedzie w dalszym ciagu odksztalcat s1q daza¢
dla ¢ —+0 do powrotu dé stanu nicodksztalconego, €O 0p1S'Llje zaleznosc nastqpu-

jaca: , _
| el Y 173 1+ ¢ .
(3.32) 8_.(1‘)-—2326 11GF G [01—}—0‘28 "“}1*62’( ) o 616 ]

~ (ot e "

W przypadk gdy f; > tie dla fur <t < tl 7 WZOT! 3. 2) mamy

g LA
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Rozpatrujac odcigZanie z predkodcia cr(r) = — gy dla t >, moze si¢ zdarzyé przy-
padek, Ze odksztalcenia przebiegaja w dalszym ciagu zgodnie z dzialaniem o.
Bedzie to zachodzié, jezeli dla > 1y ds (fdt > 0 zgodnie z réwnaniem

(B33 «(H= (—G‘L — -i) t — tkr)- -+ ﬁ(tg —~_.t2) +

29
(o —}—o')(t_t)[ (t_’l)]+_m
do czasu
(o3 +o2) k7
(3.35) I = = f &G

przy czym musi ponadto zachodzi¢ £ >1#. Przy danych &1,- i, G, Gamty =
= const bedzie # > 1y, jezeli
(o111 — k) Gy

3.36 a2 <
(3.36) 2 7

Jezeli z (3.35) i&yniké; Je ty < #; (jak roéwniez dla t> by > t1), to przestaje
obowiazywaé wzor (3.34) i odksztaleenia dla t3 = ¢ > fp wynosza
ok o (015 02)
(337 @ =\ "2— (t2 — fkr)+ (fz ) = —2—(}—“”(1?2 —ty) —

(crl+ a) ': (01+62) Gatyt-a2m 02
pre ———(fy — 1)2+ Y 2G2t +

+ Grk — (014 62) Gaty — G2 (n — Gztz) i

2G2

(G +G)

Jezeh Z (3 35) wynika, 2e 1 < 1}, to do wyrazema (3.37) naIezy podstawié £, = #;.

"Dla’czasw t>1 rozpatrzmy osobno przypadek, gdy &, <4 i &> #. Dla
< t; odksztalcenie modelu w chwili #3 okrelone sa przez (3.37). Odkszialcenia
odwracalne zachodza w przedziale od chwili ¢ == #; do ¢ = t3 w elementach G}, Gy, 9
i okreélone 88 przez réinicg g¢) — &gy = Br- Jezeli rdZnica ta nie réwnd si¢ od-
ksztaicemom dla # = tir, rownym Exr = k/2G'2, to w modelu w ¢hwili # = f3 go-
zos_tglme stan samonapreZzen. Gdy ewr — & > 0, stan samonaprezen spowoduje
J d'la't'> ty odwrotne odksztalcanie sie w stosunku do {)dksztalceﬁ wywolanych
przez oy. Dla ggr — & <0 odksztalcenia beda zgodne z dz1alamem 01. Ze WZot6w
(3 33) 1 (3 37) znajdziemy

CIRCYET TSP Y
ZG2 263 .

(3.38) fyr — & —

Ze wzglgdu na uw1klana postaé (3. 38) memozhwe _]est ogolne ustaleme dla ja-
kich warto$ci o, ¢p 1 #) r67nica exr — ey jest wigksza, mniejsza lub tez réwna zeru.
Odpowiedz na to pytanie'mozna uzyskaé jedynie dla konkretnych wartoci statych
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materiatowych 1 programu predkosci naprezenia. Odksztalcenia dla ¢ > #3 53 naste-
pujace:
0‘1 k s 2
(339) () =\;5 — 3 (t1 : ficr) + (t fe) T
G].Ga

_i_ — e W(G]_'f‘Gg)
2G>

=t L G0 sy
[gane TCTR) &7 (g4 — k) Gy —oanl

W drugim przypadku, gdy £ > 1, w chwili £ =13 pozostanie réwniez stan samo-
naprezen, jezeli s — &y # 0:

&zn[1 _ (Gt Gy - (Lri)]

(3.40) Egr — &y = Z—G% 2 NGy +Gg) ! &y~ Oy

i przy ustalonych wartofciach Gy, Gy, %, k mamy sxe — & >0, jezeli
kG; Gz

(3.41) 6y < —

G1+G2
7(Gr+Gp) In G "?Gz

Mianownik (3.41) musi byé wigkszy od zera. Proces odksztalcenia dla £ > 13 okresla
wzOr

.

ok
(3.42) () —(—i ”“2“) (2 — tur) + (fz fh) —

o 1 (-t
— (o1 02) (£2 — tl){i_G_; - "("2_117_1)‘] +

G, G, a1+d G G &
+ 3’_7 - ot g *1)[1 _ G 6) - mretat ﬂl)]
. G

262
Wykresy funkeii (3.27), (3.31), (3;53), (3.34) i (3.37) dla réznych programéw predkosei
napreZenia (rys. 4a) i stalych materialowych jak w p. 3.2. przedstawiono na 1ys.
4b, przy czym korzystajac z (3.26) wykreslono zaleznoSci ¢ = o (&)

4. Powierzchnia plastycznodel

Na podstawie rozpatrzonych w p. 3 programdéw kinematycznego 1 statycznego
obciazenia mozna okreslié dla stanu jednowymiarowego zaleznosé charakterystyki
¢ = o (&) modelu i momentu jego uplastycznienia (granicy plastycznodei) od historii
obcigzenia. Analiza ta, wobec trudnofci w zbudowaniu zwiazkéw fizycznych dla
stanu zlozonego, a tym samym trudnodci w zdefiniowaniu kryteridw obciaZzania,
- odciagania i stanu neutralnego, pozwala ocenié jakosciowo wlasnoéci modelu
. reprezentujgcego cialo sprezysto-lepkoplastyczne. Analiza przypadku jednowymia-
- rowego modely moze rownied znaleié zastosowanie przy rozwiazywaniu prakiycz-
- nych zagadnien np. w prefach cienkich [1].

i Zalézmy, ze wystepujaca w zagadnieniu jednowymiarowym warto§é naprezenia
- odpowiadajacego uplastycznieniu calego modelu (granica plastycznosci) ow moze

. byé traktowana jako punkt lezacy na powierzchni plastycznosci, oddzielajace] stan
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lepkosprezysty od sprezysto-lepkoplastycznego, odpowiadajacej stanowi ziozonemu.
Zachowanie si¢ granicy plastycznoei modelu w zaleznosci od historii obciazenia
rozumieé bedziemy jako zachowanie si¢ powierzchni plastycznoéei, abstrahujac
od jej ksztaltu i charakteru wzmocnienia.

Rozpatrzmy zachowanie si¢ modelu przy programie w predkosciach odksztal-
cenia. Z (3.4) i (3.10) i rys. 2b wynika, ze charakterystyka o = o (¢) w obszarze
lepkosprezystym jest zalezna od & i wraz ze wrzrostem & wzrasta napreZenie odpo-
wiadajace danemu odksztafceniu. Wzrasta takze granica plastyczno$ci modelu
zawsze wicksza od k dla & >0, po przekroczeniu ktérej model zachowuje sig¢ jak
cialo ze wzmocnieniem zaleznym réwniez od &. Powierzchnia plastycznoéei modelu
dla & >0, [Fl;_o (rys. 62) jest tym dalej polozona od powierzchni odpowiadajacej
g=0, [Fl:_o im wyZsza jest predkosé odksztakcenia, przy czym wzrost ten jest
ograniczony dla & = co przez (3.7} dla stanu jednowymiarowego. Przy naglej zmia-
nie predkosci odksztateenia zaréwno przed jak 1 po uplastycznieniu charakterystyka

* g = o (g) jest zawarta pomiedzy krzywymi odpowiadajacymi statym predkosciom &

W trakcie dalszego odksztalcania powierzchnia przesuwa sie do potozenia [F'];_q
okreslonego przez dane odksztalcenie & = g, (t = t1). Jezeli w chwili ¢ = £ model
poddany bedzie przeciwnej co do znaku predkoéci, powierzchnia [F');_o pozostanie
w miejscu i w modelu pojawia sig tylko odksztalcenia lepkosprezyste (odcigzanie).

a .. b ¢
_—— .-_-\\‘ ~ .
.\‘ \\
Y \\
AN .
AR \ \,
\ H o
v [
. y ) 4
. ! ] F}E (G=e2] \n' i
a [FJ:'G-*UIIF{G’ i) a l'}_ j(gffiﬁggfj}.d)
Rys. 6

Dla programu w predkosciach naprezenia ze zwigzkow (3.27) i (3.33) wida¢,
e podobnie jak dla programéw & charakterystyka modelu jest zaleZna od . Oznacz-
my poczatkows powierzchnig dla g = 0 przez [Fl, .o Przy obciazaniu z predkoscia
& > 0 poczatkowa powierzchnia [F];_o lezy tym dalej od [F];_o, im wigksza jest
predkosé naprezenia i jej polozenie dla ¢ = oo jest okreslone dla stanu jednowymia-
rowego przez wyraZenie (3.30) analogiczne do (3.7) (rys. 6b). Po przekroczeniu
[Fl;..o model wykazuje wzmocnienie, stad powierzchnia przesuwa si¢ i dla e==2¢4
(t = £,) poloZenic jej okresla [F'];_q. Poddajac model w chwili ¢ = #| predkofci — o2
jak wynika z (3.34) i (3.35), w zaleznoci od wartofci tej predkodei otrzymamy
odciazenie lub tez w dalszym ciggu powstawaé beda odksztakcenia plastyczne (ob-
cigzanic) do chwili ¢ = tp, (e = &3). Odpowiada to W pierwszym przypadku po-
zostaniu powierzchni [F'];_o W miejscu, W drugim cofaniu si¢ jej do polozenia
[F"];—0 @ys. 60).
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Z powyzszych uwag wynika, Ze poloZenie powierzchni plastycznodci jest zalezne
od historii obciaZenia; poczatkowe jej polozenie jest zawarte pomiedzy [Flice
[Flio 8 [Fli_ca [F]-.}=oo- Dla nieskoficzenie szybkich drog obcigZenia model traci
cechy lepkie i zachowuje si¢ jak cialo sprezysto-plastyczne.

Rys. 7

Przedstawiona dyskusja dotyczyla powierzchni plastycznosci w przestrzeni
paprezeh. Zbadanie jej zachowania si¢ dla stanéw zlozonych jest, jak zazpaczono,
sprawa ofwartg. Istmieje jednak mozliwosé przesledzenia wlasposci modelu dla
zlozonych stanéw przed i po uplastycznieniu, jezeli rozwazapia przeprowadzi sig
w przestrzeni odksztalcen. W rozpatrywanym modelu uplastycznienie elementu k
zachodzi, gdy w elemencie G, stan napreZenia osiggnie warunek plastycznosci.
Dla ciata sprezysto-plastycznego zloZonego z elementdéw Gz i k warunek plastycz-
noSci Hubera-Misésa moZna wyrazié korzystajac z prawa Hooke’a przez odksztalce-
nia w nastgpujacej postaci (por. [13]):

o tr IC2

4.1 ‘ ey ey = EMG_%’

gdzie e;; jest dewiatorem tensora odksztalcefi elementu Gy. Ze wzgledu na réwno-
legle polaczenie elementdéw Gy i k z Gy i’y odksztalcenia w obu galeziach modein
sa identyczne, a tym samym wyrazenie (4.1) okrefla poczatkowa powierzchni¢
plastycznodci calego modelu w przestrzeni odksztalcen. Na plaszczyZnie oktaedryce-
nej przyjmuje ona postaé okregu (rys. 7). Wewnatrz powierzchni panuje stan lepko-
sprezysty. Jezeli odksztalcenia modelu przekrocza wartosc okreslong przez (4.1),
powstang w nim odksztalcenia plastyczae 1 powierzchnia plastycznosci przesu-
nie si¢ 0 (AC). W tym stanie jest ona okredlona przez zwigzek

i % e
4.2) (eig — egp) (eij ~ €y) = ‘232;,

gdzie ey jest dewiatorem odksztalcenia catego modeluy, efj dewiatorem odksztalcen
plastycznych. Na plaszezyZnie oktaedrycznej odpowiada to sZtywnemu przesunie-
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¢iu, ktére jest zalezne jedynie od drogi odksztalcenia. Z (4.2) wynika, Ze geometria
powierzchni nie ulega zmianie (1ys: 7). Zmniejszenie odksztalcen powoduje zablo-
kowanie elementu & i stan lepkosprezysty (48, CD). Droga w przestrzeni odksztal-
cefr styczna do powierzchni (CE) okresla stan neutralny spetniajacy zwiazek (4.1).

Analiza powierzchni plastycznoscei w przestrzeni odksztaleent pozwala latwiej
srozumieé zlozone zachowanie modelu w przestrzeni naprezefi. Np. czas fir wyste-
pujacy w rozwigzaniach przytoczonych w p. 3 oznacza czas, W ktérym stan odksztal-
cenia odpowiada punktowi lezacemu na powierzehni plastycznosci.

Z analizy programow pelzania mozna stwierdzié, ze model dla matych wartosci
naprgzen zachowuje sie jak cialo, a dla wigkszych jak lepka ciecz. Cecha charakte-
rystyczng modelu jest pojawienie si¢ po odciazeniu do zera resztkowego stanu
samonaprezen, ktory ‘w zaleznofci od wielkodci przyloZonego uprzednio napreZe-
nia powoduje odksztatcanie sig przeciwne lub zgodne do dzialania tego obcigZenia
{rys. 3b). ‘
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Pesmwme.
ATIAJIF3 HEKOTOPOY MOJETIHN VIIPYLO-BAZKO-THIACTHUYECKOTO TEJIA

B uacrosueil paGore pacCMaTPHBACICA TIOBCACHHE PEONOTHUCCKOM MOJENH, TPENIIOREHHOK
Kucenen [3], cOOTBETCTBYIONICH YIPYTO-RAZKO-TLIACTHIECKOMY TEILY. ANanmaupyIoTea (U3NIeCcKHo
ABMCAMOUTHL OKasbipasg, Yr0 DACTIOJIOKCHHE MHACTHICCKOrO HNEMEHTA BHYTPH BI3KOYIPYIOH
MOJIETH, BCTPedacTCa ¢ DONBIIHME 3aTPYAHCIEUME 1pE WX {HOPMYTHPOBKES H AHAM3 YOHOBHH
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“HATPYIKH, PA3TPYIKM M HOETPAJILHOIO COCTOAMMA. AHATH3 NOBS/ISHYSA HA JOBCPXHOCTH MRACTHY-
HOCTR H YCHORMH HArpyskd, TOPOBOXHATCA KIS ONHOMEPHOTO COCTOHHHS — HHCTOTO Cpesd, Ha
OCHOBC TIPOFPAMMEL HPH 34JAUHON: CKOPOCTH AedOpMAIMH, HAIDSKCHIIO (nonzy4ects) H CKO-
pocTy Hanpsokenus. KOHCTATHPYSTCH, YTO HOBEPKHOCTH IJACTHYMHOCTH, NORMMACMAs KAk 06006-
MIEHHE UPeyeid THACTAYHOCTE, 3ABHCHT OT MCTOPHN HANPMKEHAs W Jehopmammt. XapaKTepncTi-
veckolf YepTolt MOJENY SBICTCH NOARBNCHAS B HOl, TOCHe COBEPIICHEOH pasrpy3kd, OCTATOYHOTC
COCTOAHMS CAMO-HANIPSDKCHEH, BMIHBAIOINHEX HATNBHCUITTS Ac(GOpMAIIN MOJCINH, COTIACHO WK
TPOTHBONONMKHO ACHOPMALMSIM, BEMBAHHEIM HEPBOH Narpyaxod. JoxaspBastcg TAKKE, CYUIS-
CTBOBANEE IEOMETPHYCCKON OPAMOH HHTePIPSTAIIY TORE/IEHHs MOJIEIH, A1 CIIONCHELX COCTOAHIH
B CHY9AS ALAMHIA TIOBSPXHOCTH INIACTIMHOCTH B NPOCTPAHCTBE AehopMaiii.

S' nmmarzry
ANALYSIS OF AN ELASTIC-VISCOPLASTIC BO_DY

This is a discussion of the behaviour of the rheologic model proposed by I. Kisiel [3], for an
elastic-viscoplastic body. The physical equations are analysed showing that the focation of the
plastic element inside the viscoelastic model leads to considerable difficulties of their formulation
and also to difficulties of analysis of the loading and unloading conditions and the nentral state.
The analysis of the behaviour of the yield surface and the loading conditions is done for a one-
dimensional state, that of pure shear, by means of programs for a given strain rate, stress (creep)
and stress rate. Tt is found that the yield surface, considered to be a generalization of the yield limit
depends on the history of stress and strain. A particular feature of the model is the occurrence,
after complete unloading, of a residual state of self-stress preducing further sirain of the model
in agreement with or opposite to the strain produced by initial stress.

1t is also shown that there is a simple geometrical interpretation of the behaviour of the model
before and after it becomes plastic for composite states if the yicld surface is analysed in the strain
space.
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