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PRZYBLIZONE OBLICZANIE CZESTOSCI SKRETNYCH DRGAN WEASNYCH
PRETA O ZMIENNYM PRZEKROJU

RYSZARD LAVCZKOWSKI (ELBLAG)

Wainiejsze oznaczenia

biezaca wspblrzgdna wzdluz dlugoécl preta w cm, |
amplituda kata skrecania przekroju poprzecznego prgla w rd,
amplifuda momeniu skrecajacego w kG cm,
sztywnosé skrecania przekroju poprzecznego W kG cm?,
moment bezwladnodei masy prgta zastgpczego wzgledem osi
skrecania preta w kG om sek.?,
stala sprezysiofci na skrgeanic prgla Zastgpczego W kG cmyrd
stala sprezystodci katowej podpory w kG cm/frd,
modut Kirchhoffa w kG/em2,
czestosé katowa wosek. 71,

... czestosé w Hz, e
przyépieszenie ziemskie w- cm,’sek 2
cigzar whadciwy w kG/em?.

HQEQ}{

ﬁ%%*ﬁ: oo

1. Zalojenia

Model matematyczny preta Wykonujacego Skt@tne drgania wlasne zbudowano
przy nastgpujacych zalozeniach: , : .

1) drgania’ skrgtne moga by¢ rozwazane mezalezme od drgan gu;tnych

2) érodki $cinania przekrojéw poprzecznych preta leza na prostej zwancj osia
skrecania,

3) drgania skrgine prqta wywoluja obrot pI’ZekiO_]OW poprzecznych okolo osi
skrecania, przy czym przekroje te nie ulégaja znieksztalcenin,

4) sprezysto§é podpdr oddziatywuje wylacznie na odksztalcenia skr¢tne preta
w plaszczyznach prostopadlych do osi skrecania,

5) masy podpér sa skupione na osi skrecania,

6) w rozwazaniach pominigto wplywy zewnetrznego i Wewnqtrznego thumienia.

Pret o ciaglej masie zastapiono wiclomasowym modelem ziozonym z niewazkich
pretéw zastepezych o stalej sztywnosci skrecania € réwnej $redniej arytmetycznej
sziywnobci skrecania przekrojéw brzegowych odcinka preta rzeczywistego. Na le-
wym brzegu kazdego preta zastgpczego umieszczono masg Zastgpezd, ktorej
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biegunowy moment bezwladnosci 7 obliczono jako $rednia arytmetyczng momentéw

bezwladnosei przyleglych odcinkéw. Dlugosci pretow  zastepezych wustala sie

w zaleznodci od ksztatiu preta, rozmieszczenia podpor i elementéw zamocowanych
na precie oraz od wymaganej dokladnodci

0 obliczen. Opisany model obliczeniowy
przedstawiono na rys. 1.
Co |G| 1Ayl ol -
I e

2. Macierzowe rownanie skretnych drgan wlasnych

I, L b Ieq Iy Ij1 Do dalszych rozwazan przyieto pret
pokazany na rys. 2. Jest to niewazki
odcinek k — 1 o stalej sztywnosci skrgea-
nia Ci_1. Na jego lewym brzegu znajduje si¢ podpora spreZysta oraz masa zastgp-
cza o momencie bezwladnosci fy_q, ktéry jest réwny Sredniej arytmetyczned
momentéw bezwladnosci odeinkéw k —2 1k — L

i @

Rys. 1. Schemat modelu obliczeniowego

My by My
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Rys. 2. Pret zastgpezy k—1

Oddzialywanie odrzuconych czesei preta zastapiono momentami skrgcajacymi
My_q i My, ktére na rys. 2 zaznaczono jako dodatnie. Z zasady d’Alemberta otrzy-
mano réwpanie

@2n - My = My_1+Tg-1 Op-1 0% — vy B
7. elementarnego kursu wytrzymatoSci materialéw znana jest zalezno$é

MkAx;c_l

Cr-1

22 O = Op_1 —
Podstawiajac réwnanie (2.1) do (2.2) i wprowadzajac oznaczenie ¢x..; = Axp_1/Cr_1
otrzymano nastgpujacy uklad réwnan:

Op = (Il —cxq Tp—1 p2+eeo17e-1) Or—t — cx—1 Mi—1,

My = (lg1 p* — rp-1) On—1+Mi_y.

'
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© ‘W zapisie macierzowym ma on postaé
(2.3) &p = ex—1 V-1 Ax-1,
gdzie sp = [0, M]x oznacza wektor amplitud w przekroju k,

1 —clp?2  Ip?
k-1

Aki:[ —c 1

macierz preta zastepezego (k — 1),

1 —
V.’G—i "" [0 ljlk..-l

macierz sprezystosci podpory. Jeieli w rozwazanym przekroju nie ma podpory,
wowcezas nalezy przyja¢ r = 0.

Za pomoca réwnania (2.3) moZna okresli¢ wektor amplitud w przekroju £,
jefli jest znany wektor w przekroju & — 1. Dla odeinka & mozna napisaé analogicz-
ne réwnanie

(24) €4l = &k ViAzg.
Podstawiajac (2.3) do (2.4) otrzymano
E4) = 8—1 Vi1 Ap-1 Vi A
Dla przekroju n-+1t bedzie wiec
Ex4] — BE—1 ” Vi Ay
i=k—1

Jezeli obliczenia zacznie si¢ od lewego brzegu prgta i zakofczy na prawym, to
ostatnia zaleZno$¢ przyjmie postac

2.5) 8j = & X,

gdzie sy = [0y, My] oznacza lewy wektor brzegowy, & = [0;, M;] prawy wektor
§—-1

brzegowy oraz X =[] V;A; macierz przejécia,
i=0

W obliczeniach nalezy przyjmowaé za ¥V macierz jednostkows, poniewaz wplyw
podpory na lewym brzegu preta zostal juz uwzgledniony w zy. Podobnie wektor
g; uwzglednia wplyw podpory na prawym brzegu preta. Ostatnim czynnikiem
iloczynu X jest macierz odeinkowa A;_q, dla kt6rej nalezy obliczyé £;_q jako sumg
polowy momentu bezwladnosci preta j— 2 i calkowitego momentu bezwladnoécel
preta j — L. '

Macierz przejscia jest macierza kwadratowa drugiego stopnia o postaci

& A
Xm[Xs X4].

Réwnanie (2.5) nazwano macierzowym téwnaniem skrginych drgan wlasnych.
Dla - okreflonych warunkéw brzegowych jest ono spehione tylko dla czegstosci
wlasnych py.
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3, Réwnanie czestosei wlasnych

Po wykonaniu mposenia wektora &o PIZez macierz X téwnanie (2.5) przyjmic

postac e e - o
[8;, M = (0o X1--Mo X3, fip Xp+ Mo X4}

Pordéwnujac odpowiednie elementy macierzy wiérszéwyéh i podstawiajac zaleZznosei
M; = r; 0; oraz Mg = —rg By otrzymano nastepujacy uklad roéwnan:

0y = B(Xy — 10 X3) T 8; = 0q(Xz — ro Xq)-
Drzielac réwngni.a stronami uzyskgﬁ o PO przeksztalqepiu ;6wnanie czestodel wiasnych
3.1 F(p) = ri(Xy — roX3) — Xptro Xy =10,

Réwnanie o nie zalezy od geometrycznych- warunkéw brzegowych 0 i 04, natomiast
istotnie wplywaja na nie wartodcl g 1 s W praktycznych zastosowaniach rozwaza
sie czgsto uktady, w ktorych stale sprezystoscl podpbr przyjmuja graniczne wartoéci:
zero lub nieskoficzonost. W tablicy 1 zestawiono r6éwnania czestosci otrzymanc
ze wzoru (3.1) dla réznych warank6w brzegowych. ‘

Tablica 1. Szczegblne przypadki rownania czestosci

L Schemat Warunki brzegowe 6 ] -
1 H | robo (01| re0; lreln ri (X170 i’ 330} 'if 2 -;
2 éi fo 0 By w165 0| HX1—X2 =0

3 ' E“_—'—_ 60 Fo G 9; 0 Fo 0!l ro Xag—'Xz =0

i'jX3~—X4=O

roXs—X¥1=0

Xs =0
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Roéwnanie (3.1) jest spelnione tylko dla czestosci wlasnych py obliczanego
vktadu, tzn. . : - . :

F(P) =0 dla == Pws

F(p) #£0 dla p# py

Obliczajac dla réinych czestoéei p wartoéci funkeji F (p), mo#na wyznaczyé z pewna
dokladnoécia jej miejsca zerowe, ktérym odpowiadaja poszukiwane czestosci wlasne.
Na rysunku 3 pokazano wykres funkcji F(p) wyznaczonej przy obliczaniu drgan
skretnych walu turbiny parowej.

Hp}

a5

; —
5 By W05y i

-05tF

Rys. 3. Wykres fuﬁkcji czestosci F(p)

Za pomocg wzorn (2.3) mozna obliczyé w kazdym przekroju preta wektory
amplitud & dla odpowiednich czgstosci wiasnych. W tym celu nalezy zaczgé oblicze-
nia od lewego brzegu preta przyjmujac dla 6; lub M, dowolna warto$¢. Przechodzac
kolejno od przekroju do przekroju mojsia okreslié wzgledny rozklad ¢ i M wzduz
preta drgajacego z czgstoScia wlasng.

4, Mefoda obliczes na elektronicznych maszynach cyfrowych

Prrzedstawiona metoda obliczeniowa, zwana "dalej macierzowa, wymaga wy-
konania bardzo wiclu dzialafi matematycznych. W takich przypadkach wspélczesna
technika obliczeniowa stosuje elekironiczne maszyny cyfrowe. Na rysunku 4 poka-
zano schemat logiczny, wedtug ktdrego mozna opracowaé program opisanych obli-
czen dla kazdej maszyny cyfrowsi.

Maszyna oblicza wartofci funkeji F(p) dla czestodel wybieranych z ustalonego
preedziatu [p, pmax]. Obliczenia sa wykonywane w petli I az do zmiany znaku
funkeji F(p). Od tej chwili zaczynaja si¢ w petli II obliczenia kolejnych przyblizen
czestosci wlasnych p® za pomoca reguly falsi. Wyjécie z petli IT nastepuje, jezeli
[P0 — o < pp, gdzie p jest dopuszezalnym bigdem wrzglednym. Obliczona



700 RYSZARD LACZKOWSKI
w ten spos6b czgstosé wlasna pﬁ? = p(“’” jest drukowana na ta$mie wynikow.
Nastepnic maszyna oblicza i drukuje katy skrecania i momenty dla kazdego przekro-
ju preta. Jezeli obliczona czestosé wlasna P < pmas, to maszyna otrzymuje rozkaz
obliczenia nastepnej czestosci wlasnej w petli IIL Jezeli warunek ten nie jest spet-

niony, maszyna koficzy obliczenia.

Start

]
Wiorowadzenie
danych

]
P=Po
i
Obliczenie F(pg)

o 1

Lo e 3

Pn=pgtnip
n=12,..

]
Obliczenie F{pa)

i (]

F(Pn)F[Pn-'l) <@
nie ] tak
] —
Pr > Pmax Obliczenie p'®! ]
e | Tk wy requly falst
[ ]
| Stop l lp{sﬂ)_P(SF\ »up {s)
n]'e } tak
[ | I
Druk czestosci
wiasnej p,{{

]

Obliczenie 87 M
dia p{p)

]
Druk 8i M
]
P w ¥ Pmax
nie | tak
- ¥ !
Stop

Petia T

(532)

Petia I

Do obiiczenia kolejnego
preyblizenia p

Petia IT

D0 obliczenia nastepne] czgstosci wiasnej ply* "

Rys. 4. Schemat logiczny obliczef numerycznych
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Dla przedstawionego algorytmu opracowano w OSrodku Badawczym Zakladow
Mechanicznych w Elblagu program dla maszyny cyfrowej Elliot 803. Obejmuije
on wszystkie warunki brzegowe podane w tablicy 1. Za pomocg tego programu
wykonuje si¢ najczedcicj obliczenia drgaf skregtaych lopatek turbinowych i wirnikéw
turbin przektadniowych.

5. Dokiadno§é metody

Blad metody macierzowej okre§lono dla preta o stalym przekroju kotowym
i dtugoéci [ = 40 cm, '

Wiadomo, e czgstosé skretnych drgan wlasnych preta o stalym przekroju
mo#na obliczy¢é za pomocd WZOTU

kK Vc
f#Zs'&l Y e

gdzie T oznacza moment bezwladnosci masy 1 em diugosci preia wzgledem osi
skrecania w kGsek.2, k pierwiastek réwnania czestodel.

Dla przekroju okraglego C = GJ. Poniewaz T =Jylg, przeto wrzdr ostatni
przyjmuje postac

| 7 _ k Gg
5.1) =V

7 ostatniego wzorn wynika, Ze czgsto$é wlasna nie zalezy od érednicy preta, lecz
tylko od jego diugoéci i whasnosci mechanicznych materialu. Do obliczen przyjeto
material, dla kiérego G = 0,8:-106 kGfem? i yfg = 0,8 - 10-3 kGem~4 sek2.
Zatozono, e pfqt jest na je'élnym koficu zamocowany sztywno, a na drugim
swobodnie. Dla takich warunkéw brzegowych pierwiastek réwnania czestodel k

Tablica 2. Zaleznosé bledu obliczeniowego od ilofei prefdw zastepezych

Cresto$é I rzedu w Hz Crestosé M rzedu w Hz

Tlo&é obliczona Blad obliczona Blad

odcinkow i ) metoda w % i ) metoda w %
analityczale macierzows analityczaie | yacierzowa

10 2052 3,85 6099 2,88

20 2001 1,27 . 5989 1.03

1976 5528
40 2001 1,27 6001 1,23
80 1989 0,66 5966 0,64

Rozprawy Imzynierskie — 8
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preyjmuje wartosei (n — 1/2) 7, gdzie n jest liczbg naturalna. Czestosel wiasne
obliczone wzorem (5.1} dlan = lin =2 maja wartoéci f1 = 1976 Hzi f3 = 5928 Hz.

Ten sam pret obliczono metoda macierzowa za pomoca maszyny cyfrowej
Elliot 803. W tablicy 2 zestawiono wyniki otrzymane dla réZnej ilodei podziatow
dhugodci preta oraz podano bledy wzgledne w odniesienin do wyniku oirzymanego
wezorem (5.1). Wynika stad, ze czestodel obliczone metoda macierzows sa nieznacznie
wyzsze od wartosci doktadnej, przy czym podzial na 20 odcinkéw daje juZz wystar-

czajaca dokladnosé obliczefi, okresiong blgdem wzglednym 1,3%.

Tablica 3. Zaleinoit blgdu obliczeniowego od warunkéw brzegowych

Schemat Czgsiosé I rzedu w Hz obliczona

podparcia analitycznie | meioda macierzowa

E i 1258 1262 103
2’: 05t 3 2441 2500 +2,4

’ 2793 2761 —1,1

Blad w %

7 / 4491 4438 =

W tablicy 3 zestawiono wyniki obliczefi czestosci skretnych drgad whasnych
wyzej opisanego preta dla czterech wariantow podparcia. Stata sprezystoscei podpory
wynosi w kazdym przypadku r = 105 kGem/rd. Pret dzielono za kazdym razem na
20 odcinkéw zastepczych. Z tablicy wynika, ze wzgledny blad obliczen numeryeznych
w pordwnaniy z wynikami analitycznymi [1] nie przekracza 2.4%.

6. Przyklad zastosowania metody macierzowej

Jako przykiad wybrane obliczenia lopatki turbinowej o nastegpujacych danych:

dipgo$é piora lopatki I==176,5 cm,
gestost materiaku ‘ y — 8.10~6 kGem~4 sek.?,
modut Kirchhoffa G = 0,858-106 kGfom?,
pole przekroju poprzecznego por. F(x) na 1ys. 3,
minimalny moment bezwladnosei przekroju poprzecznego por, I (x) na rys. 5,
maksymalny moment bezwiladnodci przekroju poprzecznego por. I {x) na 1ys. 3,
odlegtosé srodka $cinania od Srodka cigzlkogel przekroju

POPrZecziego : ’ por. fi (x) na rys. 6,
sztywnos¢ skrecania przekroju poprzecznego : por. € (x) na rys. 6.

Wartodci A (x) i C(x) obliczono metoda opisana w pracy [2].
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Rys. 5. Wykresy I1, I; i F dla lopatki turbinowej o dhigodei 765 mm
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Rys. 6, Wykiésy C(x) i (x) dla lopatki turbiriowej o dhugosci 765 mm
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W zalozeniach przyjeto, Ze w czasic drgah skretnych kazdy przekrdj poprzeszny
obraca si¢ wokét swojego §rodka Scinania. Wzglgdem tego punktu nalezy obliczyé
biegunowy moment bezwladnoei przekroju. Jest on okreSlony znanym wzorem

Iy = I+ L+ Fi2,

Moment bezwladnoei odcinka zastepczego wzglgdem osi skrecania bedzie
réwny I = I, Axp, gdzie I, oznacza Srednig arytmetyczna wartoci momentow
bezwladnosci f; na brzegach odcinka zastgpczego.

Dla obliczer przyjgto model matematyczny umieszczony w tablicy 1 pod po-
zycja 7. Piéro obliczanej fopatki podziclono na 40 odcinkéw zastgpezych. Dla
kazdego 7 tych odcinkéw obliczono moment bezwladnosci £ oraz §rednig sztywnos¢
skrecania C. Otrzymane w ten spos6b dane postuzyly do obliczenia czgstoscl wlasnych
i wzglednych linii skrecania pokazanych na r1ys. 7.

PR | P SRR | - -
02 T4 a8 10 X/ F-1813 Hz

02 UE" ag o4 /0
el e Jamns - =61 Hz
\/ X/l 2 1

G2
" N L L N i
——— %/ w\ v el

Rys. 7. Czgstodei wlasne 1 wzglgdne linie skrgeania lopatki turbinowej o dlugodei 765 mm

Obliczono réwniez skretne drgania wlasne topatek polaczonych dwoma drutami
o frednicy d = 1,2 em, umieszczonych na wysokosciach /; = 32,0 ecm i b = 72,5
em od podstawy pidra. Rozwazane lopatki s mocowane na tarczy wirnikowej
i lgczone drutami zamknietymi w nieprzerwany krag. MoZna wéwezas przyjad,
?e kazda lopatka drga w identycznych warunkach. Dzigki temu drgania calego



OBLICZANIE CZESTOSCI DRGAN SKRETNYCH PRETA O ZMIENNYM PRZEKROJU 705

gy

Bruf ¢ 12cm

. — : — £=380H:
o . 06 08 N@ ¥/l !

}
!

. |
|
!

0%2 Gi4 !‘ .
. i 1 po =
2 - A5 o = T045 HZ

x/1

4,2 4 /\
. . L L v - [3=813,7 Hz

(O e m— 08 0g 10 x/!——

Rys. 8. Crestodci wlasne i wzgledne linie skrecania pakietn topatek o dlugosci 765 mm

wiefica lopatek mozna zastapi¢ drganiami pojedynczej fopatki usztywnionej odcin-
kami drutéw o dlugoéciach réwnych odpowiednim podziatkom. State sprezystoscei
drutéw obliczono wedtug [3] wzorem
‘ 12E4 14 Ra
Fg = — 777
ta
gdzie Eq oznacza modut Younga drutu w kG/em?, /g moment bezwladnosei przekro-
ju poprzecznego drutu wzgledem $rednicy w cm?, fg podziatke drutn w cm oraz
Rq wspblezynnik sprezystosci polaczenia drutu z topatka 31
W rozwazanym przypadku stale spreZystosci wynosily: “dla drutu dolnego
4,46.105 kGem/rd i dla drutu gérnego 6,34-105 kGem/rd.
Na rysunku 8 podano czestosci wlasne i wzgledne linie skrecania obliczone
dla wyzej opisanego pakictu fopatek. '
W tablicy 4 zestawiono obliczone. czgstosci skrgtnych drgaf wiasnych topatki
i pakietu oraz poréwnano te ostatnie z wynikami eksperymentalnymi.
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Tablica 4. Zestawienie obliczonych i pomierzonych czgstoscl wlasnych lo-
patki i pakietu

Crgstosel whsne w Bz | 1 ‘I T
obliczone dla lopatki 187 416 599
obliczone dla pakietu 389 704 913
pomierzone dla pakietu - 357—-3%4 663 =
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PecaomMe

KPYTIILHBIE, COBCTBEHHLIE KONESAHWA
MEOTOONOPHOTG CTEPXKHS NEPEMEHHOTO CEYEHHS

B macTomuei paGoTe PACCMATPHBAIOTCHE KPYTHIIBHEIC coGeTBenEe KOoneGaHul ICPEMEHEOTO
CEYCHMA C TIPOMIBOGIEHEIM XOIHYCCTBOM YIPYIHER onop. CIUIOMEOH CTEPXeHb 34MEHEH JHCKpeT-
HOH MOBENBIo, AT KOTOPOM BEBOAHTCH Manuqu'e ypapHeHus COOCTBEHHEX xonmebamit, s -
PAIHEIX KPACELIX YCIOBUI IOMYYaIoTCH YPaBHCHHA AETOTHI, HYJEBEE TOYKA XOTOPHIX ABIUTOTCH
COGCTECHELMM JACTOTAMI, JASTCS METOJ] PAcHeTa 3THX 4ACTOT M COOTBEICTBYIONHK HM OTHO-
CATEbHBIX JHMHMH XpyueHWs, OPMBOAA Taxke HOTHUECKYED CXeMY DacueTa JUi JICKTPOHHBEX
W POBEIX MAILWH, ONpPefeseTes TOTPENIHOCTD MATPHYHOIC METO/A B 3ARMCHMOCTH OT KPacshlk
YCIOBEA M OT KONHMHMECTBA OTPE3KOB, HA KOTOPHIC PABIEIACTCS YIOMHYTBIH CTeDKOHD. B xavyecTBe
OpHMEP# ARIOTCA PEe3YTLTATHL PAcyeTa kpymm,mzm cobeTrenyrx xomeGanmit nonaTkn vypOAHEEL,
KOTOPKIE: CPABHUBAOTOR ¢ 2KCHCPIMELI FANbHEIMM, : SR

. Summary - R .
NATURAL TORSIONAL VIBRATION OF. A BAR WITH
VARIABLE SECTION, RESTING ON AN ARBITRARY

NUMBER OF SUPPORTS

The supports mentioned in the title are assumed o be clastic, The continuous bar is replaced
by a model composed of many masses for which the matrix equation of natural vibration'is derived,
For various boundary conditions frequency equationsare obtained the zeros determining the natural’
frequencies. A methed for qemput_ing these Trequencies as well as the corresponding relative torsign\
lines is described a computation scheme being also_given for an’ electronic digital computer, The
error of the matrix method is determined in function of the boundary conditions and the nutnber
of segments into which the bar has been divided. As.am example the results of computation of
natural torsional. vibrations of a turbine blade, are -confronted with experimental. methods..
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