ROZPRAWY INZYNIERSKIE
4, 15 (1967

PLASKIE STANY OSRODKGW PLASTYCZNYCH
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1, Wstep

Do opisu zachowania sie ofrodkéw ciaglych w rdZnych procesach dynamicznych
uzywa sig czesto ukladéw krzywoliniowych, ktérych linie wspdtrzednych pokrywaja
sie z pewnymi liniami w przestrzeni, okreSlonymi przez kinematyke osrodka (linie
pradu, tory czastek i in.), bad? tez przez stan napreZenia (trajektorie naprezen glow-
nych itp.). Konkretny problem brzegowy mozé 1é6wnies narzuci¢ dogodny w danym
przypadku ukiad wspohrzednych. Wreszcie, tak jak ma to migjsce W teorii plastycz-
noéci, na wybor odpowiedniego ukladu do badania ogolnych zaleznosol wplywaé
moZe bezposrednio model materiaha,

W apalizic plaskiego stanu odksztalcenia ofrodka idealnie plastycznego, po-
zostajacego w réwnowadze granicznej badz tez w stanie quasi-statycznego plyniecia,
wazng rolg odgrywaja ortogonalne uklady walcowe. Celowosé i efektywnodé wpro-
wadzania takich ukladéw wynika z faktu, Ze w ofrodku wyréznié moZna wéwezas
dwie ortogonalne rodziny powierzchni walcowych o okreflonym sensie fizycznym
zwane powierzchniami poélizgu. Roéwnania tych powierzchni w odpowiednio
dobranych wspoirzednych walcowych sa zarazem réwnaniami charakterystyk
ukladu rownan réwnowagi ofrodka, bedacego ukladem czastkowych réwnan
quasi-liniowych typu hiperbolicznego (por. [L]). Przyjecie walcowego ukfadu orto-
gonalnego, w ktérym dwie rodziny powierzchni wspohrzednych pokrywaja sie
z rodzinami powierzchni poélizgu, a trzecia jest rodzing praszezyzn réwnoleglych,
ulatwia oirzymanie szeregu interesujacych wynikdw w ogbinej analizie, jak tez
i w konkretnych problemach brzegowych, por. [1].

W przypadku plaskiego stanu odksztalcenia kohezyinego ofrodka sypkiego,
bedacego vogdlnieniem wspomniatiego wyzej modelu, powierzchnie poslizgu i cha-
rakterystyki przecinaja si¢ pod stalym katem zaleznym od stalej materlaiowej i roZ-
nym na ogdl od prostego. Do badania tego przypadku predestynowane s zatem
krzywoliniowe ukiady walcowe, w kidrych dW1e rodzmy powmrzchm wspo}erdnych
przecinaja si¢ pod ustalonym. katem. '

Wracajac do modelu ofrodka idealnie plastycznego, w przypadku plaskiego
stanu napreZenia w obszarach hiperboliczno$ci problemu, mamy do czynienia
z mieortogonalng siatka charakterystyk, w ktérej kat, pod ktorym przecinaja sig¢
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krzywe siatki, jest zmienny w obszarze. To stanowi przestanke do zastosowania
tu krzywoliniowego walcowego uktadu wspdlrzednych w jego najbardziej ogdlnej
postaci,

W pierwszym z wymienionych tu trzech zagadniefi teorii plastycznodci problem
wykorzystania geometrycznych whadciwosci uktadow ortogonalnych zostal szeroko
opracowany w pracy [1]. Celem ninigjszej pracy jest zbadanie mozliwosci wyko-
rzystania tychie wlasnoém nleortogonalnych uktadow krzywolmlowych do analizy
ogdlnych standw plask1ch ofrodkéw plastycznych zawierajacych jako przypadki
szezegOlne wszystkie podane wylkej zagadnienia. Podstawowe rOwnania zostana
napisane w postaci niezmienniczej wzgledem zmiany parametryzacii uktady wspéhk
rzednych, po c¢zym przedstawiona zostapie proponowana metoda otrzymywania
zwiazkéw wzdiuz charakterystyk w przypadku stacjonarpego quasi-statycznego
plyniecia nicjednorodnych ofrodkéw sztywno-plastycznych bez wzmocnienia.

2. Wlasnoéei geometryczne ukladow walcowych

Walcowe uklady wspélrzednych krzywoliniowych sa okreslone transformacja
(A.29) podana w Dodatku A, ktéry zawiera takze podstawowe oznaczenia, jakie
beda tu dalej stosowane.

Analiza geometrii ukladéw walcowych sprowadza sig do badanpia geometrycznych
whasno$ci rodzin linii #! i aqz lesiacych w dowolnej plaszczyZnie #3 = x* = const.
Rodziny te nazywaé bedziemy meortogonalnq siatka, krzywoliniowa. ‘

W kazdym punkcie przestrzeni (plaszezyzny 73 = x3 == const) 7 dang siatka
zwmczane sq trzy wielkosci skalarne, majace okreélony sens geometryczny Sa to
kat ¢ pomlfgdzy liniami %! i %2 oraz odpowiednic krzywizny Ky i K tych linii.

Kat y pomigdzy liniami wspotrzednych jest to kat mlf;dzy styczoymi do nich
wektoraml lokalnej bazy 3 i 92; na podstawie deﬁmcp 110czynu skalarnego oraz
(A. 13) i (A.32) mamy

33 812 ) g
(2.1) p==arccos ———— = arcCos ———= = Ar¢sin g

,»  O<yp<m.
l 1” 3| 1/g11g22 81182

Krzywizny Ky i K3, okre$lone na podstawie znanej definicji krzywizny k1zywé3
plaskie], wobec (A.9), (A.24), (A.31), (A.32) i (A. 35), Wyrazajq sie przez sktadowe
tensora metrycznego w sposob pastepuiacy:

@2 Ky = l/(al TR QurP — O o . Ve, Fﬁ
(01 T ()1 [)3' | gll ]/g_ll

(2.3) K= (‘)2 TR (01 — 027+ 021 Ve -
(91 - 027)° 8u2 ]/822

Jak latwo sprawdzié, v, K; i K, sa wielkodciami gco_met:rycznymi zwigzapymi
z ukladem wspélrzednych (por. Dodatek B, definicja 1).
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Woprowadzimy obecnie operatory

1 1

2.4 D= —0,= 7—0, a=]l, 2,

majace sens pochodnej kierunkowej w kierunku wektora lokalne] bazy s, Operacia
tak zdefiniowanego réZniczkowania jest niezmiennicza wzgledem zmiany parametry-
zacji uktadu wspélzednych (Dodatek B), natomiast nie _]est na ogol operacja prze-
mienng, mamy bowiem .

@5) Dy(Dp) — Dy(D) = Dy(In ¥/ gag) D — Du(inV g55) Dy -
Stosujac operacie (2.4) do kata p otrzymujemy '

(2.6) - Dyy=

(812822 02 811" — 2811822 0 812+ 8128170 822),

281182 ]/ggm .
a= 1,2,

Wobec (A.35) moZna (2.6) przedstawié w postaci

Ve

2.7 Diypy=— —:(§11P1z+gzzfu)
£11822 l/gu
oraz
o Ve
(2.8} Dy = —

—"““'—‘:(gzzplz‘!‘gllpzz)
81182 1/8'22 _

Wzory (2.2), (2.3), 2. 7) i (2.8) pozwalajg na wyrugowanie pochodnych sklado-
wych tensora metryeznego, wystgpujacych w. szeSciu spofréd oSmiu niezerowych
symboli Christoffela IT rodzaju (A.35):

(2-.9) | ‘ i = 3'11_%;*1_1 K,

@.10) B g”—l/é@ K,

Q.11 hy=Ty=— @%{;—;(KI +Dy 9),
AR

(2-12). =13 = - %V_]%E(Kz—l_l.)é ).

Symboli I'q i I'zz.nie udaje si¢ w podobny sposéb przedstawié; gdyby bowiem
taka mozliwo$¢ istniala, to musialaby zachodzi¢ takZe i dla szczegdlnego przypadku
siatki ortogonalnej, dla ktérej dla v = m/2 mamy

{2.13) g12=0, g=gngn P.yp=0.
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- Wowezas
It ! 9 Iz ! i)
_ ——— g N TS rre——
11 2841 1811 22 282 2 822

powinnyby wyrazaé sie przez wielkosci

1
=081, Kp= — ———— 18,
2g1 l/gzz 282V 811

co jest, jak widaé, na ogdl niemozliwe.

Kl";—

Krzywizny linii wspélrzednych ukladu walcowego zwiazane sq z praukiadem
kartezjafiskim w spos6b nastepujacy:

Niech y oznacza kat pomiedzy osig x1 praukladu a wektorem lokalnej bazy
3; mierzony od kierunku x!:

(2.14) cx = L (g, ).
Kat migdzy osiag x! a wektorem 3, b@dzm zatem rowny
2.15) <€ (g, 92) = 2+

Krzywizny linii wspolrzednych 5! i %2 wyrazaja si¢ przez odpowiednie pochodne
wprowadzonych wyZej katéw (por. [1] dla siatek ortogonalnych):

2.16) Ki=Dig K =—D;(+v).

3. Operacje rézniczkowe w ukladach walcowych -

3.1, Gradient pola skalarnego. Niech bedzie dane pole skalarme U = U@, n2). Gradient
tego pola f=f, a% == fun . jest zdefiniowany w sposéb nastgpujacy:

(3.1) So=0, U,

Skiadowe f obliczamy z rownodci f% = g“-ﬁjg; wobec (A.33) mamy wiec
1 1 '
(3.2) ft= ;(gzz WU —grz0l), [fI= - o U—grdhl), fi=0
Odpowiednic skladowe fizyczne wobe;:: (B.14), (2.1) i (2.4) przedstawiajg sie jak nidej:

(3.3) Fl=

1
F2 = — > —cosyp D U), F3=
sin!

v
‘

Pole skalarne U nazywamy potencialem pola wektorowego f.

3.2, Pochoina kowarianina pola wektorowego. Rozniczkowanic kowarianine pola  wekio-
rowego q =4d (', %2) jest operacja, w wyniku kiérei otrzymujemy pole tensorowe drugiego
rzedu P = V_gf 9% 93, gdzie reprezentacia. V47 zdefiniowana jest w sposdb nastepujacy:

(3.4) V. = o0, T
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Wprowadzajae zgodnie 7 (B.14) skladowe fizyerne O™ wektora q i zakladajac, e pole wektoro-
we jest plaskie (g3 = 0), (3.4) mozna przedstawié¢ w postaci

1 1
Epp 28531/ Byp ‘
1
+ =0 Pgl t Q2T (bez sumowania).
g &2

Z vwagi na (2.1), (2.4) i (2.9)— (2:12) otrzymujerny

B |
Vigt=D0'— Q" Ky ctgy —— Q2 (K, +Dy ),
siny
' g11 1 _
Vagq2 = — D02+ — LK 02 (K D) etgy ],
g2 siny

£ 1
Vagl = ]/ °% [Dz Q! § —— Q2 K+ Q1 (Kp -+ Doy} otg w] ,
£11 sinyp

1
quz:DzQZ—QZchngJH@Ql(K2+D2!P)-‘

(3.6}

3.3. Pochodna materialna. Dotychczas wprowadzone pojgcia byly natury czysto geometry-
cznej. W punkeie tym po raz pierwszy do naszych rozwazan wkracza mechanika ofrodka cig-
glego. )

Zalwmy, ze mamy do czynienia z eulerowskim opisem ruchu ofrodka ciaglego. Opis ten do-
konywany jest za pomoca pol skalarnych, wektorowych b tensorowych, informujacych o tym,
ze w danej chwili czastka materialna zajmujaca dane polozenie w przestrzeni ma okreslona wlasnosé
skalarna (np. ggstosc), wektorows (np. predkosé) lub tensorowa (up. naprezenie).

Pola te moga zatem opisywaé pewne wlasnosci materialowe i charakteryzowaé proces termody-
namiczny, ktéremu podlega ofrodek. Nasuwajacy sig tu problem «oblektywnosm materlalne]»
opisu nie bedzie mial jednak bezposredniego wplywu na dalsze rozwazania.

Niechaj

G0 W = WL % ) = W o, o,

bedzie pewnym polem tensorowym o dowolnej walencji opisujacym w sposob éulerowski pewng
wlasno§¢ zwigzang z danym procesem ruchu oSrodka, w ktérym pole predkosci jest

3.8) : ¥ = V(L ) = o,
Pole (3.8) jest zatem pewnym wyréznionym polem z pol (3.7).

Pochodna materialna pola w jest nowym polem tensorowym s o tej samej walencji zdefiniowa-
nym w sposéb nastgpujacy:

(3.9) ' § =W =¥, 3, = (3 wer+ed Vg wer)o, 3,

gdzie kropka oznacza «rézniczkowanie materialne», a symbol dp réiniczkowanie czastkowe wzgle-
dem czasu.

W dalszych punktach .ograniczymy si¢ do plaskich pél (3.7), tzn. takich, Ze
{3.10) w=wi{t,nl,n2), we¥=0,
jezeli jakikolwiek indeks jest tréjka.
Niech ¢ bedzie pewnym polem skalarnym z klasy (3.10). Zgodnie z definicja (3.9) mamy
(3.11) ¢ = do g% 0y 0.
Wobec (B.13) i (2.4) po wprowadzeniu ujednoliconego oznaczenia
(3.12) Dy =dy
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mozemy: (3.11) przedstawi¢ w postaci mezmsenmczej wzgledem zmlany parametryzaci uk%adu
Wspolrzqdnych .

G139 é=Dw+WDw+Wme

Niech q bedzie pewnym polem wcktorowym z klasy (3.10), a p = { polem powstalym przez
rézniczkowanie materiale

Gl P = 4% = 0 g%+l V1 q¥+0? V3 g%,
Wprowadzajac skladowe fizyczne Pm wektora p oraz P wektora predkodei v wobec (3. 6)
(3.12) mamy: .
ﬂ=ma+mm@+mm@—

(3.15) — 5@ {VHQ! Ky cos -+ Q2 (Ky+D1 )] — V2[Q? K2+Q1 (K21-Dj ) cos 1},

Pr=Dy Q2+ VDL Q2+ V2D, Q2 +

1
+ Gy (V10! K +Q2 (K1 +Dy ) cos pl — V2 [QL (Kz-+D3 )+ K; cos v},

gdzie O™ sa skladowymi fizycznymi wektora q.
W sposOb analogiczny mozZna otrzymad wzory na «skladowe fizyczne» pochodnych material-
nych pdl tensorowych wyZszych rzgdow. -

4, Plaskie procesy dynamiczne

4.1. Wprowadzenie. Proces dynamiczny dowolnego ofrodka scharakteryzowany
jest przez nastgpujace pola tensorowe: pole tensorowe naprezenia T, pole skalarne
gostodei p, pole wektorowe sit masowych f oraz przez pole wektorowe predkosci v.

Pola T =1t"3,95, p,f=f%3,, V= 0%3, powinny spelniaé nastepujace zwiazki,
dostarczajace 10 téwnafi na 10 wielkosci poszukiwanych (skladowe T i v oraz o;
zakladamy, ze pole f sit masowych jest dane):

1. Réwnania ruchu (por. [2D): ) _
@n S Y I g?+gfu¥ga“,
gdzie a* sa skladowymi wektora przysi)ieSZeh.ia‘:

(4.2) ‘ . a=v.
2. P;'awo zachowania masy (por. [2]):
4.3) _ o--oVe* = 0.

3. Tensorowe rownanie konstytutywne materialu. Ze wezgledu na indywidualny
charakter rownan konstytutywnych nie bedziemy ich tu doktadniej omawiaé.
W dalszej czesci pracy zajmiemy si¢ ofrodkami sztywno-plastycznymi bez wzmoc-
nienia, ktérych réwnania konstytutywne daja zawsze pewien warunek na tensor
“napreZenia T, zwany warunkiem  plastycznoSei. Ot6z bedziemy wykorzystywaé
' am jedynie sam fakt istnienia tego warunku, sprawe postaci réwnania’konstytutyw-
lego pozostawigjae nadal otwarta.
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Proces dynamiczny nazywamy plaskim, jezeli istnieje taki uklad walcowy,
w ktorym T = T (g1, %?); przy czym sktadowe zawierajace jako jeden z indekséw
tréjke sa zerami, natormiast 133 = =1, = ty3 = T, gdzie T™ jest trzecim
7 napreZeq gléwnych 1%, T, T (por p. 44); 0 = o (nl, 12); £ = F (L, n2), przy
czym f3 = f3 = 0; v = v (1, 7?), przy czym 23 =03 =0.

42, Réwnania rucha w p]asimn procesio dymamicaaym. Uklad réwnan ruchu (4.0)
w przypadku plaskrego procesu dyna.micznego przybiera nast@pu_]acq rozwinieta
postaé:
0 t11+-0; f12+t“(2r11+1112)+312 (31112“1‘ )12 Fz’zﬂ:@fi =

= p [0 o121 3) o1 029y w1 (o) I}y 1201 0217 +( 222 L],

0p 240y 1242 QI+ TR+ BT+ L+ AL T +ef2 =
= p[0g D2+ 01 0y 92102 9y 02 (V1R T 201 021, (v2)2I'%].

(4.4)

W my§l (B.17); ; wprowadzimy obecnie sktadowe fizyczne TM" tensora napreZenia T.
Wobec (A.33) mamy: :

1
AL =1 —— ]/322 . 2T
1/ g Vg l/g

122 — T2 ——

(4.5
g11

21 = T21 ——
l/ eV g

/ Ve

Z powylZszego widaé, Ze z symetrii tensora T wynika w ukfadach walcowych
rownose: .

@.6) 712 = 721,
co w dowolnych ukladach na ogol nie zachodzi.

Wprowadzamy dalej zgodnie 7 (B.14) skladowe fizyczne F™ 1 ™ wektorow §
iv, a tak’e, zgodnie z definicjami (2.4) i (3.12), operatory Da i Dy.

Wykonujac wszystkie rézniczkowania, wynikajace z wprowadzenia skladowych
fizycznych, a nastepnie wykorzystujac wzory (A.32), (A.33), (2.1) 1 (2.9+2.12),
‘otrzymujemy réwnania ruchu-(4.4) (po pomnozeniu stronami odpowiednio przez
&lgnygn i g/211Y/822) w ich postaci niezmienniczej wzgledem zmiany parametry-
zacji ukladu wspolrzednych:

- Dy (T sin 9)+Dy (T2 sin ) — T [2(K1+Dyy) cos p+(EKa+-D29)] —
— T12[2(K;+Dg y)+cos p Dy yp]+-T2 Kp-Hg sin? p F1 =
4.7 . = o sin p {sin p [Dg P14+ V1D V14-¥2Dy V1] — cos w Ky (V1)2 —
— [(Ky -+ D1y) — cos p(Kz + Day)] V1V2 - K (P22},

Dy (T22 sin ) +Dy (T2 sin y) — T2 [(Ky+D 9)+2 (K- 1Dy ) cos ] —
— T12 [cos D19 +-2 (Ko -+ Dap)l F T Ky +p sin? p F2 =
— g siny {sin v {Dp ¥24-V1D; V24- V2D, V214K (V1P —
— [(Ks-+-Da) — cosp (K +Dy )] 1 2 — cos p Ky (V22
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-'.Warto nadmienié, %e dopiero w polaczeniu z pochodnymi skladowych tensora
-'_."nietrycznego, powstatymi w réwnaniach (4.4) przez téinmiczkowanie zwigzkow
(4.5), mozna bylo si¢ pozby¢ wystepujacych w tych réwnaniach symboli I ir:.

W przypadku, gdy pole sit masowych I ma potencjat U, za F1 i F2 moZna pod-
stawié wyrazenia (3.3). ~

W przypadku procesbéw quasi-statycznych prawe stromy réwnaf (4.7) moga
byé zastapione zerami.

4.3. Prawo zachowania masy w plaskim procesie dyramicznym. Wobec (3.13) i (3.6)
prawo zachowania masy (4.3) w przypadku plaskiego procesu dynamicznego mozZna
przedstawi¢ w postaci

{4.8) DgQ%VlDlg—I-VZ.DzQ—i—Q{D; VipD, Ve —

1

A VI(K; cos p Kt Dy V2L ED p - Kycos «m} o,

4.4, Naprezenia glowne a skiadowe fizyczne tensora naprezenia, W dowolnym punkcie
(11, 112) TozwaZmy stan paprezenia okreslony tensorem T. Skiadowe fizyczne (4.5)
(711, T12, 0), (T2, T2, 0), (0,0, T™) traktowaé moima jako rozklad w unor-
mowanej bazie 3, trzech wektorow przyporzadkowanych przez tensor T werso-
rom bazy 3, (por. Dodatek B).

| B

Rys. 1 )

Zgodnie z teoria tensoréw symetrycznych o walencii 2 istnieje przynajmniej
jeden uklad kierunkéw gléwnych {I, 11, 3}. Reprezenfacja tensora napreZenia
w unormowapym ukladzie ortogonalnym, pokrywajacym si¢ z ukladem kierunkow
gtéwnych (reprezentacja ghéwna), jest macierza diagonalng, ktorej wyrazy i
T nazywamy naprezeniami giéwnymi. Jak wiadomo, wartoei T T2 77 5y
réwnowazne niezmiennikom tensora T. ‘

Wyrazimy obecnie sktadowe fizyczne T#" tensora T przez napreZenia glowne
T' i T Rozwaimy element ofrodka wycigty przez plaszezyzny wspdlrzgdnych
stycznego ukladu afinicznego, przedstawiony na rys. L.
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Oznaczmy przez ¢ kat pomigdzy kierunkiem 3; a kierunkiem pierwszego napre-
Zenia gléwnego 17, mierzony od kierunku a;. Rozpatrujacc rownowcng podelementdw
0 i £2; dochodzimy do zwigzkow

~ TMsing = T'sin? (p — HFTcos2 (p — ),
(4.9) T12 sin 9 = T"sin & sin (y — &) — T* cos & cos (p — D),
722 sin ¢ = TV sin2 9T cos? &,
Wzory (4.9) mozna otrzymaé w sposéb formalny wykorzystujac prawo ienso-

rowej transformacji reprezentacii T™" (Dodatek B} w reprezentacjc glowna
tensora.

5. Plaskie stany oSrodkéw szfywno plastycznych bez wzmocnienia

5.1. Ofrodki plastyczne. Wprowadimy nowy obiekt niezmienniczy — tensor preds
koéci deformacji D: :

6.1 D = d*¥s_ a5

ktorego reprezentacja d* jest zdefiniowana w sposGb nastepujacy
. 1
(52) d? = - (VP Vo),

gdzie V"o jest odpowiednia reprezentacja gradientu predkosei grad v = Ve 2P 3%, =
= V2P 9,95,

Ofrodek sztywno-plastyczny bez wzmocnienia (zwany dalej dla zwigzlodci
ofrodkiem plastycznym) definiujemy przy pomocy rownania konstytutywnego

(5.3) . T=T),

gdzie T oznacza tensor napreZenia, a T (D) jest tensorowa funkcja o wlasnoéciach
nastepujacych (por. [3], zalezno$¢ miedzy dewiatorami):

1. T (D) jest funkcja izotropowa,

2. Funkcja T (D) jest niezalezna od zmiany skali czaso.

Wiasnoéé 2 moina wypowiedzieé¢ inaczej: skladowe tensora napreZenia nie
zalezg od bezwzglednych wielkodci sktadowych temsora predkofci odksztalcenia,
jecz od ich wzajemnych stosunkdw; stad np.

12 g3 g2 qo @
t']ﬁ i tu ( )

.4) J11° Jii® guie gii’ gil

Oznacza to, Ze szesé wielkosci 7,” jest funkcjami pigciu bezwymiarowych wielkosci
dP/d11, zatem sze$é réwnan (5.4) nie jest wzajemnie niezaleZnych; istnieje dodatkowy
zwigzek na 1, ktéry nazywamy warunkiem plastycznodci 1 zapisujemy w postaci:

(5.5) @ (T) =0,

gdzie @ (T) jest skalarna funkcja argumentu tensorowego. MozZna ja zatem przed-
stawié jako funkcje liczbowa niezmiennikéw tensora T i na drodze analizy wymia-

Rozprawy Inzynierskie --= §
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rowej okreslié bligej jej postaé. Do naszych celéw wystarczy jedynie sam fakt istnie-
mia zwigzku (5.5). :

Zarowno funkcja. T (D} jak 1 @ ('I‘) zalezac w przypadku ofrodka nigjednorodnego
od wyboru materialnej czastki ofrodka, ktorej whasnoéci sa lokalnie opisane przez
m stalych — parametréw plastyczne] niejednorodnosci k:i(i=1, 2, ..., m). W eule-
rowskim opisie ruchu ofrodka bedziemy mieli zatem do czynienia z m polami
skalarnymi k;.

Wobec powyZszego I wobec tego, Ze naprezenia gtowne sa réwnowazne mezmten-
nikom, mozemy warunek plastycznosm (5.5) przedstawié w postaci

(5.6) & (TN T, by, kg ooy k) = 0.

5.2. Plaskie siany ofrodkéw plastycznych. Zgodnie Z powszechnie stosowang ter-
minologig plaskie procesy dynamiczne ofrodkéw plastycznych nazywaé bedziemy
ich praskimi stanami. Oprécz warunkéw wymienionych w p. 4. 1 zachodzw ma na-
stepujacy warunek:

6.7 ko=l 9, i=1,2 .,m

Plaski stan ofrodka plastycziego jest zawsze szczegdlnym przypadkiem procesu
w przesirzeni frojwymiarowej takim jednak, Ze istnieje zaleinofé pozwalajaca
wyrazié naprezenie 1™ przez pozostale napreZenia gltéwne (por. [4]):
G8 . TU=TTT T

Zaleinoéé (5.8) otrzymujemy uwzgledniajac warunki kinematyczne lub napre-
Zeniowe panujace W ofrodku na plaszezyznach 3 = const i wykorzystujac rownanie
konstytutywnie (5.3). Ta droga jako sz¢zegdlne przypadki standw plaskich moZna
wyspecyfikowaé np. plaski stan odksztalcenia i plaski stan naprezenia, zwane dalej
odpowiednio PSO 1 PSN.

Wartnek plastycéznosei (5.6) i zaleznosé (5.8) okreélaja w przestrzeni ndprezen
gloéwnych pewna krzywa przestrzenng, ktorej rzut L na plaszezyzne TI TH okresia
réwnanic

(5'9) . ST L: ) (-p [TI:!.TH, THI (T{IJ TH)J kl: kz: rery km] =0.
Réwnanie '('5.‘9) foina przeédstawi¢ w postaci parametrycznej ([4]):
T = Tk, ko, k2o ovey Kom),
(5.10) I, . ( 0 1 2 m)
TR = T kg, Ky, Kz ooy Kom)s

gdzie dla parametru kizywej przyjeto wygodne ze wzgledéw formalnych oznaczenie
Podstawiajac (5.10) do (4.9) otrzymujemy ' ‘
T sin o = Tl (ky) sin? (p — &)+ T (ky) cos? (p — B),
(511) TR2siny = ’UI_(kj) sin & sin (p — ¥) — .’CH ) cos Heos(p — N, .
LT siny — TNk sin2 90 (k) cost B,  j=10,1,2, .., m
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Szczegblnym przypadkiem (5.11) jest podstawienie M. Levyego, stosowane
w analizie PSO ofrodkow idealnie plastycznych o warunku plastycznoei Hubera-
Misesa-Hencky’ego lub Coulomba-Treski.

Podstawiajgc (5.11} do (4.7) 1 mnozgc stronami przez sin ¢ otrzymujemy réw-
nania ruchu w plaskich stanach ofrodkéw plastycznych:

sin i {Isin2 (p — @) ok, Tlicos? (p — &) ak,-’zﬂ] Dy &y +

= -+ [sin & sin (p — &) o, T — cos dcos (p — B) Ok, TN Dykes} +
4 sin (T — T [sin 2 (p — ) Dy (p — O)+sin (p — 20) D, 0] +
-+ sin g [T sin & cos (p -— 9)+T" cos & sin (p — )] Dyy —
— [Tlsin? (p— N+ T cos2(y — )] [2(Ky+D) ) cos p-+(Ky+Dy @)} —
— [GFsin & sin @) — ) — T cos D cos (y — N2 (K +D, ¥) -t cos 9 Dy "qg] +
4+ (Ot sin2 9T cos? ) Kg—l—gFl.sin-” P =
=p sm2 {sm Y [Do yid V1D1 V1+V2D2 Vi —
— K1 (Vl)2 CO8 P — [(K1+D1 P — (K2+Dz ¥) cos ¢ V1 V2+K2 (Vz)z}

(5.12) sinw Z {[sm 9 sin («p % ();Gi’ZJI — cos B cos (p — ) o, ’Z‘zn] D1 ki -
e -+ [sin2 6 0, T'+-cos? # 0 T Dy Kj} +
+ sin (’UI_— T [sin (p — 29) Dy 9+sin 20D, 41
A-sing [’?I_ sin & cos (p -~ )+ cos & sin (p — D Dyy —
— [T sin? a+faﬂcos2 ) [(K;-+-D1 )12 (Kp-+Do ) cos ] —
[’ZJI sin @ sin (p — ) — T cos # cos (p — H] [cos p D1y +2 (Kot
4Dz p)HI T sin? (p — §)+Teos? (p — )] Ky +eF?sind y =
— osin2 p {sin y[Dy V24 V1D V21 V2D, V2 HK (VIR +
(K1 +D19) cosp — (a+ Dyl V1 V2 — Ky (V22 cos ).

Wprowadzono tu oznaczenie:
0
by = o, "

Odnoénie réwnafi (5.12) nalezy tu odnotowaé dwa fakty: -

1. Wobec podstawienia (5.11) zapewnione jest tozsamosciowe, spelnienie wa-
runku plastycznobei (5.5).

2. Z uwagi na wyrdZnienie wspélrzednej n! przez wprowadzeme kata & row-
nania (5.12) utracily symetri¢ ze wzgledu na wskazniki 11 2, jaka miaty poprzednio
w postaci (4.7).

j=0,1,2,...,m
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W eulerowskim opisie ruchu parametry plastycznej niejednorodnoéci sa niezna-
nymi funkcjami wspotrzednych przestrzennych i czasu. Funkcje ki=/ki (pL42,1),
i=12,..,m okreflajn wlasnodci czastki, kidra w chwili ¢ ma wspdlrzedne
(1, %%); w innej chwili moZe w tym samym punkcie przestrzeni pojawié czastka
o innych wiasnosciach; stad zaleznodé pdl k; od czasu. Jezeli zatozymy, ze wha-
snofci ofrodka nie zmieniaja sie w czasie procesu, to otrzymamy m dodatkowych
réwnan na funkcje plastycznej niejednorodnosci:

(5.13) fp=0, i=1,2..,m
ktére zgodnie z (3.13) przedstawié mozemy w postaci
(5.14) Dyl +-VID ke + V2D ks =0, i=1,2,..,m

Roéwnania (5.12) i (5.14) wraz z prawem zachowania masy (4.8) i réwnaniem
konstytutywnym (5.3) tworza pelny uktad m-5 réwnafi plaskiego stanu osrodka
plastycznego. Funkcjami poszuklwanym1 sg: &, ko, K1y veny By, VY, V2, p, a zmien-
nymi niezaleZnymi 1, %2, £.

5.3. Stacjonarne stany quasi-statyczme. W przypadku standw quasi-statycznych,
tzn. gdy udzial sit bezwladnodci w réwnaniach ruchu jest niewielki, prawe strony
réwnan (5.12) moga byé zastapione zerami. Z uwagi na zaloZenie o stacjonar-
nosci proceséw znikaja réwniez pochodne czastkowe wzgledem czasu w réwna-
niach (5.14) i (4.8). Przyjete ograniczenia sa jedynie natury kinematycznej 1 uzy-
skana tg droga klasa standw pozostaje nadal klasa bardzo obszerng.

Réwnania (5.12) i (5.14) tworza wkiad m-++2 réwnan rézniczkowych czastkowych
na m-}-2 funkcje szukane: &, ko, ks, i=1, 2, ..., m. Zalktadamy przy tym, Ze znamy
pole predkosei i gestodé; w pewnych przypadkach moZna je okreslic niezaleinie
z uklada réwnan (4.8) i (5.3).

- Zajmiemy si¢ obecnie analiza ukladu (5.12)4-(5.14) w przypadku stacjonarnych
standw quasi-statycznych.

Napiszemy nasze réwnania w pewnym nieznanym ukladzie krzywoliniowym,
takim Ze spelniony jest warunek '

(5.15) ' p = 29.
W ten sposéb uzalezniamy uklad wspol:rzgdnych od jednej z funkcji poszukiwa-
nyCh Mamy wige
Z‘ {I(1 — cos ) %, T™+(1+cos ) o, T Dy ks +
= + [(1 - cos ) o, T — (1 — cos ) o, T"] Dakes} —
" — (T — T 2K 4-Dy ) sin -} 20F1sin2 y = 0,
(5.16) Y {I( — cosv) 9, T" — (1-+cos ) o, T Diks +
$=0 +[(1 — cosw) dx, T-(1+-cos ) I, T D2 ks} —
y — (T — TY QKD ) sin p+ 20F2 sin2 p = 0,
VID ki+- V2D ki =0, i=1,2,..,m
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Warto tu zaznaczyé, Ze w postaci dwoch pierwszych réwnan ukladu (5.16)
réwnania (5.12) odzyskaly utcacona symetri¢ ze wzgledu na wskazniki 1 4 2.

7 teorii quasi-liniowych rownan rézniczkowych o pochodnych czastkowych
wiadomo, Ze je§li uktad mozna przedstawié w takiej postaci, iz w kazdym rownanin
wystgpuje rézniczkowanie tylko w jednym kierunku, to uklad réwnan jest typu
hiperbolicznego, a postaé t¢ nazywamy normalna. Kierunek réZniczkowania na-
zywamy kierunkiem charakterystycznym, zbidr takich kierunkéw w obszarze
okresfa rodzine krzywych zwanych charakterystykami, a réwnania rozmiczkowe
we wspomnianej postaci sa zwane warunkami zgodnoéci bad? tez zwiazkami wzdhuz
charakterystyk.

Pokazemy, Ze nakladajac dalszy warunek na kat » mozna uzyskaé Jednoczesnle
kryterium typu ukladu réwnafi oraz zwigzki wzdtuz charakterystyk. Zazadajmy
mianowicie, by w réwnaniu (5.16); znikal wspolezynnik stojacy przy Dp ky:

(.17 (1 — cos ) o5, T" — (1+-cos y) o, T = 0.
Stad otrzymujemny warunek na kat ¢ (por. [4]):

. ak /UII
(5.18) p=2arctg o ’UI .

Wobec (5.17) i m ostatnich réwnan (5.16) dwa pierwsze réwnania tego ukiadu
mozna napisaé w postaci

m
519 DIl —cosy) ak,@hr(i 4-cos ) Ok, T Dakej -+
i=0
2 [(1 — cos %) d, T" — (1 +-cos y) O, T Dales —
e (TF — T (2K, -+Dy ) sin p+-20F% sin2 p = 0,
a#tp, ap=12
Za kat y malezy tu podstawié (5.18). '

Wylaczone wykej przypadki ¥% = 0 nie nastreczaja trudnosci, gdyZ oznaczaja
one Dy (ki) = 0 i ki = ki (°) sa wéwezas funkcjami znanymi z warunkéw brzego-
wych. Nie wykonujemy wtedy przejécia (5.19) 1 dalsze rozwazania przeprowadzamy
na réwnaniach w postaci (5.16)y, 2 z warunkiem (5.17). W szezegdlnodci przypadek
V1= V2= odpowiada formalnie zadaniom o poczatkowym plynigciu plastycznym.

Jedli ostatnie m réwnan ukladu (5.16) napiszemy w dowolnym ukladzie krzywo-

liniowym, ktérego jedna z rodzin linii wspllrzednych stanowig 11n1e pradu, to
otrzymamy wowczas réwnania te w postaci

(5.20) Dok =0, i=L2.,m,

gdzie Dy oznacza pochodna w kierunku wektora predkosei.

Pamictajmy, e réwnania (5.16) i (5.19) napisane zostaly w nieznanym ukladzie
krzywoliniowym. Aby wyznaczyé ten uklad musimy odwotaé sig do praukiadu
kartezjanskiego i wykorzystaé zwigzki (2.16). W réwnaniach (5.19) pojawia
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si¢ wtedy pochodne y; w pierwszym Dy y, w drugim D, y. Kata ¢ wprawdzie nadal
nie znamy, ale ruguje go zwiazek (5.18).

Widzimy, ze w réwnaniach (5.19) 1 (5.20) wystgpuja rézniczkowania tylko
w jednym kierunku: odpowiednio 37, 3; i v. Bylaby to zatem posfaé normalna
ukladu (5.16), ale istotnym warunkiem jei uzyskania jest mozliwo$é wykonania
~operacji (5.18) w dziedzinie rzeczywistej. Stad jako warunek hiperbolicznosci
ukladu otrzymujemy warunek

621 sgn [(98, TY) (08, TH] = L.
Jedli
(5.22) sgn [(9, T (9%, T =0,

to ukiad (5.12) jest typu parabolicznego, a typ eliptyczny wystgpuje w przypadku
gdy
(5.23) sgn [0z, T (ako@“)] = —1.
W przypadku (5.21) kat miedzy liniami wspéhrzednych naszego ukladu krzy-
woliniowego spelnia oczywiScie warunek '
G224 . 0y <m
natomiast w przypadku (5.22) mamy
(5.25) - ypy=0 lub 9p==n

i Iinig wspolrzednych 7! 1 %2 degeneruja sig do jednej ,tylko-rodziny.'
Jezeli zachodzi (5.21), to podStawiajeLc (5.18) do (5.19) mozemy uktad (5.16)
przedstawié w ostatecznej postaci fiormalnej:

m . .
(5.26) jZo (0%, O™ Ox, ' +0n, T 08, T Da Jog — | |
= «
' ~ 7 Z (0, T™ 0%, T* = 08, T O, 6“) Dok +
T — T

T (TN

[(ak T D (0r, @H) — (ak f@ﬂ)p (9, TH] —
i, O+ O, @’I :
i—=1, 2, ey M2

2 (TF— T Y O, T s, T K —0,

akf, ap=12 2DR=0

Dwa pierwsze réwnania (5.26) nazywaé bedziemy zwigzkami wzdluz charakte-
rystyk dla naprezef, m ostatnich réwnan — zwigzkami wzdtuz charakterystyk dla
funkcji niejednorodnosci. Rodzinami chérakterystyk sa tu odpowiednio: dwie
rodziny linii wspéhrzednych 5! i %2 oraz linie pradu (w rozpatrywanym przypadku
stacjonarnym pokrywajace si¢ zreszta z torami czastek), stanowiace rodzine m-
krotna. Réwnania (5.26) sa najogdlniejsza postacia zwiazkéw wzdhuz charakte-
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rystyk w teorii stacjonarnych quasi-statycznych plaskich standw niejednorodnych
ofrodkéw sztywno-plastycznych bez wzmocnienia.

W nastepnym punkeie pokazemy, jak z réwnani (5.26) bezposrednio oirzymuje
sie zwiazki wzdluz charakterystyk dla kilku najlepiej dotychczas zbadanych przy-
padkéw plaskich standw.

5.4. Szczegéine przypadki plaskich stanow. W przypadku PSO jednorodnego oSrodka
sypkiego z kohezjq w polu potencialnych sit masowych rownania (5.10) przybieraja
postaé (w tradycyjnych oznaczeniach) '

(5.27) T'=o(l —siny)tkcosp, T'=o(l+sing)—keosg.

Zgodnie z nasza symbolika

. o = ky,
kgt tarcia wewneirznego
¢ = ki,
wspolczynnik kohezji
k= k.

Stosujemy kryterivm (5.21)-(5.23) typu ukladu:
. 28) sgn [(0, TY (2, TH)] = sgn {(1 — sin ¢) (L-+sin ¢)] = sgncos? @ = 1, .

a wn;c b@dﬂemy mieé do czynienia z ukladem typu hlperbohcznego
Kat miedzy charakterystykaml wobec (5.18) wynosi

(5.29) y=2Zarctg ) T4 —2arctg 1g. 4+?'=§f+-(p,!,

sin

Zauwaimy, ze z (5.18) wynika

Ir, Tt — O, T ‘ : Oy (TL— <y

(5.30) : siny =2 ““—'"—“—I/-—a————-———k (‘CI+€——H) W COSY = ————~—-d Trzh)
0

Zatem zgodnie 2 (3.3) skladowe fizycane sit masowych o potencjale U przedstawiaja sie
w ukladrie charakterystyk w sposéb nastepuiacy:

(5.31) m=w[ 3 o (AT

40, TLog, T or (T T ﬂU]=" atf, o f=12

Podstawiajac (5.31) do (5.26) i wykonujac wszystkie rézniczkowania na (5.27)
otrzymujemy zwiazki wzdluz charakterystyk dla’ naprezenn dla rozpatrywanego
przypadku: : _—

1
(5.32) Dyot2[otge — k] Kot cos? [Da Utsin DU =0, . a#p,
a,p =12
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o PSO ofrodka sypkiego bez kohezji (k = 0) jest przypadkiem szezegélnym roz-
wazanego przypadku. Kat migdzy charakterystykami pozostaje nadal réwny (5.29),

o natomiast zwiazki wzdtuz charakterystyk (5.32) przybieraja postac

- 1
(5.33) D.o+20tg K. —i— [D UtsingD Ul =0, a#f, af=12

Sa to znane w statyce ofrodkéw sypkich réwnania KOTTERA (por. [5]). Réinice
w znakach w ostainim wyrazie w poréwnaniu z [5] spowodowane 53 inng skre¢tnoéeia
ukiadu wspolrzednych oraz znakiem plus w definicji potencjatu (3.1).

Réwnania te mozna zastosowaé réwniez do analizy o$rodkow sypkich z kohezja
wprowadzajac zamiast ¢ tzw. napreZenie sprowadzone.

PSO o$rodka idealnie plastycznego (p = 0) bez sif masowych (U=const) jest
dalszym przypadkiem szezegdlnym rozwazanego przypadku, niezmiernie wainym i
doéé dobrze zbadanym w teorii oSrodkdw plastycznych. Zgodnie z ogélnie przyjeta
nomenklaturg wspotczynnik kohezji k& nazywamy tu granica plastycznoset.

Kat miedzy charakterystykami wynosi

a zwiazki wzdhux charakterystyk sa nastgpujace:
(5.35) Do —2kK, =0, a=1,2.

W przypadku PSN jednorodnego osrodka idealnie plastycznego bez sit maso-
wych réwnania (5.10) (w tradycyjnych oznaczeniach) maja postad (por. [6])

(5.36) T'=k(/3cosotsinw), T =k(/Icosw—sinw).

Zgodnie 7 nasza symbolika w = ko (5, %2) oraz k =k (gramca plastycznosci).
Stosujemy kryterium typu uklada rownaf:

fahl co<sn it L
a6 w<6n1 8n<w<6n
7 3 7 11

2(4sin2 0 — 1)] = =T = = =
(5.37)  sgn [k2(4sin2 @ — 1)] 0daw T Em T, 0T e

—1 w pozostalych podprzedzialach {0, 2z ).

Zajmiemy si¢ blizej przypadkiem hiperbolicznosci (5.37);. th migdzy chara-
kterystykami wobec (5 18); (por. [6}) wynosi

538 ]/—l/gmsinmécosw ctg
(5.38) 9w =2 arctg _]/isinwﬁwcosm_ﬂgarccos ]/3_

Zwiazki wzdtuz charakterystyk (5.26) przybieraja postac
(5.39) (ctg2 0 — D0 — K, ]/3 —cig2w =0, a=1,2,

ktéra moZna dalej latwo sprowadzi¢ do postaci catkowej zamieszczonej w [6].
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6. Uwagi kohcowe

W pracy niniejszej wykorzystano geometryczne wiasnodci nieortogonalnych
walcowych ukladéw krzywoliniowych do ogélnego opisu plaskich proceséw dy-
namicznych (p. 4), a nastepnie do analizy plaskich standw ofrodkéw plastycznych
(p. 5). W punkcie 5.3 odpowiednio obierajac uklad wspOirzednych zbadano
typ ukladu réwnai plaskiego stacjonarnego quasi-statycznego plynigcia. Dla przy-
padku hiperbolicznego uktadu otrzymano najogélniejsza postaé zwiazkéw wzdhuz
charakterystyk (5.26), z ktorej, jak pokazano w p. 5.4, w prosty sposéb otrzymad
mozna odpowiednie zaleznoéci dla szeregu znanych przypadkéw plaskich stanow
ofrodkow plastycznych,

Nalezy tu zwrdcié uwage, Ze wyniki uzyskane w p. 5 mogg znaleZé zastosowanie
nie tylko do analizy ofrodkéw plastycznych, lecz takze i w przypadkach plaskich
stanéw tych ofrodkoéw, w kt6érych na pole tensorowe napreZenia T naloZony jest
pewien warunek skalarny typu (5.5). ZauwaZmy, Ze 7z modelu ofrodka plastycznego
wykorzystalismy tu jedynie warunek plastyczno$ci; posta¢ samego réwnania kon-
stytutywnego (5.3) na rozwazania nasze blizej nie wplywata. Ogdlne wjgcie plaskich
standw, tak jak w monografii [4], pozwala na opis vogdlnionych stanéw plaskich,
ktérych PSN 1 PSO sa jedynie szczegdinymi przypadkami.

Wykorzystanie geomeirycznych wlasnoéei ukiadéw krzywoliniowych oraz
uzyskanych wynikéw do konkretnych probleméw brzegowych stanowi réwniez
interesujacy temat; ze wzgledu na ogdlny charakter niniejszego opracowania po-
zostaje on jednak poza jego ramami.

Autor sklada podzigkowanie Panu Doc. J. RYCHLEWSKIEMU za szereg cennych
wskazowek otrzymanych w trakcie pisania pracy. W trosce o mozliwie nowoczesne
ujecie tematu w kilku fragmentach pracy za Jego rada znalazly wyraz idee sformuto-
wane przez nicgo w czasie licznych dyskusji z autorem oraz seminariéw z nieliniowej
mechaniki ofrodkdw ciaglych w ZMOC IPPT PAN. Sa to w szczegolnosci: pomyst
zapisania podstawowych réwnan w sposéb niezmienniczy wzglgdem zmiany para-
metryzacji ukladu, zmodyfikowana koncepcja THOMASA dotyczaca réwnaf kon-
stytutywnych orodkéw plastycznych (p. 5.1) oraz idea traktowania funkcji nie-
jednorodnoéci plastycznej w eulerowskim opisie ruchu (koniec p. 5.2).

Dodatek A

Uklady wspélrzednych krzywoliniowych

A.1. Wprowadzenie wspolrzgdnych kezywoliniowych. W tréjwymiarows] przestrzeni euklideso-
wej wprowadzamy prauktad wspdlrzednych kartezjafiskich o wersorach bazy i, £ =1,2,3.
Obiekt niezmienniczy, tensor T o walencji # okreslony w pewnym punkcie przestrzeni, ma
postaé:
(A1) T = TP25 g ig ... is,
gdzie n wskainikow p, g, ..., s przebiega wartodei 1, 2, 3. Stosuje si¢ tu zapis uzywany w monografii
[2]; tabelg 3# liczh rzeczywistych T2 nazywamy reprezentacja tensora T w bazie ix, a zespol
symboli ipig ... is stowarzyszeniem bazowym ().

(U)Nazwy te przyjely si na seminarium z podstaw mechaniki ofrodkdw ciagtych w Pracowni Zasiosowan Inzy
nierskich Feorii Plastycznodci ZMOC IPFT PAN.
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Kazdemu punktowi M przestrzeni przyporzadkowunjemy promiefi — wektor

-#-} » I
(A2) OM=r=x¥, j=123

Fhiér obicktdw geometrycznych r (x7) utoisamiaé bedziemy dalgj ze Zbiorem punktdw przestrzeni
a Hezby xf nazywaé bedzierny wspotrzgdnymi punkidw w praukiadzie kartezjariskim. Kazdy z trzech
zhiordw wartosci wspOlrzednych x4} jest Zbiorem wszystkich liezb rzeczywistych.

Niech zbiory liczb {2}, {#2}, {3} stanowia ciagle podzbiory zbiorn wszysikich liczb yzeczy-
wistych; podzbidr taki moze byé teZ identyczny z calym zbiorem. Uporzadkowana trojke liczb
(5!, #%, 43) pazywamy wspOhrzednymi krzywoliniowymi punktu M (x1, x2, x%), jegeli istnicia trzy
jednowartosciowe, ciggle i rozniczkowalne funkcje zmiennych x4, ktorych zbiorami wartodci sg
zbiory {#"}: -

(A3) =t (2%, %%, e=123

a jakobian powyzszej transformacji nie znika:

on
(A J=det| —|| #
' 2l
Istnieje zatem przeksztalcenie odwrotne:
(A.5) ' o =Xty J=12,3 -

Wobee powyiszego wektor T zalezy od wspbhzednych krzquliﬁiéWyéh W\spo'séb'?aste;pujatcy:
(A.6) A T O = .
Kagde z réwnan, . : ‘ - | ‘ L
. v =r(nl,n? = const, 5> = const),
(A7) r = r(nl = const, 72,13 = const),r

© =T (yl'=const, #2 = const, 73)

wyznacza W p_riestrzeni' pewng linie, zwana Odpowiédnié linig 1, a =1,2,3. _

W punkcie przestrzeni okreslonym preez wektor r Vde‘ﬁniujem’y lokalna baze ukladu krzywoli-
niowego jako trojke wektoréw: e T o C
as T amn

gdzié syh}ﬁol Jy 6macza .

i

S
A9 - 9=
2 . e . _
Niezbedna, liniows niezaleinosé wektorow 3, zépcwnia. charakter fransformacii (A.3). Jak widaé,
wektor 3« jest styczny do linii 5%, . et

Niech r i r+dr wyznaczaja dwa nieskoficzenie blisko siebie polozone punkty. Infinitezimalny
wektor dr mozemy przedstawié w lokalnej bazie oy () jako -

(A.10) S code = dx® iy = 5% 3¢,

a kwadrat odleglodci migdzy tymi punktammi T

(A1) st = dedi = S ¥ i = g i i,
gdzie macierze |0 i |g,5] zdefiniowane sa nast¢pujace:

‘a1 - © foial = il =11,
(A13) el =l
Oznaczamy

(A14) g = det [gl.
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Wobec liniowej niezaleznogel wektordw n, spelniony jest warunek

(A.15) g# 0

W danym punkcie przestrzeni deﬁniujemy baze odwrotng 3% w sposéb nastepujacy:
(A.16) of = T 33+ 1) mod 3 X (g+2) mod 3+

Dalej defininjemy macierz |g*#]:
(A.1T) g%8]] = [Ja% ]
Wobec definicii (A.16) zachodza zwigzki odwrotne

- 1____ olat D mod 3y 5la+ 2 mod 3

By =

&
gdzie

1

(A.18) g1 = dot Jg0) = —,
oraz zaleznodci
(A19) ‘ ' ‘ 30;'3'8 = 55’
(A.20) gt =8,
Kwadrat odleglofci (A.10) mozna przedstawi¢ dalej w postaci
a2y ds? = guf dy, dny = & dndng, .

gdzie dn, sa wspblezynnikami rozkladu wektora dr-w bazie 3% (1) (2)
{A.22) : ' = diy, 3%,

Macierze ||g,gl. le*fl i [6 | sa reprezentacjami tensora metrycznego G przy odpowicdnich
powiazaniach bazowych: ; i

(A.23) G =gupo%af = guB o ag — o au o

Symbole Christoffela I rodzaju zdefiniowane zostaly jake skladowe pochodnych wektordw
bazy:

(A.24) 9 =Tl = et =T}y,

Do obliczenia symboli '1“3: B kgrzystnie jest postuzyé sie symbolami Christoffela I rodzaju:
! ‘ : )
Ty, 0= > (O 255+ 05 8ge — ¥ 5 85p)-

Wowczas.
%% D © Top =g Ty 4.

Dowolny tensor T o walencii n, okre§lony w punkcie przestrzeni r, prz:edsté.wiajqcy sie we
wspOlrzednych kartezjatiskich w postaci (A.1), w ukladzie krzywohmowym moze byc zapisany
w sposbb mnastgpujacy: :

(A26) T () = t9Pd (1) 0, ()05 (1) 95 (1) = fyp. g% 0f 0P = = 1,F so%35..99 =

-

(% 1. Rychlewski zwrécit uwagg autora na fakt, 2e wzor (A.22) zachodzi na ogdl dia niecalkowalnych przyrastéw
idla bazy 9% zwiazek analogiczny do (A.8) na ogdlnie zachodzi (wzdr (1.15) na str. 18 w [2] jest blgdny, co wynika zreszta
z ndsylacza na tej samej stronie). Bazy ¢ i 3% nie sq zatem formalnie réwnowaine, gdyz baza 3y jest wyréiniona przez
swoja definicje (A.8).



JERZY ZAWIDZKI

B : Tehsor o walencji 2, zwany w dalszej czefci pracy krotko tensorem, moze byé przedstawiony
"“‘np. w czterech nastgpujacych postaciach:
(A27) T = 2B 9, 0y = t,5 3% o == 1, f 3% a5 = 1753, 9P,
. Tensor o walengji 1, ceyli wektor, przedstawié moina w postaci
(A.28) Y = 0y 3y = Ty 3%
A.2. Krzywoliniowe uklady walcowe. Transformacia (A.3) postaci
(A.29) o=l (A, 38, RO, pl=ad
okreéla walcowy uklad wspéirzédnych krzywoliniowych (3).
Widag, Ze rodzina linii 72 jest rodzina prostych réwnoleglych do osi x3, a linie 9! i 42 stanowia
dwie rodziny krzywych plaskich, powstalych przez przecigeie plaszezyznami x3 = const dwoch

rodzin powierzehni walcowych o tworzacych rownoleglych do osi x5,
Wektory bazy lokalnej ukladu walcowego sa mastgpujace:

(A.30) 31 =3 (L, 10, s =m(ln), o3=i=i=27
Wobec powyiszego macierz [g,p]] ma postad
gL gz@ha) 0

(A.31) lewpl] = 22 L2 g2zt 0.
0 0 1
Jak widaé
2
(A32) g=det gl = g11 822 — 812
Rozwiazujac uklad rownan (A.20) otrzymujemy macierz [g%7]:
1 1
—gn ——&n U
g I3
(A33) 1 1
g = | ——#12 —gu 0
& g
0 0 1
Symbole Christoffela I rodzaju obliczone wg (A.25) sa nastepujace:
1 1
Iy = —ad1 811, Iy = 01812 —— 92811,
2 2
1 i
{A.34) F1,12=F1.21j-2—32§11, Ta52 = Tom = -i-fh &22,

1 i
Dy = o1 g12——2~01322, L, = 5 02 &2z

Eatwo sprawdzi¢, ze pozostate 19 symboli sa réwne zeru wobec tego, Ze wirdd wskaznikdow wyste-
puje przynajmniej jedna irdjka.

(%) Ogolnie: ukladem walcowych wspélrzednych krzywoliniowych nazywamy vklad okre$lony przez transformacie

(A, 3) postaci B
n“:}" -+ c,' ¢ — rzeczywiste

ylatb 1t mod3 = #loeh1ymod 3 G+ Dmod 3, F{I+2)mod3),

ylat+2ymod3 = plet+2) mod 3 (%(7+1}mod 3, F(1+2)ymod 3y,
gdzie ¥/ oznaczajy wspolizedne punktu przestrzeni w ukiadzie odniesienia powstalym przez sztywny obréf praukladu
wspéltrzednych x%, Prayigele powyiszej transformacii w jej szezegblnej postaci (A, 29) nie zmniejszy w niczym ogdlnosci
naszych geometrytznych rozwazat.
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Symbole Christoffela II rodzaju obliczamy na - podstawie (A.25), (A.33) i (A.34)-
11 ‘
Iy = -2}(3’22 01801 — 221201812812 82 811),
1 1 1
I'ip = I'yy = = (g22 02811 — £12 01822},
2z
L1 }
Iy = 57 (2222 02 g12 — £22 01 g22 — 812 02 g22),
{A.35) 1 :
2
I = 7% (2g11 01 g12 — £11 02 £11 — £12 1. g11)s
2 2 1
=13 = o (g11 91 822 — g12 D2 £11),
2 1
C oy = o (21102 &22 — 2812 02 2121812 01, &22)-
Pozostale 19 symboli sa toZsamosciowo rowne zeru.

Dodatek B (%)

O wielkosciach geometrycznych i reprezentacjach fizycznych

B.1. Wiclkoéci geometryczne MNiech bedzie dany uklad wspdhzednych krzywoliniowych
7%, a=1,2,3, Wowczas zgodnie z (A.6)

(B.1} r = r{7%).
Transformacije postaci
B.2) =al), =002, P=3P0)

nazywamy zmiang, paramelryzacii ukiadu wspolrzednych. Pray {akiej transformacji linie i powietzch-
nie wspélrzednych pozostaja tymi samymi tworami geometrycznymi. Macicrz powyiszej tran-
sformacii

on*

®3 ool = | 573

jest, jak latwo zauwaiy¢, macierza diagonalng o wyrazach
B.4 a%, = a, (boz sumowania).

Wektory bazy doznaja jedynie zmiany moduldw:

" dr R
(B.5) 3y = e =y %, O%= E—au.
Zachodza zwigzki:
(B.6) C B S8, cop = dyaggys, B =880 = guh
‘ . a, aﬁ

Dernicga 1. Wielkodcia geometryczna zwiazana z ukladem wspdirzednych nazywamy wiel-
kodé o dowolnej walencii, powstala w wyniko operacii na obickcie r i niezmienniczg wzgledem
zmiany parametryzacji uklado.

{}) Napisany wspélnie z J. Rychlewskim.
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Na szeregdlng uwage zastuguja nastepujace wielkosei geometryczne:
1. Baza zloZona z wersordw bazy o

1 a - R
(B.7) ey = A— 6m By = - 5-m 5
]/g ool 2. et

2. Baza odwrotna bazy em

(B.8) e en =&k, et = guu O 9% = Y Foy 00 5%
3. Baza zloZona z wersorOw bazy 2%

(B.9) EM — ]/gm §M gu = = 6M 5
4. Baza odwrotna bazy EM
(B.10) EM B O, Ey = Ve 0% a, = V5 o,
Widaé, zc
(8.11) Ey = V8% g,y O 6m = V 8% 840 07 €y~ 0L =1,

Bazy em 1 EN sa to szezegblne przypadki baz anholonomicznych (por. {7], J. L. ERICKSEN,
Appendix ,,Tensor Fields™, str. 802).

Nalezy zauvwazyé, e wekfory baz odwrotnych e” i By 53 wersorarmi jedyme w punktach orto-
gonalnosel ukladu. : : :

5. Katy, pod Jakum przecmajq sig w danym pun}(cm ilme Wspéhzgdnych

{(B.12) Yup = & (3a, 3g) = arc cos ( 35) = arc cos (em + enc‘i Sﬁ) P

]/gm Eps
6. Kxzywizny 1 torsje linii wspohzednych oraz krzywizny powierzchni wspohzednych, jak
latwo stwierdzié, sa rowniez wielkosciami geometrycznymi w sensie powyiszej definicii.
B.2. Reprezentacje fizyczne tensoréw. DErNicua 2. Reprezentacig ‘fizyczna tensora o dowol-
nej walencji w.danym ukladzie wspolrzednych nazywamy jego reprezentacje w bazie wektorow,
bedacych wielkodciami geometrycznymi w my$l definicii 1.
Kazdy wektor v mozna przedstawi¢ w bazach (B.7)~(B.10):

B.13) Ve Vi — Vi et= Vy EM= VM E,,,
Powyisze reprezentacje sa, jak widac, replgezentacjami fizyczoymi wektora v.
Skladowymi fizycznymi wektora nazywamy reprezentacje bedace wspdlczynnikami rozkladu

tegoz wektora w bazach wersorowych. Sa to F™ i Vi, ktore wobec (A.28), (B.13), (B.7) i (B.9)
maja postaé:

®.14) - Vi = 2 ) guq s
®.15) Var = vq V£ 8.
Kazdy tensor T o walencji 2 mozna przy pomocy baz (B 7)w(B 10) przedstawié w sposob nastgpujqcy :
(B.16) T =Tmr gy ey = Tipp e et == TMy ey % = Tt e et =
= TMNE L Wy o= T EM EN = TMu By BN = T, NEM B, —
= TN o Bpr = Ty €% BN = T je BN = TN em By =
= TMR R, 0, = Typ, EM en = TM, Bpren = Ty BM ey,

Widaé, ze kazda z powyzszych reprezentacii jest reprezentacja fizyczna w sensie definicii 2,
Skladowymi fizycznymi tensora T nazywamy elementy takiej jego reprezentacii, ktore-mozna
interpretowaé jako skladowe fizyczne trzech wektoréw przyporzz;dkowanych wersorom bazy przez
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lewo- lub prawostronne nasunigeie tensora T (w przypadku tensordw symetrycznych sposéb na-
sunigeia jest obojgtny).

Odémin sposrod szesnastu feprezendacii (B.16) mozna nadaé taka interpretacie. Skladowymi
fizycznymi tensora T [kidrych obliczenie na podstawie reprezentacji w bazach ztozonych z wektordw
3, 1 9% wynika bezpodrednio z (A.27), (B.16) i (B.7)~(B.10)] sa zatem nastepujace skladowe:

" skladowe wektora T « en w bazic en

Ty = gy [ B 8

gpp
skladowe wektora em + T W bazic en
T = 886 5y, 03,
gﬂa

skladowe ‘wektora EM « T w bazie EN

Ty = 15} gﬁﬁaMaﬂ

sktadowe wektora ¥ - By w bazie EM

®.17) _, ﬁ]/gm 52, 6

sktadowe wektora T - EV' w bazie en:

- N ='r«ﬁ'/'§9€3$ ag",
L P

sktadowe weklora epm ET w bazie EN
| oFB
Bua

Ty = tush / B 8% 85,

skladowe wektora EM . T w bazic en

My 2 gaiiy /%08 8 57

skladowe wektora T » e, W bazie EM

. ) iz
TM" == thVg 60‘ 65
’ gpp

Wspommiany wyzej sposdb obliczenia sktadowych fizyeinych (i ogdlnie reprezentacii fizycznych)
zilustrajemy na przykiadzie reprezentacii Tf"N :

. - 1 - o -
T = TNey, By == 199, 95 = 1of ]/fﬁi e Dy ]/gﬁﬁaﬁ =% o 57 dg em En.
' P San e

W ien sposdb znalefliSmy wzdr (B.17)s.

W monografii [8] skladowe T™, nazwane sa prawymi, a skiadowe T lewymi skladowymi
fizycznyni.
W przypadku uldadéw ortogonalnych mamy

1

(®B.18) For = g

a wiec . . v
(B.19) em = Omn €% = 81 Epy = Sy BN

Wowczas wszystkie reprezentacie (B.16) sa identyczne, nosza, nazwe skladowych fizycznych
Mc ConmMELLA i oznacza sig je przez { {mmd (por. [7], cytowany Dodatek J. L. ERICKSENA).



652 : JERZY ZAWIDZKI

Literatura cyfowana w tekscie

1. J. RycaLEwsKl, Plane flow of perfectly plastic bodies rozdziat VIII pracy zbiorowej «Theory
of Plasticity» pod redakcis W. Olszaka, P. Perzyny i A. Sawczuka, (w przygotowaniu do druku).

2. JI. VL. Cenos, Beedente ¢ MeXauuiy cnaoinoli cpedsr, duaMaTI3, Mocksa 1962,

3. T.Y. THoMAS, Inferdependence of the yield condition ane the stress-strain relations for
plastic flow, Proc. Nat. Ac. Sc. USA, 40 (1954),

4, Bncyclopedia of Physics, Vol V1 — Elasticity and plasticity — A. M. FREUDENTHAL and
H. GEmINGER — The mathematical theories of the inelastic contimmimn, Springer-Verlag, Berlin-
Gottingen-Heidelberg 1938, :

5. C.C. Conymkesna, Cmamuca HpeQeabnsls COCIMOANUE 2DYRIOGHX MACC, Tocrexm3aaT,
Mocxsa 1957,

6. JL M, Kauanos, Qcxocsr meopun nagenuwrocni, IOCIeXu3zaT, Mocxsa 1956.

7. Encyclopedia of Physics, Vol. TIE/1 — Principles of classical mechanics and field theory,
Springer-Verlag, Berlin-Gottingen-Heidelberg 1960.

8. A. C. ErinGEN, Non-linear Theory of Continwous Media, Mc Graw-Hill, New York 1962.

PesmomMe

TJIOCKAE COCTOSHMA TINTACTUYECKUX CPEA
B HEOPTOTOHAJIEHBLIX KPHUBOMWHEVHEIX KOOPIHHATHBIX CHCTEMAX

MenomB3yIoTea YeOMETPHYECKES CBOMCTRA HEODTOTOHATBHE IEHIMHADHICCKIX, KPEBOIMHEH-
NBIX CHCTEM, My ONHCAHMA NIOCKHMX NMHAMEYCCKPX NPOLECCOBR, 4 TAKNE I AHAIMSH 0B X
IFOCKUX COCTOSMIH HEOAHOPOIHBIX, KECTKO-IAACTARYeCKHX cpep Ges ynpoyuenms. OCHOBHOS ypan-
HEHPE COCTABASHO B WHBAPUAHTHOM BHIS IO OTHOWICHFIO H3MEHEHNS 1A PAMETPHIAINH KOOPAHTAT-
Ho# crcTeMs1, TI0AOHpas KOOPIMHATHYI0 CHCTEMY TAK, YTO0H! MOy ITH HOPMANLHB BU L CHCTEMb
YpaBHEeHMH, MCCHeNYeTCA THIT CHCTEMEL YPABHEHEH IJIOCKOrO CTAIHOHAPHOTO KBAMCTATHICCKOTO
TeUCHMsL W, B CIIyae THICPGONETHOCTH, NONYEAeTCs cambil OOMIMA BHM SaBMCHMOCTEH BAONB
xapaxTepueray, ITokassrpaeToa 3aTEM, XAk H3 TONYYCHHBX YPABHCHNH BR{TERAIOT HEOCPEACTBEH-
BBIE 3ABACHMOCTH BOID XAPAKTEPHCTRK I PAAA MIBECTHBIX TIOCKMA COCTOSHMH TACTHYECKIX
cpeil. :

Summary

PLANE STATES OF PLASTIC MEDIA IN NON-ORTHOGONAL
CURVILINEAR COORDINATES

The geometrical properties of non-orthogonal cylindrical curvilinear ‘systems are used to
describe plane dynamic processes and analyse general plane states of non-homogeneous rigid-
plastic media without strain-hardening. The findamental equations are expressed in a form invariant
with respect to the change of the parametrization of the coordinate systems. By selecting the
latter to obtain the equations in their normal form, the type of the equations set of steady, quasi-
static plane flow is analysed and, in the case of the hyperbolic system, the most general form
of the relations along the characteristic curves is obtained. Then, it is shown, how the relations
along characteristics for the well-known cases of plane states of plastic media fallow directly
from the equations obtained.

ZARLAD MECHANIKI OSRODEOW CIAGLYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 3 marca 1967 v,





