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Wstep

Ruszty plaskie znajduja szerokie zastosowanie w budownictwie, w budowie ma-
szyn oraz w przemysle okrgtowym. W zaleznodci od przeznaczenia, co z zasady
laczy sig ze sposobem zamocowania bocznych krawedzi, mozna znale#é w literaturze
szereg prac wieln autoréw podajacych rozwiazania umozliwiajace wyznaczenie
naprezent w belkach rusztu. Niezaleznie od zastosowanego sposobu rozwizzania
i przyjetego schematu z zasady nie uwzglednia sie sztywnosci skrecania belek rusziu.
Wynika to stad, Ze albo przyjmuje sie przegubowe polaczenie belek w miejscach
skrzyzowah lub, jak wykazano w pracy [3], sztywnosé skrecania belek, ktdre sa
najezeiciej z odkrytych profili, jest bardzo mala w poréwnaniu ze sztywnoécia zgi-
nania. Podane w literaturze rozwiazania (ze wzgledu na zastosowany sposéb) zalera
najezgseiej od liczby belek rusztu. Dla rusztéw o malej ilodci belek otrzymuje sig
rozwiazania traktujac ruszt jako uklad statycznie niewyznaczalny i postugujac sie
metodami statyki uzyskuje sie rozwigzanie [1 i 5]. Sposéb rozwiazania oparty na
wykorzystaniu réwnania pigciu momentéw podal J. C. Porow [10]. Otrzymane
wyniki pozwalaja uzyskaé rozwigzanie dla rusztéw wolnopodpartych tub utwierdzo-
nych wzdluz krawedzi oraz dla krawedzi wolnych od obciazett lecz tylko dwéch;
pozostale musza byé wolnopodparte Iub utwierdzone. W przypadku rusztéw
o wigkszej liczbie. belek stosuje sic metode réwnan réznicowych [1, 2 6] lub, jesh
liczba belek jednego kierunku jest mala, sprowadza si¢ uzyskanie rozwiazania do
rozpatrywania belki na sprezystym podioza [ i 4]. Dla rusztéw o duZej liczhie
belek tak jednego, jak i drugiego kierunku traktuje sig ruszt jako plyte przy przyjeciu,
Ze sztywno$é skrecania jest réwna. zeru. Taki sposdb ‘zastosowali w swych pracach
P. F. PapRowrez [3 i 4], W. Nowackr [1], J. A. Korotkin [5] i M.S. Minc-
KOWSK] [6],

Wiéréd prac poswieconych rusztom plaskim mozna znale#¢ rozwiazania dla bocz-
nych krawedzi wolnopodpartych, utwierdzonych lub wolnych od obciazen. W przy-
padku krawgdzi wolnych od obciazefi sa to rozwigzania tylko dla rusztéw, ktdrych
dwie krawgdzie sa wolne od obciazen, dwie pozostate sa wolnopodparte lub utwiet-
dzone, dlatego nie dajg mozliwosci uzyskania rozwigzania dla rusziu wspartego
w czterech narozach na podporach. Odnosi si¢ to do rusztdéw o duzej liczbie belek.
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Dla rusztéw o malej liczbie belek takic rozwiazanie mozna uzyskaé traktujac ruszt
jako uklad statycznie niewyznaczalny. Dla duzej Hezby belek rusziu taki sposdb
jest praktycznie ze wzgledu na pracochlonnoéé nie do zastosowania, poniewaZ
jest wielokrotnie statycznie niewyznaczalny.

Ruszly wsparte w cztercch narozach na podporach znajdujg zastosowanie
w réinego rodzaju przejezdnych maszynach roboczych cigzkich (zurawie, koparkl)
Sa to najczedciej ramy podw021a wsparte W czierech narozach na koiach Tub gasie-
nicach, obcigZone cigzarem oraz sitami przylozonyml do czesci obrotowei.

Opracowanie sposobu wyznaczania naprgzen w belkach rusztu wspartego
w czterech narozach na sztywnych podporach dla przypadkow kiedy liczba belek
jednego kierunku przekracza pie¢ — jest celem tej pracy.

1, Podstawowe zaleinofci

Bedziemy rozpatrywaé ruszi plaski (rys. 1) ‘wsparty w czterech‘naroﬁach na
sztywnych podporach przyjmujac nastgpujace zatoZenia:

20 1) ilosé belek w kazdym kierunku jest wigk-

k2T A'I ‘sza od pigeiu,
N 7 © D) sztywno$é skr¢cania belek jest malaWSto-
s " sunku do sztywnosci zginania,
[T ]S 3) ruszt jest ortotropowy, a belki sa r6wno-
/g/ // // // /%/ 1egie do bocznych krawedzi rusztu.

‘Przyjete zatozenia pozwalajg dla uzyskania
rozwiazania wykorzystaé zaleZnofci teorii plyt
cienkich. W pracach {3 i 4] wykazano, Ze wy-
‘znaczanie strzalki ugiecia 1 momentow zginaja-
cych w belkach rusztu _]eSh Wy_]SC Z rownama powierzchni ugmcxa daJe btad rzgdu

1
m, pdzie n oznacza liczbe belek Jednego kierunku. Z powyzszcgo wynilka,

Rys. 1

#e dla n = 6 blad nie przekroczy 4%.

Réwnanie rézniczkows powierzchni ugigeia oraz wyrazenia dla momentéw zgi-
najacych i sit tnacych zostafo Wyprowadzone w pracach [4 i5]i mozna Je napisaé
nastqpujaco

révnanie rézniczkowe

I T SN
(1.—1) - B 4+Bza 7 =p(x0);
momenty zginajace
k1 CRw o T 2w
e Mmi”&@;-”My:'—'Bza;,
sity tnace B A . _
Pw . . w

(1.3) - ] _.'Qx_:‘_—_Bl“é“;,_ _Qy:-“*BZFy?-
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W powyzszych wyraZeniach w = w (x, y) oznacza réwnanie powierzchni ugiccia
rusztu, p (x, ¥) funkcja obciaZen rusztu oraz B, B, sztywnodci zginania w dwéch
prostopadtych kierunkach réwnoleglych do osi ukladu wspéhzednych.

Dla rusztu sztywno$ci zginania B; i By wynosza

1.4 B—g 2 o _p
() 1= lbls 2 — Za’

gdzie Ey, J11 b; oznaczaja odpowiednio modul sprezystodei 1 moment bezwladnosci
oraz odleglosci pomigdzy belkami réwnoleglymi do osi x a E, Jo, @, modul spre-
zystoscl 1 moment bezwladnosci oraz odleglodci pomi¢dzy belkami réwnoleglymi
do osi y.

Korzystajac z podanych zaleznoéci calosé zagadnienia sprowadza sig do znale-
zienia réwnania powierzchni ugigcia rusztu przy danych warunkach brzegowych.
Znajac réwnanie powierzchni ug:eaa strzatke ugigeia wyznacza sie bezpoérednio,
natomiast moment zginajacy znajdujemy dla poszczegélnych belek sumujac rozto-
Zony moment zginajacy wyznaczony wg (1.3) na odcinku o dtugosci réwnej odleglosci
pomiedzy belkami; w $rodku ktérego znajduje sie rozpatrywana betka. W podobny
spos6b moZemy znaleZé sily tﬁ&ce dla poszezegolnych belek.

2. Roéwnanie powierzchni ugiecia

Rdéwnanie powierzchni ugigcia rusztu jest okreélone réwnaniem rézniczkowym
{1.1) i warunkami brzegowymi. Warunki brzegowe rusztu wspartego w czterech
naroZach na sztywnych podporach, przyjmujac ukiad wspéhzednych wg rys. 2,

napiszemy nastgpujgco:
dla x = 4-a . //
2w 03 w
(2.1) B 5=0, B =0, /
dla y= b :

2w 0 3 03w
BZ ayzi .s 2 ()y3

craz w =0 dla

2.2) =0 9

Rys. 2

23 x=—a,y=—b, x=—a y=b x=a,y—5b x—a, y——b.

Warunki (2.1} i (2.2) wyrazaja, Ze wszystkie krawedzie sa wolne od obcigZes.
Natomiast (2.3) odpowiada wspareiu w naroZach na sztywnych podporach.
Przepiszemy (1.1) w zmienionej formie:

otw otw 1 ’
@4 PRk ot B 7 (x, »),
gdzie
B
2.5 gt = B '

Rozprawy Inzynierskie ~- 6
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Rozwiazanie réwnania rézniczkowego (2.4) mozna napisaé jako sume dwoch
skltadnikéw. Jednym bedzie rozwiazanie 0golne jednorodnego réwnania rézniczko-
wego, a drugim rozwiazanie szczegblne. Rozwigzanie szczegdlne bedzie kazdo-
razowo inne w zalesmoéci od funkcji obcigZeni p (x, y), dlatego najpierw znajdziemy
rozwiazanie ogdlne.

Rozwiazanie ogdlne jednorodnego rdwnania rdZniczkowego

: : - d4w+ 4a4w 0
(2.6) o FL o
przyj,ﬁliemy w formie
en w= D fa(x) YaO)+F (x, ),
fiml

gdzie fy, (x) oznacza funkcje tylko zmiennej x, spéiniajqc@ warunki brzegowe wzdluz
krawedzi réwnoleglych do osi p, Y5 () funkeje tylko jednej zmiennej y, spelniajaca
warunki brzegowe wzdhuz krawedzi réwnolegtych do osi x oraz

A — %) (b+ +%) (bt
+A4@Q§;ﬂ_

Stale 4; wyznaczymy w taki sposob, aby spelni¢ warunki (2.3).
Funkcja F(x,y) spelnia warunki

2F 02F 0BF OBF

@9 A A = R A

Wstawiajac (2.7) do (2.6) znajdujemy

(2.10) ; [fa (%) Yo ()b 0t Fu () Y, (D1 Fivea(%, W)t Fov (%, ) = 0,

lecz z (2.8) wynika
A F;::‘t:’xx (x, ) = F;;gy (x,») =0
i dlatego

@.1D) D LAV () Yu 0) i () Y2 (5)] = .

Powyzsza zaleznoéé bedzie spelniona, jesli bedzie
LM Hfa® R0 =0 da n=123,..
lub, przedstawiajac w innej formie,

A O\ I
IR R A R
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Przyjmujac

Cp = — ks
mozemy napisaé nastgpujace dwa réwnania rézniczkowe zwyczajne:
YV kY, () =0 dla a#=12,3, .,

(2.12)
W rpkbifu(x) =0 dla n=123,

2.1. Okrelenie funkeji ¥ (), Funkcje Y. (y) wyznaczymy rozwiazujac réwnanie
rézniczkowe (2.12);. Funkcje Yy (¥) wezmiemy w formie

(2.13) Yo (¥) = Cichkpyi-Cocos ky y+Cs sh kny+Cysinkn y.

Stale C; przyjmuja, réZne warto$ci w zaleznoéci od parametru n, lecz dla prostoty
zapisu indeks n opuszczono. Stale C; wyznaczymy z warunkow brzegowych przy
uwzglednieniu (2.7).

Wstawiajac (2.13) do warunkow (2. 2) otrzymujemy uklad czterech réwnah
wzgledem stalych Cy, ktdry posiada rozwigzanie tylko w tym przypadku, jesli
jego wyznacznik gléwny jest rdwny zeru; to daje

2.14) tg2 ty — th2 ty = O
Woprowadzono tu oznaczenia

(2.15) tp=1Fkab, Tn=rab
Réwnanie (2.14) napiszemy w formie

(2.16) .. tgtatthtn =0, tgmpn—thtw=0

wprowadzajac dla czeéci symetrycznej oznaczenie pierwiastkéw réwnania fy, a dla
czegéci anfymetrycznej Tx.
Wartosci pierwiastkéw réwnan (2.16) sa nastgpujace:
tﬂ — 0: T = 09

(2.17) .
1, = 2,36502, 7 = 3,926602;

dla # = 2 mozemy napis_aé
3 5
(2.18) tp = z“-n-%—(n — Dm, T ey -t — D) 7.

R(’)Zniéa pomiedzy dokladna wartoécig a okreslona przez (2.18) wypada powyZej
széstej cyfry, co jest wystarczajaco dokladne dla praktycznych obliczed.
Po wyznaczeniu wartoéci stalych C; wyrazenie (2.13) przyjmuje postaC

Yu (0) = @n () +-gn (),
gdzie

(2.19) Pu () = ch ty o8 ken y-+costy ch kn,

@n(¥) = sh 7, sin rpy -+ sin 74 sh ray.
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Wyznaczone funkcje (2.19) oraz ich drugie pochodne sa funkcjami ortogonalnymi
oraz sq ortogonalne wzglgdem siebie. Znajdziemy wartodci calek z kwadratéw

znalezionych funkcji:
b

(2.20) [ )P dy = b (ch2 tn + cos? 1) = bFy,
iy

b
(2.21) f [9n (D2 dy = b (sh2 7 — sin? 75) = bFy.

—b

Ortogonalno$é funkcji @n (¥) i g (¥) pozwala na rozloZenie w szereg funkcjt

»» okreslonych w przedziale od y = —b do y = b. Uwzgledniajac, ze dla £, = 0,
To=0, 9 (») =0, lecz ¢ (») # 0, napiszemy

(2.22) PO =at Y anga() + Y baga(y),
=] =1

gdzie ag, an i by (wspblczynniki roztozenia) okreflimy wg metody Fouriera.
2.2. Okredlenie funkeji £, (x). Uwzgledniajac (2.19) réwnanie powaerzchm ugiecia
(2.7) napiszemy w postaci

(2.23) w= D' fa () [pn0)+a O)HF (x, 3).
®
Wstawiajac (2.23) w réwnanie rézniczkowe (2.6) otrzymujemy
Io" ) [pn D+ 004 1 (6) K, @ (D15 9 03] = 0,
€0 mozna napisad;

[y ()05 pa ()] on O+ s’ )+ 1592 (D] 9u () = 0,
a co daje dwa réwnania rézniczkowe dla wyznaczenia funkgji v () i P (X):
(2.24) W )tk wa () =0, P ()4t pn(x) = 0.
Wprowadzajac oznaczenie

.. . Hin . NTn
2.25 e 1 = M
225 ‘ o Ve’ 9 V20

réwnania_rézniczkowe przepiszemy w sposéb nastepujacy

(2.26) Yo (D H4ah pu(x) =0, ¥ ()+40L 9 () = 0.
Rozwigzania po Wprowadz_eniu nowej zmiennej
2.27) _ _ z=g+x

posiadajg postad
(2.28)  ya (2) = Cy Volan 2)+C1 V1 (an 2)-C Valan 2)+C3 Vs (2 2),

gdzie Cy, Cy, Cy 1 C; oznaczajg stale catkowania zalezne od n, (dla prostoty zapisu
indeks n opuszczono).
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Funkcje V (ax z) sq okreflone wzorem [5]

VO (0!1;, Z) - Ch ((ln Z) COos (an Z)a

Vi(onz) = 5 [¢h (@ 2) sin (on 2)+sh (an 2) cos (az 2)),
2.29) ]/ .
V2 (an z) = sh (an 2) sin (ap 2),

1 _
Vi(anz) = W [ch (er 2) sin (as z) — sh (ay 2) cos (aq 2)],
9 (¥) = Dy Vo (Sn 2)+D1 V1 (0 2)+D2 V(65 2)+D3 V3 (6n 2),

gdzie Do, Dy, Dy i Dy 3 to stale zalezne od n, a funkeje V (8, 2) posiadaja, postac (2.29).

2.3 Rownanie powierzchni ugieeia. Uwzgledniajac otrzymane rozwigzania réwnanie
powierzchni ugigeia (2.23) mozemy zapisaé

(2.30) W= ' [vn(@) pu(9)-+9n () Po (I F, ).

WyraZenie (2.30) jest rozwigzaniem jednorodnego réwnania rézniczkowego
(2.6). Rownanie powierzchni ugigcia dla danego obeiaZenia otrzymamy, jesli do
(2.30) dolaczymy rozwigzanie szczegblne réwnania rézniczkowego niejednorodne-
go. Nie przedstawia to trudnosci, jesli funkcja obciaZenia wykazuje ciaglodé dla
cale] powierzchni ruszty.

W przypadku kiedy funkcja wyrazajaca obciazenie nie jest “ciggla dla calej po-
wierzchni rusztu, wygodniej jest postuzyé si¢ metoda parametréw poczatkowych.
Sposéb ten jest znany w literaturze i wyrazenie, ktére nalezy dolgczyé do rozwigzania
réwnania rézniczkowego w przypadku réZnych obciaZeni, mozna znalezé w [4 i 5].

Dla obcigzenia silami skopionymi b ciaglymi przylozonymi wzdtuz prostej
z = ¢ nalezy dolaczyé wyraZenia

»(©) .
@3y X3 Zz(f Vil o) X 5 2]52) 251 V3l tz = A1),

gdzie ay () 1 by () oznaczagq wspolczynniki rozlozenia obcmzenla W sZereg wg
zaleznodci (2.22).

Réwnanie powierzchni ugigcia rusztu (2.30) przy uwzglednieniu (2.31) przyjmuje
postaé

(232) Wy = Z {CQ V@ ((Iﬂ, Z)+C1 Vl (tIn Z)+ C2 Vg (an Z)-I“Cg; V3 (an Z) -+

n ' #n(©) }
, Bﬂ]/ﬁ Vilan(z— )l{ ¢n () +

+ 2 {DO V() (5:”, Z) +D1 Vl (644, Z) —§—D2 Vz (6'”, Z) +D3 V3 (67,; Z) —+

B 2”]2 5 V3 [6n(z — )]} Pn(M-LF(x, ),

gdzie || oznacza, Ze dla z << ¢ wyrazenie jest réwne zeru.
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Wyrazeme (2.32) jest réwpaniem powierzchni ugigcia ruszty dla obciaZen
an(€) @n (¥) 1 bu(c) @n (). Obciazenie sitami skupionymi lub ciaglymi przytozonymi
wzdtuz prostej z = ¢ rozklada si¢ w szereg wg (2.22). Z powyzszego wynika, Ze row-
nanie powierzchni ugigeia rusztu dla obciazenia p (3) przylozonego wzdhuz prostej
z = ¢ bedzie sumg dwdch réwnan. Jednym jest réwnanie powierzchni ugigcia
(2.32), a drugim bedzie réwnanie powierzchni ugigeia rusztu dla obcigZenia ap
(2.22), czyli réwnomiernie rozlozonego wzdtuz prostej z = ¢. Dla innych typow
obcigzen sposdb rozwiazania bedzie podobny, tylko wyrazenia (2.31) beda inne.

Stale C; oraz D; w rownanin (2.32) sa zaleine od n, lecz dla prostoty zapisu
indeks » opuszczono. Wartoéel stalych w (2.32) wyznaczymy z warunkow brzegowych
2.1).

Uwzgledniajac (2.27) i (2.9) oraz wprowadzajac oznaczenie

V(on2a) = V. Y (0u2d) =V,  An an (0).
Upald) = V, n =}, ey -—g
(2.33) - A ; 1(/3 Kz
—_— - 7
VieQa =] =V, VInQa—0l=V, As=57 53
) n
1 : 1,
-Kn Vz ViVs, E = V5 — V1V

Sp=ViVs— VoV, Su=V{V2— 17673;
.R;q, - V(; Vz - V; Vl, .Rn - VQ Vz V1 Vl

olrzymujemy nastepiijace rOwnanie powierzchni ugiecia rusztu po wstawieniu
wyznaczonych wartosm stalych CiiDg:

(2.34) - 2 An {Eu[S2 Vo(anz)4-Ra V1 (aﬂz)] +lleVilan(z — O} () +

-+ 2 An {Kn [Sn Vo (dn Z)+Rn Vl Bnz)}+le Vs fa'n (z —0)] } Pn (y)‘l‘F(‘?” .

Zalezno$é (2.34) przedstawia réwnanie powierzchni ugiecia rusziu dla obciazed
an (€) pn () 1 ba (€) pu () praylozonych wzdluz prostej z = ¢. Przez wypelnienie
warunkéw brzegowych (2.1) i (2.2) otrzymaliSmy wszystkie krawedzie wolne od
obciazeh. Wsparcie rusztu w narozach na sztywnych podporach uzyskamy dobiera-
jac stale 4; w wyrazeniu (2.8) wg warunk6w (2.3). Wypelniajac warunki (2.3) oraz
wprowadzajac oznaczenia

= N AnKnSnga®), Wa= D AnKnSnpn (B),
(2.35) " " i
wp= 3 AulKa(Su Vot RaVD+Vilpa®),  wo= D) dnlKn(SaVo+

majdujemy

z _ ¥ — — . Z¥
(2.36) F(x, 7 = - Wat(Wa — wo) 5 — wa e + (wa — wo) 5 7
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{

Wryrazenie F(x,)) pozwolito uzyska¢ dla wszystkich narozy w; =0, czyli
wsparcie rusztu na sztywnych podporach. Jednak wyraZenie F(x, ¥) nie wplywa na
wielkoéé napreZzen w belkach rusztu, co wynika z (2.9). Otrzymany wynik staje sig
jasny na podstawie pracy [11], gdzie wykazano, Ze wielkodci reakeji w narozach
plyty wspartej na czterech doskonale sztywnych podporach sg niezalezne od sztyw-
nodei zginania w dwoch prostopadiych kiernnach.

Wyrazenia (2.34) 1 (2.36) okre§laja rownanie powierzchni ugiecia rusztu wspar-
tego w czterech naroZach na sztywnych podporach poddanegoe dzialaniu obciaZef
an (€) 9n () 1 bn (€) @a (3), kibre jest przytozone wzdhiz prostej z = c¢. Réwnanie
powierzchni ugigeia dla obeiazen sifami skupionymi lub obciazeniem. ciaglym przy-
lozonym wzdluZ prostej z = ¢ otrzymamy, jeSli dodamy do (2.34) rownanie po-
wierzchni ugiecia rusztu wspartego w czterech narozach na sztywnych podporach
przy dziataniu réwnomiernie rozloZonego obciaZenia intensywnoscia ay (2.22) przy-
fozonego wzdiuz prostej z = .

3. Roéwnanie powierzchni ugiecia dla obeiagenia p (x)

Wyznaczymy réwnanie powierzchni ugigcia rusztu wspartego w czterech naro-
zach na sztywnych podporach dla obciaZenia p (x), tzn. zaleZnego od zmiennej x
-1 réwnomiernie roztozonego wzdhuz osi y. Funkeja p (x) moze by¢ okreflona na calej
dhugodei rusziu od x = —a do x = a lub tylko na odcinku o dlugofci a; < 2a.
Jesli bedzie to obciazenie gy [wg (2.22)] wzdhuZ prostej z =.¢, to zamienimy je
obcigzeniem pa odcinku o dhugosei 2¢y ' ‘
{rys. 3), przyjmujac ¢; < a. Intensywnosé
obciazenia bedzie wowczas p = apf2eq.

Rozlozymy obciaZenie p(x) w szereg
typu (2.22): ' -

G pW=go+ ) lanpn(+

+ &m M‘}Bm (x)].

Funkcie @m (¥} 1 @m (x) posiadaja taka
samg forme jak (2.19), lecz o zmicnnej x:

im

tm
Pm (X) = ch tn cos— X-+cos fm ch— X,

4}

(3.2)
_ . T'm. . Tm
@m (X} == sh T sin ?x—{—sm Tm $h— X.
a
Wartosci ty i 7y okre§la (2.17) zmieniajac » na m. ‘
Réwnanie rézniczkowe powierzchni ugigcia rusztu przyjmie postac:

ot w HMw o
(3.3) Bisa T BSr = 0t 2 lngn ()1 npn @]
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:;_ﬁl{_qﬁkhaﬁie (3.3) moZemy napisaC
ST 4wy 4wy

o4 Wa o4 Wo o
Bl ¥ B = 2 anon (- m i (]

Z powyzszego wynika, Ze rGwnanie powierzchni ugiceia rusztu dla obciaZen p (x)
bedzie suma dwoch rozwigzaf:

a) réwnania powierzchni ugigeia ruszta wy dla réwnomiernie rozlozonego
obciazenia na calej powierzchni rusziu,

b) rownama powierzchni ugiecia rusztu w, dla obcigzen Z' (9w ¢om (x) +
-+ q m f}?m (0]

3.1. Réwnanie powierzchni ugigeia dla obciagen  gm @m (X) + gm Pm (X). Przepiszemy
réwnanie rézniczkowe (3.4), w zmienionej formie wprowadzajac oznaczenie:

35 . . 1 Bl
( . ) # = ,'74 B.'Z
' ot Wa ()434)2 1 . : -
. 4 p—
(3.6) oo T T8 Zm;‘[thPm(X)"FQm(Pm ()]

Réwnanie powierzchni ugigeia rusztu przyjimiemy w formie:

G7n w:Zwmme%@@mHmMm

Pm (X) 1 gm (x) — okredlaja (3.2), Fy(x,y) — napiszemy wg (2.7):

— X (h— _ — x) (b
(3.8) Fixy= %ﬂ A2W~+

_(a+x)(+y)  _ (a+x)(b— )
iy +A4‘ dab

Réwnanie powierzchni ugigcia rusztu w; powinno. spelnia¢ warunki wsparcia
rusziu w czterech naroZach na sztywnych podporach, co okreélaja warunki brzegowe
2.1, 2.2y i (2.3).

Widzimy, ze warunki (2.1) sa spelnione, co uzyskaliémy przez dobor funkcji
@m (x) 1 pm (x). Warunki (2.3) spelnimy dobierajac odpowiednio stale 4 zaleznoéei
(3.8). Warunki (2. 2) czyli dla krawedzi y — -1b wypelnimy przez 0dp0w1edn1 dobor

funkcii ym (3) 1 pm (). ,
Wstawiajac (3.7) w rdwnanie rézniczkowe (3.6) otrzymujemy:

(3.9) Z {lel )+t ki wm O) o () Ty )+t pm D pm (D} =
1 .
_— —BTZ Z [ pm (%) + gmom (%],
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i
gdzie
Réwnanic rézniczkowe (3.9), uwzgledniajac  ortogonalnoéé funkeji @m (x)

I @m (x), mozemy zamieni¢ dwoma réwnaniami dla wyznaczenia funkeji wy, (3)
i @m )

: fm — a'm
(3.10) Vi ()45 vm (3) = By YmOIFALB0) = B
‘Wprowadzamy oznaczenia: .
Him MTm
1 o =22
3.10) P V2a’ Em V2a
Rozwigzania réwnania rozniczkowego (3.10) napiszemy w formie:
g [1+ Wy (B )]

G ) =T QB W (B d) +
+ QW [Fm (b — E14C Wi [Bm (26 — ),

@ [14+Wo (s 3)]
l Bz 48;1-‘.3

G13)  pu() = + Do Wo(em &) +-Dy Wy (en &)

+ Dy Wolem (26 — E)14-D3 Wy [em (2b — ).
Wprowadzono oznaczenia wg rys. 3
(3.14) E=b+y.

Funkcje W posiadaja taka sama forme jak funkcje okreslone wzorami (2.29). Stale
catkowania Cy, ..., C; i Dy, ..., Dy, ktére sa zaleine od m, lecz dla prosiszego
zapisu indeks m opuszczono, wyznaczymy z warunkéw brzegowych (2.2).

Wypelniajac warunki brzegowe (2.2), uwzgledniajac (3.12) i (3.13) oraz orto-
gonalnoét funkeji gm (x) i gm (%) i wprowadzajac oznaczenia

gm

W(Bnb) = W', W(ewb) = W', W = Zm,
(3.15) : 2 m
W(En2b) = W, Wen2b) =7, -2 —7,
Bz48m
1 ) o
o= Wi- mws, My = Wi Wy — W, s,
m .
1 T Trr s ’
== Wi — W W, L = Wy Wy — W, W,,
N -

Mmz W; W3 — Wzr Wz, Em = -W;P“Vl — W{ Wz,
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Wy (&) = Wi (Bm E)+Wo [Bn 20 — D],
Wi (&) = Wi (Bm E+ W1 1w 26 — 8],
Wo () = Wy (em &)+ Wo [em (26 — )],
W1 (§) = Witem )+ Wi [en 20 — )]

otrzymujemy po wstawieniu wartosci- statych

(3.16) wy = 2 Zn {1+ Wo (Bon §)1H N [Mn Wy (£)+Lm Wi (1} ¢m (%) +
b X Zn (D14 Wo o 14N (F o (L W1 (9T} o ()4 F1 (5, ).

Wartoéci statych A; funkeji Fy (x, ¥) wyznaczymy z warunkéw (2.3).
Uwzgledniajac (2.27) i (3.14) oraz wprowadzajac oznaczenia:

N L {1 Wk Nus [Mon (Lt W) +Lon Wil} o (@) = Wy
3.17) m - T )
N Zon (14 W N [ O W)+ Lo T4} @) = e
" -
znajdujenry

. X
(3.18) Fl(x:y):*wa,*wta;
Réwnanie (3.16) przy uwzglednieniu (3.18) jest réwnaniem powierzchni ugigcia
Tuszin, wspartego w czterech marozach na sztywnych podporach dla obm@zema
Z {gm @m ()4 gm om (x)] okreflonego przez (3.1). :

4. Rownanie powierzchni ugiecia dia réwnomiernie rozloZonego obciaZenia

Roéwnanie téZniczkowe 1 warunki brzegowe, ktére musi spelniaé rdéwnanie
powierzchni ngiecia rusztu wspartego w czterech narozach na sziywnych podporach
w przypadku réwnomiernie rozfozonego obciaZenia na calej P0w1erzchm sq naste-
pujace:

réwnania rézniczkowe

4
@y Hwo iyt St %, Wo . U
Ayt oyt~ B

warunki brzegowe — (2.1), (2.2) i (2.3).
Réwnanie powierzchni ugigcia rusztu wezmiemy pod uwagq w postaci

{4.2) wp = fo [x4 — 6a2x2-F5at -+ E(y4 — 652 y2—|—554)] +

h 4831
+ 37 [4n Vo (pnX)+Ba Va(pa )] c0s huy+ D) [CaVo (Bny) +

4+ Dy Vi (B )] cos spx.

e
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Taki spostb roszaczama stosowal B. G. GALERKIN w [9] wyznaczajac rowname
powmrzohm ugigeia plyly wsparte] w czterech naroZach. Wprowadzono oznaczema

_ @n—1D= B (2?1—1)@
"TT o T T
“4.3) ' .
hn  (2n—1)any Gl Sn 2n— 1) m;n . By
ETET Tayas 0 Ty T T 2yEa 0 T B

Funkcie ¥ posiadaja taka sama forme jak funkcje okredlone wzorami (2.29). Wyra-
Zenie (4.2) jest rozwiazaniem réwnania rézniczkowego (4.1) i spelnia warunki (2.3)
niezaleZnie od wartodci 4, B, C i D, ktére wyznaczymy z warunkdw (2.1) i (2.2):

. Vo (pn
Aﬂ, — BnM — BnSw,a,
@ ﬁ) Valpna)
Vo (Ba D)
.‘C'n = n-——V.z_ (6?3 B) = Dy S,
qoa - -
—2%; — D 2Y/25BalSna Vi(pnd)+ Vi (gna)] cos huy +
< .

+ Z 3D [Sao Vo Bu )+ V2 (Ba )] (— 1)+ = 0,

2Bz+ 21 B B Vo )+ V2 (pud] (—1P 41 +

— Z‘ 2/ 203 D [Sus V1 (B b)—l— V3 (0, b)] cos sy x= 0.

Rozlozymy w szeregi trygonometryczne wedtug cos A, ¥ plerwszy 1 trze01 wyraz
réwnania (4 4); oraz wedhlg cos 57 X pierwszy 1 drugi wyraz rownania 4. 4)4,
Zmieniajac sumowanie wyrazow zna;dujqcych si¢ pod makiem sumy z 7 na m,
oraz, wprowadzimy oznaczenia:

7 Smu'Vl ((Pn a)‘l‘ Vs (?Jn il) = Nua,
4.5 San V1 (0a B)+V3(60 B) = Nus,

16go ab’ 16ga3 b _p 4 _ 43 N (—Tyn+t B
Bihpp Y Byt U om0 mp U @n o DE
Vo (8m by @m — 1) (7 fym+1 (— 1yn+1 '
M === (14530,
Q2n — 1) + L (2m — 4

(4.6)
Va (psm &) (2m — 1)3 (=1ym+1 (— 1)n+1
(2n — 14yt 2m — 1

Hupp = 1+ Szma)
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Wykonujac odpowiednie przeksztalcenia otrzymujemy nastgpujace réwnanie dla
wyznaczenia stalych By 1 Dy '

— BuNpat2e 2 Dy Mupu = — Eyen,

4.7) : "

Ep Z By Hpy — Dy Nyp = — Epea.
m

Roéwnania (4.7) pozwalaja wyznaczyé wartosci statych By oraz Dy, Rozwiazujac
w sposob Scisly nalezaloby napisaé nieskoficzona iloéé rownan dla n =1,2,3,.
I'm=1,2,3,.. i nastepnie je rozwigzaé. Dla praktycznych obliczen najprawdopo-
dobniej wy:starczy znalezé po frzy albo cztery wartodci By 1 Dy.

Réwnanie “'powierzchni ugiecia rusztu (4.2) naplszemy W prostszej formie,
uwzglqdmajqc przyjete oznaczenia:

4]
488,

' 1
(4.8) wy = [x4 — 6a? x2+5a% + }}Z(}A — 662y2+5b4)] -

D) BalSua Vo (Pnx)+ V2 ()] cos hny +

+ 2 D [Snv Vo (0n.3) + V2 (91 3)] cos 5u x.

5. Rownanie powierzchni ugigeia rusziy dla dowolnego obcigzenia

Réwnanie powierzchni ugigeia rusztu wspartego w czterech naroZach na sztyw-
nych podporach bedzie w najogodlpiejszym przypadku obciazenia suma trzech
otrzymanych rozwiazan:

(5.1) | w (%, ) = w1 (x5, ¥) 4wy (x, 1) +wo (%, ).

WyraZenia z prawej strony okreflone sg wzorami (2.34), (3.16) i (4.8). Podamy
dla przyktadu sposéb rozwiazania w przypadku obciaZenia rusztu sita skupiong P
(rys. 4). _

Obciazenie sita skupiong P przylozona w punkcie xg, yp Zamienimy obcigzeniem.
réwnomiernie roztozonym na odcinku o dtugodci 24) przyjmujac d; < b. Otrzymamy

(5.2) ] 2dy = y3 — 31
oraz y, = yptdy, y1 = yy — di.

Obciazenie réwnomiernie roziozone:
' P
(5.3) p0O) =5
0 dla =>Piy>,
P0O) = Yi=¥Y 1y =¥

24 da y <y<y.

Rozkladamy p(y) w szereg wg (2.22).
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Dla obcigzeh an gu (¥} i by gn () réwnanic powierzchni ugigeia okresla wy (x, »),
{2.34). Wyraz ag (2.22) rozktadamy w szereg wg (3.1). Réwnanie powierzchni ngiecia
dla obcigzen gm gm (X) 1 gm @m () okredia wa (%, y) wg (3.16). ,

Natomiast gy jest réwnomiernie rozlozonym obciaZeniem na calej powierzchni
rusztu i réwnanie powierzchni ugiecia rusztu okrefla wy (x, ) wg (4.8).

6. Przyklad liczhowy

Wykonamy przyktad liczbowy wyznaczenia momentu zginajacego belke rusztu _
przedstawionego na rys. 4, przyjmujac nastgpujace dane:

a a
?:?:0,6, ‘11:?3 - Xg==dy, - .Q
4 B2 2 b b b c? T
W= =4, 1= 5 Yo = b1, - HLP
.BJ_ 3 ol a
Ruszt obciaZony jest sita skupiona P przylo- ———— <
zong w punkcie o wspdhzednych xg, yo. Znajdu- %], a
jemy (rys. 4) )
¢=atb, d=bib,. Rys. 4

6.1. Wyznaczenie obeiazenr dla poszezegoluych rozwigzan. Rozlozymy obciazenie sila P
W szereg (2.22), zamieniajac je réwnomiernie rozloZzonym obcigzeniem na odcinku
o dlugosci 2d; i przyimujac d, = b/10. Znajdujemy
o ) P 5P
e | T T
Obcigzenie okreslone jest funkcja

o) { 0 dla y<b1—d1 1y > b-d,
pO) =
- ga dla b —dy <y < bytd.

Wspblezynniki rozloZenia w szereg wg (2.22).

WyraZenie ay jest réwnomiernis rozlozonym obciaZeniem wzdhuz prostej x = c.
Znajdziemy dla tego obciqz'.'e_nia rozlozenie w szereg wg (3.1) — zamieniajgc je obcia-
Zeniem wrzdluz pasma o szerokodei ¢; i przyjmujac ¢; = a/10. Znajdujemy

. 62 - [4)) 5P
©2) - " 21 2ab"

* Obciazenie okreslone jest funkcja -
0 dla x<<ag) —¢; i x > ai-tce,
p(x) —{

g dla a; —e¢; < x < aptep

Wspdtezynniki rozfozenia w szereg wg (3.1).
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Wyznaczone w en sposob wspotezynniki okreslaja wartodei obciazen dla odpo-
wiednich réwnafi powierzchni ugigoia rusztu. ‘ \
6.2. Wyznaczenic momentu zginajacego bellke. N&_piszemy WZOTY na wyznaczenie mo- |
mentu zginajacego belkg réwnolegla do osi y, poloZenie ktorej okresla wspol-
rzedna x = xp. Okre§limy moment w przekroju przylozenia sily, czyli dla y = yo.
Wstawizige (5.1) w (1.3) znajdujemy

& (62 wy 02wy 02 wo)
(6.3) My=—B\ o o)

Powyzsza zaleZno$é okre§la rozfozony wzdiuz prostej y = yp moment zginajacy.
Belki rusztu, odleglodé pomigdzy ktérymi wynosi @, beda obcigzone wartoscia mo-
mentu przypadajacego na odcinek o diugosci aj, w frodku kiérego polozona jest
belka. Moment zginajacy jedna belke wyznaczymy, je§li zsumujemy rozloZony
moment zginajacy na odcinku o dhugodei a;. '

Napiszemy to nastepujaco:

_ " " 2wy 2wy 2wy
(6.4) My y ¥JM1, dx = ﬁsz l o2 52 07 Lﬂdx:
Ty, 2
= M+ My+ My,
gdzie
a - a
x1:x0f7, lea—f—x()ﬁ?,
ay ap
x2=x0+?, zzza.-ivxg%--z—.

6.3, Moment gnacy dla obcigzenia go. ROwnanie powierzchni ugiecia dla rownomiernie
rozloZonego obciazenia qo okvela wyrazenie (4.8). Wartosci stalych By i Dn
wyznaczymy rozwiazujac uklady rownan (4.7). Wyznaczymy po trzy wartosci
stalych By, i Dy, czyli przyjmujac w réwnaniach n = m == 3. Z tablic [7] znajdujemy
wartosci funkcji ¥; (2.29), uwzgledniajac (4.3) i po wyznaczeniu odpowiednich
wartodci” wg (4.7) napiszemy uklad réwnan stalych By, By, By 1 Dy, Dy, D3

0,343154D, — 24,9586D, — 388,701 — 0,538057B; = —E; y4 4,

— 0,0584737D,+23,4585D,-1-385,503D5 — 1,56242B, = 0,0123457 Eyp4n?,
0,0088045D, — 16,6524D; — 365,084D,+7,25557B3 = — 0,0016 E; p4 8,
2,56213B; — 9,681848, — 27,5598B; — 30,8253D; = — E|,

— 0,039703B,--2,08788B, 1 18,4866B8; — 5000,37D; = 0,0123457E;,
0,005159858; — 0,3296538; — 5',708073341305911)'3 = — 0,0016E;.
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Rozwiazujac otrzymany uklad réwnan znajdujemy:
‘B = 0,53229 E, Dy = 0,078463 Ei,
By = — 00051525 E), Dy = — 1,0267-10~5 £y,
By = — 0,00017868 E, 153 — — 548.10-3 E;.

“Wprowadzono oznaczenie
. 4(](} b4
Bymdad

Widzimy, %e wartodci stalych ze wzrostem » bardzo szybko maleja i dlatego dla
praktycznych obliczen wysiarczajaca dokladno$é mozna otrzymaé przyjmujac
w zaleZznoSciach 3.7 n=1,21im=1,2.
Wstawiajac w (6.4) otrzymane wartosci stalych oraz odezytane z tablic warto$ci
funkcji znajdujemy .
My = 0,086105¢, 53.

6.4. Wyznaczenie momentéw M; i M, Momenty zginajace My i M, okreslaja
wyrazenia (6.4) przy uwzglednieniu (2.34) i (3.16). Odezytujac z tablic odpowiednie
wartofci funkcji V31 ¥ oraz W1 W] a takse wartosci funkeji trygonometrycznych
1 biorae przy wyznaczaniu M po trzy wyrazy szeregu, a dla M, dwa wyrazy szeregu,
znajdujemy

: 3
M) = 0,00240487 gz 52, M, = 0,00135803 g, —;_

Przyjecie przy wyznaczaniu My trzech wyrazéw szeregu a dla M, dwéch, w wyko-
nanym przykladzie okazato sig . wystarczajace, poniewaz dalsze wyrazy dawaly
wartosci poniZej 1% w stosunku do pierwszego. Biorac pod uwage, Ze wyznaczamy
moment w mlercu przytozenia sily, moina stwwrdzxc e ZbleZDOSC szeregdw jost
duza.

6.5. Moment zginajacy rozpatrywana belke rusztu, Catkowity moment zginajacy otrzy-
mamy wstawm_]acc znalezione Wartoscl A (6 4)

a3
Mz, = dob3 0,086105 -+ g b2 0,00240487 w gz =~ 0,00135803.

Uwzgledniajac wartoéci wspélczynnikéw rozloZzenia w szereg znajdziemy

My = 0,4963 Pb,
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PeswMe

IIPSIMOVTOJIBHEI ITTOCKHA POCTBEPK,
OLEPTBIN HA YETBIPEX VIJIAX HA JXXKECTKUX OTIOPAX

"PemmaeTcs BONPOC CTATHKH, T, €, ONPECTenaL IpOrubos ¥ 0G0OINEHHED: CHIL B HaXKax IpaMo-
YTONBHOTO OPTOTPONEOTO POCTBEPKA, ONEPTOro HO HETHIPEM YIXAM HA EECTXUX Hommopax, fIpa-
HUEMASR, ¥TO WHCACOANOK B XAuIoM HAUPABNEHWH OONLIE IATH, 2 HX XECTKOCTH HA KPYYeHEE
ABRAIOTCH MANLIMH ¥ MOXKHO HAMH IpeHeOpPeys, 334493 CBOJHTCH K DPACCMOTPEHMIO OPTOTPO-
naol mnacTmoxu, obnapmaromiell HyleBo#l CKOPOCTBIO HA kpyyenme. OupeenseTcn ypaBHeHne
TMOBEPXHOCTH OpOTEOA, XOoTopas Mid IPOM3IBOIBHOH HATDY3KHA BEIDAMACTCS CYMMOIH Tpex sie-
menTos (5.1).

Maetca wncnoBol OpyMep IS HATPY3KA POCIBCPKA cocpc‘,qoroqaﬁﬂou CHIIOH P OnpepexseTca
MOMEHT WITHOArOmME Ganxy B COUYSHWH IPHIOMKCHMS CHALL

IMonyuaeTcs MOCTATOUHAA [Is IPAKTHYECKHX PACYSTOB TOMAOCTh, HpHBAMAN ATL wy (2.34)
TPH Aans wo (4.8) B we (2.16) no mpa BRIPRKCHAR DPAXOB.

Summary

A RECTANGULAR PLANE GRATE ON RIGID SUPPORTS
AT THE CORNERS

The problen solved is that of determing the deflections and the generalized forces in the bars
of a rectangular orthotropic grate resting on rigid supports at the corners. Assuming that the number
of bars is larger than five in both directions and that their torsional rigidity is low and may, therefore,
be rejected, the problem is reduced to the discussion of an orthotropic plate with zero torsional
rigidity. The equation of the deflection surface is derived. The expression obtained is a sum of three
components (5.1},

A numerical example is given for a grate loaded by a concentrated force P. The bending moment
is determined in the cross-section passing through that force. An accuracy sufficient for practical
purposes is achieved by taking three terms of the series wy (2.34) and two terms of the series wp
(4.8) and wp (2.16). :
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