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KONCEPCJE OPISU ZANIKANIA PAMIECI MATERIALU

PIOTR PERZYNA (WARSZAWA)

«While laymen and philosophers of science often believe, contend,
or at least hope, that physical theories are directly inferred from
experiments, anyone who has faced the problem of discovering a good
constitutive equation or anyone who has sought and found the historical
origin of the successful field theories knows how childish is such
a prejudice. The task of the theorist is to bring order into the chaos
of the phenomena of nature, to invent a language by which a class of
these phenomena can be described efficiently and simply. Here is the
place for ’intuition’, and here the old preconception, common among
natural philosophers, that nature is simple and elegant, has led to
many great successes. Of course physical theory must be based on
experience, but experiment comes after, rather than before, theory.
Withont theoretical concepts one would neither know what experiments
to perform nor be able to interpret their outcome.»

C. Truesdell and W, Noll, Non Linear Field Theories of Meckamc.s', Bucy-
clopedia of Physics, vol. 1113, Springer, Berlin 1965, p, 4,

«Fxperiment is the sole judge of scientific ’truth’. But what is the
source of knowledge? Where do the laws that are to be tested come
from? Experiment, itself, helps to produce these laws, in the sense
that it gives us hints, But also needed is imagination 1o create from
these hints the great generalizations — to guess at the wonderful,
simple, but very strange patterns beneath them all, and then to
experiment to check again whether we have made the right guessa»

R.P. Feynman, R, B, Leighton and M. Sands, The Feynman Lectures
on Physies, Addison—Westey, New York 1963, p. '1—1,

1. Wstep

Sledzac uwaznie najnowsze prace dotyczace ogélnego opisu materialéw moZna
latwo zauwazy¢ wyrazng tendencje do uogélnied natury matematycznej. Przejawia
sig to w dazeniu do opisu nie okre$lonego materiatu, ale pewnej klasy materialow.
Budujac teorig odnoszaca sig do catej klasy materialéw moZna zawsze 7 niej otrzymaé
pewne szczegblne opisy okreslonych materialéw rzeczywistych lub ich uproszezo-
nych modeli. W ramach pewnego przyjgtego modelu opisuje si¢ cechy istotne dla
wigkszoSci materialéw danej klasy. Dobrym przykladem takiego modelu idealnego
materiatu jest material z pamieciq, w szczegdlnoéci material prosty. Teoria materiatu
prostego zostala ostatnio rozwinigta bardzo szeroko zaréwno dla proceséw izo-
termicznych, jak réwniez dla ogdlnych proceséw termodynamicznych.
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Drzicki zastosowanin nowoczesnego aparatu matematycznego zbudowano nowe
podstawy mechaniki ofrodkdéw ciaglych. Trzeba tu wyrdzni¢ przede wszystkim
metody aksjomatyczne, ktorych glowna zalety jest dbatodé o matematyczng $cistosé
definicji oraz o jasne interpretacje fizykalne otrzymanych rezultatéw. Wiasnie na
tej obiecujacej drodze rozwinigta zostala teoria materiatéw prostych. Diatego ce-
chami charakterystycznymi tej teorii sa zaréwno dobrze ugruntowane podstawy
fizykalne, jak réwniez precyzja matematyczna.

Kiedy przekonano sig, 7e przez odpowiednic aproksymacje réwnan konstytu-
tywnych opisujacych zachowanie si¢ materialu prostego mozna otrzymaé opisy
wezesniej juz znanych materialéw, wtedy zauwazono jeszcze jedna zaletg takiej
metody. Wykazano mianowicie, Ze na bazie takiej teorii mozna odpowiedzie¢ na
podstawowe dla praktyki pytania, w jakim sensie rozumiane sg te aproksymacje
i w jakich konkretnych przypadkach proceséw deformacji moga byé stosowane.
W tym whadnie tkwi gtéwna przyczyna tak szerokiego zainteresowania si¢ tymi
zagadnieniami, jakie obserwujemny w ciagu ostatnich pigeiu lat. Druga przyczyna
jest ogdlnoéé teorii materialéw prostych. Okazalo sig, Ze teoria ta moZe by¢ przydat-
na zardwno do opisu niektorych metali, jak réwniez wiclu polimerdw czy gruntéw.

Aproksymacje réwnan konstytutywnych moga byé otrzymane mna podstawie
pewnych ograniczen natozonych na pamigé materialu. Ograniczenia te sprowadzaja
sig na ogdt do zalozenia, Ze pamieé materialu moze zanikaé.

Celem obecnej pracy jest szerokie omdwienie réznych koncepciji opisu zanikania
pamigci materiatu. Nalezy jednak podkredlié, ze dazono do pokazania rezuitatéow
uzyskanych przez wielu antoréw i na' og6t przy réznych zaloZeniach w ramach
pewnej jednolitej metody, jaka moZna uzyskad w oparciu o metryzowalna przestrzef
topologiczna, Pozwolilo 1o na iraktowanie wszystkich ofrzymanych rezultatow
jako pewnych szezegolnych przypadkéw, co w znacznym stopniu przyczynilo sie
do bardzie] zwartej konstrukceji pracy.

Wszystkie rozwazane zagadnienia beda dotyczyly skonczonych deformacji
ofrodka ciaglego, jakie zachodza podczas proceséw izofermicznych.

Notacja oparta jest na koncepcji tensorowych pél dwupunktowych w zapisie
absolutnym. Na ogél nie bedziemy zapisywaé rezultatéw w okre$lonym ukladzie
wspdhrzednych. Odstepujemy od tej zasady tylko w tych przypadkach, kiedy wzory
napisane we wspolrzgdnych maja bardziej oczywisty charakter.

2. Material prosty

2.1, Podstawowe definicje i opis deformacji. Cialo B bedziemy traktowaé jako tréj-
wymiarows - rozniczkowalna rozmaitosé, kidrej elementy X nazywal bedziemy
czasteczkami (1). Natomiast przez konfiguracje ¥, ciala B rozumieé bedziemy gladki
homeomorfizm ciala @ na obszar tréjwymiarowej przestrzeni Euklidesa, tzn.

@n x=%X), X=x1(,

(1) Opisy ruchu, deformacii i naprezenia wzorowane s na propozycii W. NowLrLa [28, 29],
ktora zostata szeroko rozwinigta w monografii C. TRUESDELLA 1 W. Nowrra [41]; por. réwniez [31].
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gdzie 1 oznacza odwzorowanie odwrotne do %. Punkt x = (X) jest nazywany
miejscem zajmowanym przez czastke X. ‘

Ruchem ciala B nazywaé bedziemy jednoparametrowa rodzing konfiguracit y,
gdzie Tzeczywisty parametr ¢ bedziemy utozsamiaé z czasem. MoZemy wige napisaé
(2:2) x =% (X) = x(X 2.

Punkt x =y (X, #) jest micjscem, w ktérym znajduje si¢ czastka X w chwili #.

Chociaz ciala B nie nalezy utozsamia¢ z jakakolwiek z jego konfiguracji prze-
strzennych, to jednak obserwacji fizykalnych nie mona na nim przeprowadza¢
bez przypisania mu jakiej§ wybranej koofiguracji. Z wielu wzglgdéw dogodnie jest
uwzgledniaé ten fakt identyfikujac poszezegdlne czastki ciala przez podawanie ich
polozenia w jakiej§ konkretnej, ustalonej konfiguracji. Tg ustalona konfiguracje
bedziemy nazywaé konfiguracjq odniesienia i oznaczaé przez x. Konfiguracja odnie-
sienia ® moZe byé jedna z pozycji zajmowanych przez cialo w czasie jego ruchu.
Miejsce czastki X w konfiguracji odniesienia % okreflone bedzie przez

@3 X =u(X).

Przypiszemy czastce pewien uklad wspolrzednych X%, ktéry bedziemy nazywaé
wkladem wspdlrzednych materialnych. Wtedy réwnanie (2.3) mozZe by¢ napisane naste-
pujaco: '

2.4 : X—w(X) lub  Xi— % (X).

Réwnanie (2.4), definivje uklad wspohzednych; tym sposobem czastka X i jej
miejsce X = x (X) w konfiguracji odniesienia maja te same wspotrzgdne X™ Dzigki
temu réwnanie (2.2) opisujace ruch ciala B mozemy napisaé w postaci

(2.5) . x =Y 1 (X), ) =x &, ).

Réwnanie to opisuje rodzing konfiguracji ciala w stosunku do konfiguracji odnie-
sienia.

Odnofnie do rozpafrywanego ruchu przyjmiemy nasigpujace aksjomaty:

1) aksjomat ciaglo$ci wymagajacy, aby funkcja ruchu i funkcja odwrotna mialy
ciggle pechodne dowolnego rzedu, tzn. funkcie ¥ i 471 sa dowolng ilo$é razy
rézniczkowalne;

2} aksjomat o nieprzenikalnoSci materii, ktéry wymaga, aby funkcja (2.5) byla
Tunkcjg jednowartodciows.

Jezeli mamy okreslona funkcje ruchu (2.5), to dowolny obiekt geometryczny A
zalezny od czasu i charakteryzujacy pewne pole moZe by¢ rozpatrywany jako funkcja
A (X, ?) czastki i czasu lub jako funkcja A (x, f) miejsca i czasu. Zmienne X i ¢ na-
zywamy zmiennymi materialnymi, a zmienne x i f zmiennymi przestrzennymi.

Predkobcia X nazywamy predko$é zmiany poloZenia czgsteczki w czasie ruchu
i definiujemy jq nastgpujaco:

. W
(2.6) ¥ lgx & t)] X—const.
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Réwnanie (2.5), ktére okresla rodzing konfiguracji ciala w stosunku do konfigu-
racji odniesienia %, moZemy réwnies interpretowaé jako rodzing deformacji w sto-
sunku do konfiguracji odniesienia, przy czym slowo deformacja oznacza zaréwno
zmiany ksztattu jak i orientacji ciala w przestrzeni.

Gradient deformacii F zdefiniowany nastgpujaco:

.7 F =0y, njoX

opisuje wszystkie lokalne wiasnoéci deformacji, dlatego nazywany jest podstawowg
miarq deformacji. Wprowadzimy tez odwrotng miare deformacji

(2.8) C Fl =y~ 1(x, B)/ox.

Spetniony jest oczywidcie zwigzek

.9 - : FF-1=1.

Czasami wygodnie jest przyja¢ jako konfiguracj¢ odniesienia aktualng konfigu-
racje ciata w chwili z. Zmienna czasowa oznaczana bedzie wiedy przez 7, a miejsce
zajmowane przez czastke X w chwili 7 przez

(2.10) E=xX .
Rownanie
(2.11) X =% (%),

gdzie »; jest mowa konfiguracja odniesienia, przyjmiemy jako definicje ukladu
* wspdlrzgdnych [por. z def. (2.4);]. Odpowiednia funkcje deformacji oznaczaé be-
dziemy przez Y i nazywaé funkcjq deformacji wzglednej. Jej wartosé

2.12) = X (%, 7)

Jest migjscem w chwili 7 tej czastki, ktéra w chwili ¢ zajmowala miejsce x.
Gradient funkcji deformacji %) nazywaé bedziemy gradientem deformacyi

" -wzglednej 1 oznaczaé symbolem

(2.13) Fy (1) = oy (x, 7)ox.
Analogicznie do (2.8) zdefinivjemy odwrotny tensor gradientu deformacji wzglednej
e - FR' (@) = oxg) & 1)/

Z twierdzenia o rozkladzie bicgunowym wynika, ze kazda odwracalna transfor-
macja liniowa F ma dwa jednoznaczne rozklady iloczynowe

@.15) ' F=RU, F=VR,

w ktérych R jest ortogonalne, a U i ¥ sg symetryczne i dodatnio okreslone.

Zastosowanie twierdzenia o rozkladzie biegunowym do gradientu deformacji
F = F (X, 1) definiuje R jako tensor obrotu, U jako prawy tensor rozciggnigcia oraz
V jako lewy tensor rozciqgnigeia. Kwadrat prawego tensora rozciagniecia

(2.16) ' C=U2=FTF




KONCEPCJE OPISU ZANIKANIA PAMIECI MATERIALU 365

nazywany jest prawym tensorem deformacji Cauchy’ego-Greena, a kwadrat lewego
tensora rozciagnigeia

.17 B = V2= FFT = RCR"

nazywany jest lewym tensorem deformacji Cauchy’ego-Greena.

Jezeli twierdzenie o rozkladzie biegunowym zastosujemy do tensora gradientu
deformacji wzglednej Fp = Fip (%, ), to moZemy wprowadzi¢ nastgpujace ozna-
czenia: Ry, Uwms Vi, Cw 1 Bgy odpowiednio dla fensora wzglednego obrotu
tensoréw wzglednego rozeiagniecia i tensoréw wzglednej deformacji Cauchy’ego-
(reena.

2.2, Opis maprezenia. Niech w kaizdej chwili ¢ na powierzchni 0P ograniczajacej
pewna czesé P ciala (B zdefiniowane bedzie pole wektorowe £ (x, /7). Pole to nazywaé
bedziemy gestofciq sily kontaktowej albo powierzchniowej. Zaldimy, Ze istnieje
funkcja wektorowa £ (x, n), zdefiniowana dla wszystkich punktéw x w ciele B i dla
wszystkich wektoréw jednostkowych n, taka Ze

(2.18) t(x, D)y =t{x,n),

gdzie n jest zewngtrznym, jednostkowym wektorem normalnym w punkeie x na po-
wietzchni ograniczajacej P. Wekfor #(x, ) jest nazywany wekforem napreZenia
w punkeie x dzialajacym ma zorientowany element powierzchni o mormalnej .
 Tensor naprezenia T (x) definivjemy tak, aby wektor napreZenia wyrazal si¢ naste-
pujaco:

(2.19) - £(x,m) = T (%) n.

Podstawowe prawa mechaniki klasycznej, nazywane prawaini Eulera, wymagaja,
aby w ukladzie inercjalnym reakpja. dowolnego ciala réwna byla dzialajagcemu na nie
obcigZzeniu. Wyrazaja wiec zasady zachowania pedu i zachowania momentu pedu.

Koniecznym i wystarczajacym warunkiem dla zasady zachowania pedu jest
réwnanie

(2.20) divT — o% = —ob
spelnione w kazdym punkcie ciala B, przy czym przez ¢ 0zZnaczono gestoéé ciala

w aktualnej konfiguracii, a przez b (x, £} wektor sily masowej. Réwnanie (2.20)
nazywane jest pierwszym prawem ruchu Cauchy ego.

" Koniecznym i wystarczajacym warunkiem spelnienia zasady zachowania mo-
mentu pedu w ciele, ‘dla ktérego spetniona jest zasada zachowania pedu, jest sy-
metrycznosé tensora napr¢Zenia (2), tzn.

221 T=T1"

Réwnanie (2.21) nazywane jest drugim prawem ruchu Cauchy’ego.

{2) Pomijamy tu dzialanie momentdw powierzchniowych i masowych oraz naprézen mometito-
wych. ’
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2.3. Zasada obiektywnofci materialu, Rozwaimy cialo B ztoZone z punktéw ma-
terialnych X. Proces dynamiczny w ciele B bedzie opisany przez nastepujace
funkcje czgsteczki X i czasu ¢: funkcja deformacii x =y (X, #), tensor napreZenia
T = T(X, 1) oraz wektor sily masowej & = b (X, 1).

Uldad funkcji {), T, b} zgodny z prawami ruchu Cauchy’ego bedziemy nazywali
procesem: dynamicznym. Wyliczajac z pierwszego prawa Cauchy’ego (2.20) funkcje b
i zaktadajac dalej, Ze tensor naprezenia T jest symetryczny, widzimy, ze do wyspecy-
fikowania procesu dynamicznego wystarczy okresli¢ dwie funkcje {y, T}

Podstawowymi mierzalnymi wielkoSciami kinematyki klasyeznej sa odleglodci
1 przedzialy czasu. Stan pewnego zdarzenia moze by¢ okreslony tylko wtedy, kiedy
dany jest uklad odniesienia lub obserwator. Uklad odniesienia jest rozumiany jako
mozliwy sposéb odnoszenia fizykalnej rzeczywistosci do tréjwymiarowej punktowcj
przestrzeni Euklidesa i rzeczywistej osi czasu.

Za'W. NoLLEM [28] bedziemy pare {x, ¢} nazywat zdarzeniem. Punkt x w przestrze-
ni i czas ¢ okreSlaja zdarzenie. Zbidr wszystkich zdarzef jest mazywany czaso-
przestrzenia. Stad zmiana ukladu odniesienia moZe byé interpretowana jako jedno-
znaczne przeksztalcenie czasoprzestrzemi w siebie, przy ktérym sg zachowane
odlegtodci i przedzialy czasu. Mozna pokazaé (por. W. NoOLL [28]), Ze zdarzenie
{x, t} 1 jego obraz {x*, t*} przy zmianie ukladu odniesienia sa powiazane sztywna
transformacja wraz z przesunigeiem czasu. Stad mamy

@2 Fe=e(+0Nx, *—t—a

gdzie ¢ (¥) jest wektorem, Q (?) tensorem ortogonalnym i a rzeczywista stala, Warto
zaznaczy€, ze transformacja (2.22); nalezy do grupy przeksztalcen ortogonalnych.

Nalezy wyraZnic odrézpi¢ zmiang uktadu odniesienia od transformacii ukiadu
wspolrzednych. Pierwsza z nich jest przeksztalceniem czasoprzestrzeni, druga do-
tyczy tylko wspélrzednych punktow.

Zbadajmy prawa transformacyjpe przy zmianie ukladu odniesienia dla dwéch
funkeji {y, T} opisujacych proces dynamiczny. Funkcja % (X, £) okreéla ruch ciala B
wzgledem pewnego ukladu odniesienia. Zgodnie z (2.22) taki sam ruch jest opisany
w nowym ukladzie odniesienia przez funkcje

(2.23) e KD =eMFHROAK D, F=i-—a

Z punktu-widzenia fizykalnego ¥ i %* opisuja ten sam ruch wzgledem réznych
ukladéw. Natomiast w interpretacji matematycznej mozemy rozpatrywaé ¥* jako
ruch otrzymany z ¥, przez nalozenie zaleznej od czasu sztywnej transformacii i przez
Przesunigeie na osi czasu. Bedziemy mowié, ze dwa ruchy zwigzane réwnaniami
(2.23) sa ruchami réwnowaznymi. Tensor naprezenia T (f) jest tensorem drugiego
-1zedu i przy zmianie ukladu odniesienia przeksztalca sig nastepujaco:

@24 T =00 T0 Q0"

Dwa procesy dynamiczne {y, T} i {x* T*} zwiazane ze soba przy zmianie
o ukladu odniesienia transformacjami (2.23) i (2.24) bedziemy nazywaé procesami
- rébwnowainymi. Mozemy powiedzieé, Ze dwa uklady fumkcji {x, T} i {x*, T*}
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przedstawiaja fylko dwa rézme sposoby matematycznego opisu tego samego pro-
cesu fizykalnego. '

Proces. dynamiczny nazywal bedziemy procesem dopuszczalnym dla danego
materialu, jezeli spelnia rownanie konstytutywne opisujace dany material.

Za podstawowa zasadg fizyki klasycznej wznajemy obiekiywnodé wilasciwosci
materialdw, tzn. ich niezalezno$é od ukladu cdnicsienia lub obserwatora. Matema-
tycznie oznacza to, Ze rdwnania konstytutywne opisujace pewien idealny material
podlegaja nastepujacej zasadzie obiekfywnosci materiatu (3):

Roéwnania konstytutywne dla danego materialu sa niezmiennicze przy zmianie
ukladu odniesienia. Jezeli réwnania konstytutywne sa spelnione dla procesu dyna-
micznego {¥, T}, to sa spelnione réwniez dla dowolnego procesu réwnowasnego
{*, T

24. Rownanie konstytutywne, Zajmijmy sig sformylowaniem podstawowej zalez-
nofci migdzy funkcjami i 1 T okreflajacymi proces dynamiczny, ktéra bedzie
definiowaé dapy idealny material. Zalezno$é te¢ nazywaé bedziemy rdwnaniem
konstytutywnym. W tym celu wypowiemy najpierw dwa podstawowe postulaty dla
czysto mechanicznej teoril ofrodka ciagtego.

1. Zasada determinizmu: Naprgzenie w ciele jest okreslone przez hzstorrg ruchu
tego ciala. : _

2. Zasada lokalnego dziatania: Przy okreflaniu napreienia w danej czqstce X
ruch na zewnqtrz dowolnie malego otoczenia X moze byé pominigty.

Te dwie zasady wskazuja, Ze mapreZenie w punkcie X bedzie okreslone przez
histori¢ ruchu tylko z dowolnie matego otoczenia punktu X. MoZna wykazaé (por.
C. TrUESDELL i W. NoLL [41]), ze historia ruchu w dowolnie malym otoczeniu
punktu X jest okrcslona hlStOI]Q gradientu deformacji F, liczona w tym punkcie.
Oznaczmy przez

(2.25) Fi(s)=F(t—3), 0<s< oo,

histori¢ gradientu deformacji F{z)} do chwili aktualnej *. Rozwmiemy, ze Ff(s)
jest wartodeia funkeji F w chwili wezeéniejszej o s jednostek czasu od chwili obecnej £,
a zmienna s jest okresem czasu od chwili minionej v do chwili obecnej ¢. WyrazZajac
ostatnie wnioski w terminach matematycznych dojdziemy do nastepujacej zaleznosci
funkcjonalnej (4)

(2.26) T = & (F().
§==0
To pozwala wypo.wiedzieé. zasade. determinizmu dla materialu prostego: napreZenie

(3) W tej postaci zasada obiektywnosci materiaty zostata sformulowana przez W. Norra [28
i 29]. Por. roéwniez C. TRUESDELL i W. NovLr [41].

(9 Rownanie konstytutywne materialu prostego w postaci (2.26) bylo uzyskane niezaleinie
przez AE. GreeNa i R.S. Riviiva [14-16] oraz przez W. Nowra [28] (por, réwniez R.S. RiviN
{35] oraz C. TruesoeLL i W, NorL [41]). Termodynamiczng teorie materialow prostych opracowat
B.D. CoLeman [9 i 10] (por, réwniez C.-C. Wanag i R.M. Bowen [44]).
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T(f) w czastce X i w czasie ¢ jest okreslone przez historie gradientu deformacji
{ej czastki do chwili aktua]nej L

Aby réwnanie konstytutywne (2.26) spelniato zasade obiektywnodci materlalru (5)
musi byé spetnione dla kazdego ortogonalnego tensora drugiego rzedu O (s) naste-
pujace rownanie funkcjonalne:

e R (PO G- R QOFE), =00

Tensor historii gradientu deformacji F (s} ma nastgpujacy rozkiad biegunowy:
(2.28) Ft(s) = Rt (s) U (),

gdzie R*(s) i Ut(s) sa historiami do chwili czasu ¢ odpowiednio tensora obrotu
i prawego tensora rozciggnigcia. Po przyjqcm Q(s) = (Rt (5))" réwnanie (2.27)
daje

(2.29)  R@" P (Ft(s)) R(H) = 8 (Ut ().
5=0 5=0

Uwzgledniajac ostaini rezultal moZemy réwnanie “konstytutywne . dla materiatu
prostego napisaé¢ w postaci

(2.30) T() = R(® R (Ut(s)) R(D)

Otrzymane réwnanie ma doniosle znaczenie z dwéch powodéw: po pierwsze,
daje ogblne rozwigzanie réwnania funkcjonalnego (2.27), po drugie wykazuje,
e aktualny obrét wplywa ogdlnie na-wartos¢ naprgZenia w materiale prostym,
natomiast historia obrotu nie ma #adnego wplywu. _

Ostatnie wnioski implikuja nastgpujaca charakterystyke materiatn prostego:
material jest prosty wiedy i tylko wtedy, jezeli jego reakcic na dowolna historig
deformacji okredlié¢ mozna na podstawie znajomosci jege reakcii na wszystkie
historie jednorodnego czystego odksztalcenia.

Jest oczywiste, Ze réwnanie
R .
@2.31) RO TORO = § (C'),
§=0

odzie § jest nowym funkcjonalem konstytutywnym, jest réwniez podstawowa
i obiekiywna postacig réwnania konstytutywnego dla materialu prostego
Uwzgledniajac, Ze

(2:32) F(1) = Repy(v) R()) R(®)" Uy (%) R(H) U(®)

dostajemy jeszcze inng postaé réwnania konstytutywnego:

(2.33) | RO'THORE = 3 (Ci(t — ), C (@),
: 5=0

(5) Szczegolowa dyskusje obiektywnych postaci réwnania konstytutywnego dla materiaiu
prostego mozna znalesé w pracach W. NotLa [28], R.S. Rivrina [35] oraz C. TRUESDELLA iW. NorLa

[411.
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gdzie wprowadzono nastepujace oznaczenie:
{2.34) Ciy (1) = R(D" Cy () R(»).

Nadamy obecnie ogélnemu réwnaniu konstytutywnemu (2.33) nieco inng postaé
przez napisanie prawej strony jako sumy «wyrazu spoczynkowego» 1 wyrazu, ktory
znika, gdy materiat przez caly czas pozostaje w spoczynku (6). Wygodnie bedzic
postuzyé si¢ funkcja

(2.35) GO =Cht—5—1

dla opisania historii deformacji. Historia si)oczynkowa odpowiada wiedy tozsamosci
{2.36) ' G*(s) = 0,

Napiszemy (2.33) w postaci

2.37) R(z)T TR =F(C®)+ f?ou (G* (), C[®).

Funkcjonat $ jest tak okreslony, Ze znika dla G* = 0, tzn.

@3%) $ (0;C(H) =0.
8=0

3. Zanikajaca pami¢é materialu

3.1. Uzasadnienie fizykalne. Teoria reprezentacji dla funkcjonalu konstytutyw®
nego opisujacego zachowanie si¢ materialu prostego oparta jest zawsze na pew-
nych zatoZeniach ograniczajacych pamie¢ materiabu. W praktyce catkowita historia
ciala nigdy nie moZe byé znana. Interprefacja rezultatéw doswiadczalnych na
podstawie teorii materialéw prostych moze by¢ poprawna i wydaje sic byé uza-
sadniona jedynie wtedy, kiedy wprowadzone zostang dodatkowe zaloZenia. Jednym
z takich zaloZel moZe byé przyjecie, ze historia materiatu badanej prébki, poprze-
dzajgca poczatek dos$wiadczenia, nie ma istotnego wplywu na jego rezultaty. Zato-
Zenie to moZe byé¢ spelnione, jezeli przyjmiemy, ze material ma zanikajgcq pamied.
Tg fizykalna wlasnoéé materialy mozemy wypowiedzieé w postaci nastepujacej
zasady zanikania pamigci (por. B. D. CortEMAN i W. Nort [5] oraz C. TRUESDELL
i W. NoLr [41]): deformacje, ktdre mialy miejsce w daleliej przeszlosci, powinny
mie¢ mniejszy wplyw na warto§¢ aktualnego naprezenia niz deformacje z bliskiej
przesziosci.

Od razu nalezy podkreéli¢, Ze nie ma jednoznacznego sposobu przedstawienia
zasady zanikania pamigei materialn w ferminach matematycznych. Wigkszosé
opisow zanikania pamigei materiatu opracowywana byla w przestrzeni unormowane;.
Przyjeta norma definiowala jednoczeénie topologiczne wlasnoéci przestrzeni. Latwo
zauwazy¢, %e uzyskamy duZa ogdlnos$é w opisie zanikania pamieci materiahy, jezeli

() Por. B.D. CdLEMAN i W. Now. {7}
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wykorzystamy topologiczna przestrzet metryzowalng. Pozwoli to zaréwno na trak-
towanie wszystkich dotychczasowych rezultatdw jako pewnych szezegdlnych przy-
padkéw, a jednoczesnie da mozliwosé zbadania wielu ich wihadciwodci 1 pokazania,
w jakim pozostaja wzgledem siebie stosunku. Taka koncepcja opisu zanikania pa-
micei materiatu zostala przedstawiona w pracy [32].

3.2. Zasady zanikania pamieci materiatu, C. TRUESDELL i W. NoLL [41] pierwsi wy-~
odrebnili dwie podstawowe zasady zanikania pamigei. Pierwsza tzw. staba zasada
zanikania pamigci byla odpowiednio sformulowanym warunkiem ciaglofci dla
funkcjonatu konstytutywnego. Druga nazywana silng zasadq zanikania pamigck
byla odpowiednio wyrazonym Zadaniem rozniczkowalnoséci dla tego funkcjonalu.

Zaréwno slaba jak i silna zasady zanikania pamieci sa pewnymi celowo wpro-
wadzonymi ograniczeniami, ktére dotycza zaréwno klas dopuszezalnych procesow
jak i rozwazanego materiatu. Precyzujac warunki cigglosci lub rézniczkowalnosei
musimy szczegblowo zdefiniowaé dziedzing okredlonosei funkcjonatu konstytutywne-
go, a wigc wyodrebni¢ klase dopuszezalnych historii deformacji. Ogdlnosé rozwa-
726 mozemy uzyskaé wprowadzajac mozliwie najstabsze ograniczenia na historie
deformacii. Da to oczywiste korzyéci prakiyczne jak i teoretyczme. Uzyskamy
jednolite ujecie opisu zanikania pamieci materiatu dla realnych procesow deformacii.
Aby ten cel osiagnaé, sformutujemy dwie zasady zanikania pamieci materiatu
w oparciu o metryczng przestizen topologiczna. Wprowadzimy nastepujaca definicje
dziedziny funkcjonalu konstytutywnego & [por. réwnanie (2.31)].

DermaciA 1. Dziedzing  funkcjonatuy  konstytutywnego % bedziemy nazywaé
pewnq klase symetrycznyeh funckji tensorowych C(v) bedacq podzbiorem przestrzeni
metrycznej MA@, d), kidra skiada sig ze zbioru €. funkcji tensorowych C () i metryki
d(Cy, Cy) okreslonej na iloczynie kartezjariskim @ x €, przyjmujacej wartoSci rze-
czywiste niewjemne (tzn. na R i spelnigjgeej warunki (tozsamoscei, symetrii i trojkata):

(CL=Cy) < (d(C), C) = 0),
(3.1} d(C), C) = d(Cy, C),
d(Cy, Co)+d(Co, C3) 2 d(C1, G3)
dla dowolnych funkeji tensorowych Cy, C, Cs € @. Dziedzing t¢ bedziemy oznaczaé
przez D(§). Mamy wigc
(3.2) ' C(DeD(F c M.

Niech Cy (7) dla n = 1, 2, ... oraz C(z) bedg z D (§). Bedziemy mowili, ze cigg
Cy jest zbieiny do C, jeZeli

(3.3) lim d (Cy (%), € () = 0.
R-roo
Oznaczmy przez A, zbidr elementéw Cp e @ takich, Ze p = n; wtedy warunek
(3.4) lim 8 (Ay) =0,

00

gdzie & (Ag) = sup (d (Cyp, C,)), oznacza $rednicg zbioru Ay, jest konieczny 1 wystar-

D, dz=n
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czajacy na to, aby ciag {Cx} byt ciggiem Cauchy’ego. Warunek (3.4) jest oczywiscie
réwnowazny nastgpujacemu (7):
(3.3) AV A (G C) <o)

>0 10 D920

Mozemy przekonaé sig fatwo, ze zdefiniowana dziedzina @ (§) funkcjonatu kon-
stytutywnego & jest jeszeze zbyt ogdina klasa historii deformacii, aby mozna bylo
za jej pomocg zbudowad teorig zanikania pamigei materiatu, Bardzo istotng sprawa
jest kwestia zbiezpodci ciagéw elementéw mnalezacych do zbioru D (§). W celu
zapewnienia tej zbieznosei musimy zazadaé, aby przestrzen D (§) byla przesirzenia
metryczng zupeina.

DEFNICIA 2. Zbidr D(§) bedgcy dziedzing funkcjonalu konstytutywnego §
Jest zupelna przestrzeniq metryczng, jezeli kazdy ciqg Cauchyego {Cp} elementéw
D{E jest zbiezny w D (§).

Po tych wstepnych definicjach moZemy blizej oméwi¢ podstawowe zalety pro-
ponowanego opisu. Wprowadzenie pojecia przestrzeni metrycznej pozwala wyréznic
klase przestrzeni topologicznych, misnowicie przestrzeni metryzowalnych. Przy-
pomniimy, ze przestrzen topologiczng nazywamy metryzowalna, jeZeli w jej zbiorze
mozna okreslié metryke o w ten sposob, ze topologia wyznaczona przez d jest iden-
tyczna z pierwotng topologia przestrzeni. Z punktu widzenia topologii metryki
stanowia jedynie $rodek stuzacy do opisu i badania klasy przestrzeni metryzowal-
nych — ich role moZna poréwnaé z rola, jakq odgrywa uklad wspdlrzgdnych przy
badaniu przestrzeni cuklidesowych. To nasuwa wniosek, ze metryki sa dobrym
narzedziem do badania i poroéwnywania réZnych opiséw zanikania pamigei mate-
riahn. Aby te mozliwosé pokazaé jeszcze lepiej, zajmiemy si¢ analiza topologiczne]
rownowaznoscl metryk.

Dwie metryki dyi dp w zbiorze @ (§) nazwiemy réwnowaznymi, jesli topologie
wyznaczone przez te metryki sg identyczne. Topologie wyznaczone przez di i dy
w zbiorze D (§) beda identyczne, jesli wyznaczaja w tym zbiorze t¢ sama zbieznos.
Mamy wiec nastepujaca relacje:

36 A A {[{ fim 4y (Ca (), C(x)) = 0) =

C @ aDF Cu(@) e DAF
= (1im d (s (3), €)= 0} < 1d: = ).

Yatwo sprawdzié, Ze tak okrelona relacja jest relacja réwnowaznodci.

Wezeénie] ju?z powiedzieliSmy, Ze staba zasada zanikania pamigei materiatu
jest odpowiednio sprecyzowanym warunkiem ciagtosci funkcjonaly konstytutywnego
% Zanim te zasade wypowiemy, wprowadzimy jeszcze dodaikowa definicje.

{7} Podstawowe definicle i twierdzenia dotyczace topologii oraz pewnych zagadnied analizy
funkcjonalnej mozna znaleié w nastepujacych monografiach: L. BoursaxTt [2], G. CHOQUET [3],
N. Dunrorp i J.T. Scawarrz [12], R. Encerxing [13], L.W. KanrorowicZ i G.P. AErow [19],
K. KuraTtowskr i A. Mostowskr [20], K. Kuratowsgr [21, 22], L.A. LUSTERNIK i W.L. SopoLEW
{251, K. MAURIN [27], S. Saks [37], R. Sikorskr [38] i K. Yosipa [45].
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DEFINICJA 3. Bedziemy mowili, ze funkcjonal § jest jednostajnie ciqgly ze wzgledu
na topologie w D), jezeli

(3.7) AV @@ <y=>8(F) <9,

g0 =0

gdzie (F oznacza zbidr wartofci Junkcjonalu § oraz

(D)= sup d (C"i (=), C2 (1),

Cy, Cy6 DB

(3.8) :
3(F) = swp  d(F(C1{—9)§(C¢—9)),

¢ G ()
dla dowolnych s > 0 1.7 < 1.
Z. ostatniej definicji wynika, Ze nastepujace przeksztalcenie
(3.9) §:D > F.
jest jednostajuie ciggle. Stad moZemy wyciggnal interesujacy dla nas wniosek,
Ze obraz dowolnego ciggu Cauchy’ego {Cn} w D jest ciagiem Cauchy’ego w F.
Mowiac inaczej, dla liniowego § przestrzen GF jest sprzezona z @D, tzn. F = D¥,
Siaba zasade zanikania pamigei wypowiemy w postaci nastepujacej definicji.
Dermvicsa 4. Material prosty spelnia slabq zasadg zanikania pamieci, jeSli jego

Junkcjonal konstytutywny § jest ciagly dla kazdej historii spoczynkowej C (f) ze wzgle-
du na topologie D (§), tzn.,

(3.10) c{}m@@ g/}\o ,,\io (d(C(r~S), C)<n=
' > d(F(C— ), FCO) <9

Silna zasada zanikania pamieci jest pewnym warunkiem rézniczkowalnodei
funkcjonatu konstytutywnego §. Precyzuje ja nastepujaca '

DeriNicIA 5. Material prosty spelnia silng zasade zanikania pamieci, jeteli jego
Junkecjonal konstytutywny § jest w sposdéb ciqgly n-razy rézmiczkowalny w semsie
Frécheta w kazdej historii spoczynkowej z dziedziny D (§).

Powyzsza definicja prowadzi do nastf;pujaccego rezultatu:

Gl FCE)=§(C (r))+2 F 8¢ § (C(@))+o (d» (€ (), C (D)),
gdzie

(3.12) lim o fd" (€@, CW))

e, cayro A" _(C (z), C (1)

W otrzymanym rozwinieciu 8% § (C (7)) jest k-liniowym funkcjonalem wzgledem
C(7) i jest nazywany k-ta rézmiczka Frécheta w C () e D (§).

33. Podstawowe remltaty. Zajmiemy si¢ dyskusja najwazniejszych wynikow,
jakie moZna uzyskaé z powyzszego sformultowania zasad zanikania pamieci mate-
riatu. Najpierw zajmiemy si¢ opisem w ramach stabej zasady. W tym celu wprowa-
dzimy nastgpujaca deﬁchQ
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DrrINICIA 6. Zdefiniujmy zbidr B (A, n) przy pomocy nastepujgcej zaleimosci:

(GB.13) A A (B (4, n) = {g (C(v:))

A
Ae({—co,t) nx0 C@H e PEE C(t)e@(;})

x (1: efh 1], d(C(x), C() < i)}),

gdzie § (C(v)) oznacza dominigcie zhioru § (C ()} ze wagledu na fopologie w D (§)-

Mamy oczywitcie B (A, ) = B (A, 1), jezeli A1 = Ao, Mozna latwo pokazad,
e B (4, n) jest bazg filtru w przestrzeni topologiczne] F. Kazda baza filiru ma naste-
pujace wlasnosci:

1) dla kazdych B), BB 1stmeje B; e B takie, ze By « By n By;

2) rodzina B jest niepusta.

Udowodnimy nastepujace (%)

TWIERDZENIE 1. Material prosty spelnia slabq zasade zanikania pamieci wiedy
i tyllko wiedy, jezeli dla kaidej ustalonej historii spoczynkowej C (t) € D (§) mamy

—20 OO

(3.14) ;@ Ql B (4, u)=§(C®).

Dowdd. W celu dowiedzenia twierdzenia 1 wykorzystamy podstawowe twier-
dzenie dotyczace przestrzeni metrycznych, nazywane twierdzeniem Cantora. Stwier-
dza ono, Ze przestrzenn metryczna 0 (§) jest zupelna wtedy i tylko wtedy, kiedy dla
kazdego ciagn zst@pujacego-niepustych zbioré6w domknigtych By o By S ... takiego,

e lim 6 (B,) = 0 iloczyn ﬂBi Jest nicpusty. Jako rigg zstgpujacy niepustych

H—CO =1
zbioréw domknigtych {Bi} preyjmijmy
(3.15) . {Bi} = (" B4, ).
: At

Mamy wtedy B; o By o ..., jezeli my < mp < ... PoniewaZ na podstawie definicii & |
mamy
(3.16) lim 6 (B (m) =0

00

i rozpatrywana przestrzen D (§) jest zupelna przestrzenig metrycznq, stad

(3.17) ﬂ B, = ﬂ B (n)
i=1

=]
jest niepusty.

Wykazalismy wiec, ze {Bi} jest baza filtru Cauchy’ego w zupelnej przestrzeni
metrycznej D (§). Wiadomo, Ze¢ kazda baza filirn Cauchy’ego w zupelnej przestrzeni
metrycznej jest zbieZna.

Powyzszy wniosek i definicia 6 daja nastepujacy rezultat:

(3.18) B, = {T1d(T, F(C®)) <},

(8) Twierdzenie 1 w mmiej ogdlnej postaci zostato po raz pierwszy wypowiedziane i udowodnic-
ne przez C.-C. Wanca [43]. Jego uogdlnienie do postaci obecnej przyniosta praca [32].
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jezelin = ne i A > An, . To oznacza, Ze dla kazdej dodatniej liczby & moZemy znalezd
takg dodatnia liczbe ., Ze jezeli d (C (7), C () < 1/n, dla dostatecznie duZego prze-
dziatu czasu, mianowicie dla 7 & [y, ], wiedy niezaleZnie od tego co sie dzialo
w czasic 7 przed An, . napreZenie nie moZe si¢ r6zni¢ od naprezenia spoczynkowego
o wigeej niz dana liczba &

Zgodnie z twierdzeniem 1, jeZeli material spelnia staba zasade zanikania pamigci,
to dla ka#dej danej dodatniej liczby & mozemy znale?é dodatnie liczby 5 1y takie,
se jeseli utrzymujemy d(C(v), C(D)) <n, kiedy 7e[t —yp, 1], to d (F(C (™),
§ (C(1)) < & To znaczy, e jezeli utrzymujemy odlegloéé historii € () od historii
spoczynkowej C (£) w przestrzeni 0 (§) dostatecznie mata dla dostatecznie dtugiego
przedziatu czasu [t — , ], to nie ma znaczenia, co sig wydarzylo przed czasem { — y
i aktualne napreZenie nie moZe si¢ rézni¢ dowolnie od naprezenia spoczynkowego
(tzn., aktualpe napreZenic pozostaje ograniczone dla wszystkich mozliwych defor-
macji majacych miejsce przed chwila ¢ —y). JeZeli y nie jest dostatecznie duie,
- moze si¢ zdarzyé, ze niezaleznie od tego jak male beda roznice 9 dla ve [t —v, £,
zbiér wszystkich mozliwych aktualnych naprezen bedzie nieograniczony. Stad
najmniejszy kres gorny y, dla wszystkich takich y, dia ktorych zbiér wszystkich
mozliwych aktualnych napreZen jest ograniczony, bedzie nazywany czasem wrazliwos-
ci materialu prostego. Tenciekawy wniosek zostat zauwazony przez C.-C. WANGA [43].

Wprowadzimy na};tc@p'ujzgza¢ definicjg:

DerINICTA. 7. Dia kazdej ustalonej historii spoczynkowej C () € D (§F) wielkosé
@19) v =sup{y| A A A Jlac@, cw) <,

C@ e (DF 10 y>0
velt—yp, 1) = lim & (7) <oo]}.
. n—>—+0
nazywamy czasem wrazliwosci materialy prostego.

Jako rezuitat twierdzenia 1 i powyZszej definicji mamy nastepujace

TWIERDZENIE 2. Jezeli material prosty spelnia slabq zasade zanikania pamigei,
to istnieje jego czas wrazliwosei yo. Oczywiscie odwrocenie fego twierdzenia jest
fTalszywe.

Przedzial czasu [t —yq, t] moze byé traktowany jako gléwna pamigé materiatu,
podczas gdy przedzial (— oo, £ — v jest niezndczng pamigciq. ' Tak wige twierdzenie 2
moze byé inaczej wypowiedziane nastepujaco: jezeli material prosty spelia stabq
zasade zanikania pamieci, to ma skoficzong gléwng pamigd.

Podobnie do czasu wrazliwosci yo mozna zdefiniowaé stopiefi wrazliwosci #g
materialu prostego.

DerNICIA 8. Dla kazdej ustalonej historii spoczynkowej C (1) e D (§) wielkos¢

(3:20) 7o = sup fn| A A A Jla(c@.coy <,

CDePE y>0 =0
Te[t—y, 1] = lim 6 ((F) <oo]}.

‘I’]-P'OO

nazywanty stopniem wrazliwosei materialu prostego.
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Z poprzednich rozwazan i z definicii 8 wynika

TWIERDZENIE 3. Stopierr wrazliwosci materialy prostego spelniajqcego slaba
zasade zanikania pamigci jest dodatni.

Oczywiscie odwrécenic tego twierdzenia jest falszywe.

Czas wrazliwosci pg 1 stopiefi wrazliwoéci g moga byé uzyte jako parametry przy
poréwnywaniu efektdw pamigci dla réznych materialéw prostych pod warunkiem,
#e parametry te nie ulegaja zbyt duzym zmianom przy zmianach aktualnej konfigu-
racji. _ _

Cyzgsto wygodniej jest analizowaé efekty pamigei przy pomocy funkcjiy = v (&, )
zdefiniowanej nastepujaco (por. C.-C. WaNG [43]):

G2 yEmn=intly| AA A [@(c@, cw)<n)=
= (4(& (C@), 3 () <]}

Jest oczywiste, Ze material prosty spelnia slabg zasade zanikania pamigci wiedy
i tylko witedy, gdy v (s, %) istnigje dla kazdego dodatniego e.
Zakladajac, Ze istnicjq funkcie ¢ = 2{y, %) i v =5 (y, &), dostajemy
lim lim &(y,4)=0,

f=-+0 y-—>00

(3.22) yo= lim limy (),

f—=1+0 y=00

7o = lim lim (e, y).

Y00 £-300
W celu przedyskutowania podstawowych rezultatéw dotyczacych tzw. slabej
aproksymacji (%) funkcjonalu konstytutywnego wprowadzimy nast¢pujace dwie
definicje. : .
DerNICIA 9. Niech C (1 — s5)-bedzie historig deformacji. Wtedy historia defor-
macji C* (¢ — s} zdefiniowana za pomocq zwiqzku
(3.23) C*{t — 8y = C(t — as),
gdzie a jest ustalong stalq liczbq dodatniq, nazywana jest o-spowolnieniem danej
historii.. .
Zakladajac, e a€ [0, 11 mamy oczywisty sens fizykalny e-spowolnienia (3.23).
Deformacje odpowiadajace C% (t — 5) sa takie same jak deformacje odpowiadajace
C(t — 5), ale zachodza z mniejszymi predkoéciami. W szezegdlnodei mamy

(3.24) Cl(t—8) = C(t —5).

DeriNicia 10. Niech § (C (z)) bedzie funkcjonalem konstytutywnym materialu
prostego i niech a bedzie dodatniq liczbg., Wtedy material prosty z funkcjonalem
konstytutywnym . (C (7)) zdefiniowanym za pomocq tozsamosci

(3.25) F(CE)=§(C @),

(%} Slaba aproksymacia bedziemy nazywaé przyblizenie funkcjonalu konstytutywnego ofrzy-
mane w ramach slabej zasady zanikania pamiegci.

Rozprawy InZynierskie — 2 s
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gdzie C* (1) jest a-spowolnieniem historii C (7}, nazywamy o-spowolnieniem danego
materialu prostego (10}, '

Latwo mozna wykazaé shuszno$é nastgpuiaceg otwierdzenia:

TWIERDZENIE 4. Jezeli material prosty spelnia slabg zasade zanikanic pamigcei,
to jego o-spowolnienie rowniez spelnia slabq zasade zanikania pamigci.

Jezeli oznaczymy czas wrazliwosci i stopief wrazliwoéci a-spowolnienia odpo-
wiednio przez v i #{, to

(3.26) P =ayy, 7 =mn.
Poniewaz g < oo, to
327 YD  pdy a—0,

co odpowiada czysto sprezystemu zachowaniu si¢ materiatu. Naprezenie odpowia-
dajace u-spowolnieniu bedzie zdazaé do napreZenia spoczynkowego, gdy a - 0.

Graniczne zachowanie sie a-spowolnionego materiatu przy o — 0 jest sformulo-
waniem twierdzenia o slabej aproksymacji. MozZemy powiedzie, Ze w przypadku
gdy a — 0 gldwna pamigé a-spowolpienia danego materialu prostego, tzn. przedziat
czasu [t — vy, t], zdaza do zera. Stad oczywisty jest fakt, ze dla materiatu sprezystego
istotna jest tylko deformacja dla chwili aktualnej . )

Podobny proces graniczny, odpowiadajacy przypadkowi, gdy yo jest ustalone
a 7y — oo, prowadzi do zdefiniowania, tzw. f-relaksacji materialu prostego.

DerniciA 11, Niech § (C (z)) bedzie funkcjonatem konstytutywnym materialy.
prostego i niech B bedzie liczbq dodatniq. Wiedy material prosty o funkcjonale kon-
stytutywnym o (C (7)) zdefiniowanym za pomocq tozsamodci

(3.28) F(C@) = F(CHFBICH — CO))
nazywamy fB-relaksacjq danego materialu (11).

Stuszne jest nastepujace '

TWIERDZENIE 5. Jezeli material prosty spelnia slabg zasade zamikamia pamigci,
to jego PB-relaksacja véwnies spelnia slabq zasadg zanikania pamigel.

Jezeli oznaczymy czas wrazliwosci 1 siopiefi wrazliwoéci f-relaksacji odpowiednio
przez Py, i Py, to

(3.29) - , N 5

pod warunkiem, Ze dopuszczamy tylko liniowe przestrzenie metryczne D (§).
Poniewaz %y > 0, to

(3.30) Py —oc0, gdy p-0.

(1) Sformulowanie koncepcji ruchu powolnego i spowolnionej historii deformacji nalezy
do B.D. CoLEmMaNa i W. Nowra [5]. Natomiast C.-C, Wana [43] wprowadzil pojecie a-spowolnie-
nia danego materiahi, Obydwa pojecia r62niq sig interpretacjami, co powoduje rownieZ inne inter-
pretagje otrzymanych na tej podstawie aproksymacii. Do kwestii tej wrécimy przy omawianiu
rezultatow C.-C, WANGA. .

(1) Pojecie S-relaksacii danego materiatu prostego wprowadzit C.-C. Wane [431,
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Mamy rdwnieZ

(3.31) FCED)—=F(CH), gdy 0.

W przyblizeniu graniczne zachowame sig ﬁ-relaksaql materialy prostego Jjest znow
sprezyste.

Inferpretujac powyiszy tezultat za pomoca parametréw pamieel Bnig i Oy
widzimy, Ze w przypadku granicznym, gdy f-+0, zachowanie si¢ f-relaksacji
materialu prostego jest niezaleime od historii deformacji. Dla dowolnie duzych
réznic migdzy C(¥) i C(#) w przedziale [t — o, 7] (bo d {(C (@), C®) <(ﬁ)ﬂ0

a Ppy — o0} mamy taka sama wartos¢ naprezenia T(f) w chwili £,

Gtéwnym celem silnej zasady zanikania pamigei jest uzyskanie odpowiednich
aproksymacji dla funkcjonaly konstytutywnego. Przez wprowadzenie odpowiednich
zalozen odnoénie regularnoéci funkcjonatu konstytulywnego otrzymujemy rozwi-
nigcie, a nastgpnic Zadane przyblizenie. Wprowadzajac dodatkowe ograniczenia
na klase funkecji dopuszczalnych reprezentujgeych historie deformacji (zakiadajac
np., ze zbidr D (F) jest zwarta przestrzenia metryczng), moZemy wykorzystac
podstawowe twierdzenie Riesza o postaci funkcjonatu liniowego zdefiniowanego
w odpowiedniej przestrzeni metrycznej i na podstawie rozwinigeia (3.11) podac
reprezentacje catkowe funkcjonatu konstutywnego. Metode taka stosowali B. D.
COLEMAN i W. NowL [5-8] oraz C.-C. WanG [43] (por. réwnie# C. TRUESDELL
i W. NoLrr [41]).

. Okazuje sie jednak, Ze aproksymacje funkcjonalu konstytutywnego moina
uzyskaé rdwniez na innej drodze. Zatézmy, e D (§) jest zwarta przestrzenia metrycz-
n4, a funkcjonat § (C (7)) jest rzeczywistym ciaglym funkcjonalem wzgledem funkcji
C (7). Poniewaz kazda przestrzen metryczna jest topologiczna przestrzenia Haus-
dorffa, to powyZsze zaloZzenia pozwalaja wykorzystaé twierdzenie Stone’a-Weierstras-
sa, ktére méwi, Ze funkcjonal § mozna jednostajnic aproksymowaé wielomianem
rzeczywistych liniowych funkcjorialow. Mamy wige

(3.32) FC@)=FCH+ )P,
E=1

gdzic

(3.33) O — G g® o® | g®

a %y, jost funkcjonatem lintowym okreslonym na zbiorze D (§). Metodg tg stoso-
wall A. FE. GreeN i R. S, Riviin [14-16} oraz R. V. 8. Cracon i R. 8. RivLin [4]
(por. réwniez A. C. PrekiN [34], R.S. Rivi [35] oraz J. S. Lew [23]).

Wykorzystujac nastepnie twierdzenie Riesza moZna na podstawie (3.23) otrzymaé
takic same reprezentacje catkowe dla funkcjonalu konstytutywnego §, jakie dosta-
lismy na podstawie rozwinigcia (3.11) w poprzednim podejéciv, Wniosek ten jest
potwierdzeniem rezultatéw otrzymanych przez G. Lianmsa i P. H. DeHorra [24]
(por. réwniez nwage C. TRUESDELLA i W. NoLLA w monografii [41], notka 1 na str,
109).

Obydwa sposoby otrzymywania reprezentacji calkowych dla funkcjonatu konsty-
tutywnego beda szezegdltowo przedyskutowane w dalszych punktach pracy.
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4. Szczegblowa analiza koncepeji B. D. Colemana i W, Nofla

4.1 Podstawy koncepeii. W celu matematycznego sformutowania zasad zanikania
pamigei B. D. CoLeMAN i W. NoLL [5-8] wprowadzili pewna funkcj¢ £ (3) majaca,
nastepujace wlasnodci: '

a) h (5) jest okreslona dla 0 € 5 <<co i ma dodatnie wartoci rzeczywiste
h(s) > 0;

b) spelnia warunek / (0) = 1;

) £ (s) dazy monotonicznie do zera dla duzych s w pasigpujacy sposéb:
(4.1) lim " h(s) = 0.

. §>00

Funkcja ta nazywana jest funkciq wplywu i bedzie charakieryzowal prgd,koéé
zanikania pamigci materiatu, natomiast r nazywamy jej rzedem. Wynika to z przy-
Jetej metryki

@y @, Cz):( [lc@—c (s)|ﬂh(s)f“ds)”p,1<p<'oo,
; |

ktora jest metryka przestrzeni Banacha Bg: Szezegdlnym przypadkiem przestrzeni Bs
jest przestrzen Hilberta #p o metryce

o0 12
@3 4o &)= ([ 16,0~ GOPREPE)
LH

tzn, otrzymanej z {4.2) dla p = 2.

B.D. CoLEMAN i W. Noir badali szczegdlowo funkcjonal konstytutywny
H (G*(s); C()) dla réwnania konstytutywnego (2.37). Wykorzystali przestrzen
Hilberta By, ktéra jest liniowa, unormowang i unitarng przestrzenia funkcyjng
historii G* (s). Norma w przestrzeni ) jest zdefiniowana nasi¢pujaco:

o0 1/2
(44) i6* = ([ O 16*OF &)
0

gdzie |G* (s)| = (tr [G* (s)2])”2. Bedziemy zakladaé, 7e historie G* (s) sq funkcjami
mierzalnymi 5. Historie G (5) i Gy (s) rézniace si¢ tylko na zbiorze miary zero
w obszarze 0 < 5 << oo beda traktowane jako rownowaine. Iloczyn skalarny
przestrzeni #p ma postad

[ea]

(4.5) (G} (5), G5 (= f tr [G} () G5 ()] b (s ds.
. 0

W tak zdefiniowanej przestrzeni Hilberta 7 stwierdzenie, Ze historia G* (s)
jest mata wedlug normy, moze byé¢ rozumiane, ze G* (5) jest bliska zerowej historii
0, bowiem norma (4.4) moze byé interpretowana jako odleglo$¢ danej historii

-G* (5) od historii zerowej 0. Poniewaz funkcja wplywu A (5) — 0, gdy s — oo w sensie
(4.1), wartoéci G* (5) dla matego s, tzn. dla bliskiej przesziosci, maja wigksza wage
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niz wartosci dla duZego s, tzn. dla dalekiej przeszlodci. Stad oczywista jest koncepcja
matematycznego opisu zanikania pamigel materiatu (12). .
Woprowadzimy nastgpujaca definicie dziedziny @ ($) (por. z Def. 1).
DrRINICIA 12. Dziedzing funkcjonalu konstytutywnego 9 bedziemy nazywaé
pewnq klase symetryczaych funkcji tensorowych G* (s) bedqcych elemeniami funkeyj-
nej przestrzeni Hilberta oy, tzn.,

(4.6) : , G* () e D (H) « Fn.

W ten sposdb udowodnilimy, Ze koncepcja B. D. COLEMANA 1 W. NOLLA jest
pewnym szezegdlnym przypadkiem ogdlnego opisu zanikania pamigei materialu
otrzymanego przy wykorzystaniu topologicznej przestrzeni metryzowalnej. Ze wzglg-
du jednak na oczywisty fakt, Ze przy silniejszych zatozeniach ograniczajacych odno$nie
dziedziny funkcjonaln konstytutywnego @ ($) mona udowodnié¢ wigee] twierdzen
i pokazaé wiecej wlasnodci, przeSledzimy szczegblowo zaréwno sformutowanie
zasad zanikania pamieci w obecnej koncepcji jak réwnieZ wynikajace z nich rezul-
taty. Warto jednak podkredli, Ze silna i slaba zasadg¢ zanikania pamigei materialu
w koncepcji B. D. CoLEMANA i W. NOLLA otrzymamy na podstawie poprzednio
wypowiedzianych zasad (por. Def. 4 1 5) ograniczajac w nich jedynie dziedzing 2
do przestrzeni Hilberta Gy, tzn. zakladajac D (H) = .

DEFINICIA 13, Materiaf prosty spelnia slaba zasade zanikania pamigci, jeieli
istnieje funkcia wplywu h(8) rzedu r > 1/2 ioka, ze funkcjonal konstytutywny
9 (G*(s); C () jest zdefiniowany i ciagly dla historii G¥* (s) w otoczeniu historii
zerowej w przestrzeni funkcyjnej .

Tak sformutowana slaba zasada zanikania pamieci wymaga, aby

@D A V6,0 <n=d(5(6* 6 C0)H % CM)) <
fub ,
@8 AV I6EOh<n= (66 C0) =5 O CO)h <)

dla kazdej historii G* (s} € G i dla dowolnego C(¥).

Otrzymane w p. 3.3 wnioski dotyczace czasu wrazliwosci i stopnia wrazliwosei
materiatu prostego sa oczywifcie sluszne i w obecnie analizowanym przypadku.

DerRINICIA 14, Material prosty spelnia silng zasadg zanikania pamigei, jezeli
istniefe funkcja wplywu h(s) rzedu r >n+1j2 taka, ze funkcjonal kenstytutywny
H (G¥ (s); C (1)) jest zdefiniowany i n razy rézniczkowalny w sensie Frécheta w oto-
czeniu zerowej historii w przestrzeni fumkcymej Fn. Rozniczkowalnosé w sensie Fréche-
ta funkcjonale $ (G* (s); C (£)) jest jednostajna ze wzgledu na tensorowy parametr
C (. :

(12) Opracowanie termodynamicznej teorii materialdw z zanikajacy pamiecia przyniosty prace
B.D. CoiLemanA [9-10] (por. rowniez dyskusie w pracy V.J. MizeLa i C.-C. Wanca [26]).
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- Rezultatem tej definicii jest nastepujace rozwinigcie:
% & razy

4.9) 9 (G¥(9); C (&)= 2 = & 530(0; C®) | G*(H) ... G*(5) -+
§=0 ' =1 7 &= ‘ ,
gdzie + 0 || G* ()If3).,

' ) o (1G¥ (5)I3)
. I Bk Uil 2L CSRES
10 K (én)]ir!lmu 1G* (sHin
k razy

W rozwinieciu (4.9) 8 H (0; C(¥) TE* () -E’;*(_s)) jest k-tego rzedu roézniczka
i §=0

Frécheta w 0; jest to og—raniczony F-liniowy funkcjonal wzgledein G* (s).
Wykorzystujac rozwinigcie (4.9) mozemy réwnanie konstytutywne (2.37) napisaé

w nastepujacej postaci
k razy

n 1 oo - :
@11) RO TORO=F(CE)+ D 89 (0:CHIETE) . 67 )
= . §= . R
- ‘ +o (IG* (IF) -
Réwnanie to jest réwnaniem konstytulywnym materiatu prostego spelniajacego
silng zasade zanikania pamigei. -
4.2, Relaksacja naprezenia. W celu przedyskutowania pewnego STANICZNEZO PIZY-
padku deformacji dla materiatu prostego okreélimy statyczne przediuzenie historii
G*(5),
DermNicIA 15. Dig danej historii G*(s) i dowolnego 620 wprowadzimy nowgq
historig

.12) Gl () = {

0, jezeli 0 < 5 < 93
G (s — 8), Jezeli 8 <{ 5 < oo,

ktérg nazwiemy statycznym przediuzeniem historii G* (5) o warte$¢ 8. Z punkiu
widzenia fizykalnego statyczne prrediuzenie GE:;) (s) opisuje deformacje, ktdra dla
7 < t ma takie same wartosci jak G* (s), podczas gdy dla t €7 < t+0 material
utrzymywdny jest w stanie spoczynku.

Zaldzmy, e historia G* (s) jest ograniczona, fzn.,

@.13) |G* (5)] < M < o0.
Obliczmy normg historii (4.12). Na podstawie (4.4) dostajemy

@14 [GHOR = [ |GG @ k() ds=
0

=[ 6" (s — &P k(s ds < szh(s)2 ds.
a8 0 '

Poniewa z zalozenia dla materialu prostego spelniajacego slaba zasade zanikania -
pamieci /4 (s) jest rzedu r > 1/2, to

o0
4.15) lim | k(s ds=0.

d»00 g
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Na podstawie (4.14) i (4.15) mamy
(4.16) lim [| GG, (M = 0.

dr00

Ostatni rezultat pozwala na sformulowanie nast¢pujgcego twierdzenia.

TWIERDZENIE 6. Jezeli material prosty spelnia slabq zasade zawifcania pamigci
i jezeli G* (s) oznacza dowolnq ograniczonq historie deformacji, Gy(s) oznacza sta-
tyczne przediuzenie historii G*(s), a Ty (1) jest naprezeniem odpowiadajqcym
G (5), to : ' '
@17 ‘lsin; Ty () = REHT(CO) RO

Powyisze twierdzenie wyraza interesujacy fakt, Ze w materiale prostym spelnia-
jacym staba zasade zanikania pamigci, ktory jest utrzymywany w stalej konfiguracji
od pewnej chwili czasu napreZenie maleje do swej wielkodcl spoczynkowej.

PoniewaZz réwnanie konstytutywne (13)

4.18) T(0)=ROFCO)ROT

jako niezalezne od historii deformacji G* (5) opisuje zachowanie si¢ materiatu spre-
Zystego, to mozemy wypowiedzieé nastgpujaca:

Uwage 1. W stanie réwnowagi reakcja dowolnego materiatu prostego jest
czysto spreZysta. Jezeli natomiast material prosty speinia stabg zasadg zanikania
pamieci, to rowniez jego reakcja na statyczne przediuzeniec dowolnej ograniczonej
historii deformacji jest ostajecznie czysto spreZysta.

4.3, Aproksymacje. Wykorzystajmy rozwinigcie (4.11) w celu szczegblowego
zbadania aproksymacii réwnania konstytutywnego materiatu prostego spelniajacego
silna zasadg zanikania pamigci (por. Def. 14). Rezultat (4.11) wskazuje, Ze ogolne
réwnanie konstytutywne materialu prostego spelniajacego silng zasade zanikania
pamigel moze by¢ aproksymowane przez rOwnanie postaci

4.19) RO TOR® =F(CHOH+ D) Be(G* (): C ),
’ Fe=1

gdzie Pr jest ograniczonym jednorodnym k-liniowym funkcjonalem wzgledem
G* (5) i ciagta funkcja tensorowa parametru C (7). Blad aproksymacji (4.19) spelnia
warunek (4.10), tzn. dazy do zera szybciej niz n-ta potega normy (4.4) historii
deformacji G* (9).

Material zachowujacy si¢ zgodnie z réwnaniem konstytutywnym (4.19) nazywany '
jest materialem prostym rzedu 7.

Gdy n = 1, suma w (4.19) redukuje si¢ do pojedynczego wyrazu bedacego ogra-
niczonym funkcjonatem liniowym %,. Mamy wiedy réwnanie konstytutywne

(4.20) RO T RO =1(CO)+B: (6% ©); CO),

(13) Rownanie konstytutywne (4.18) moze byé otrzymane z (2.37), jezeli zalozymy, Zg

o0
$ (G*(s); C () =0 niezaleznie od tego jaka jest historia deformacii G* (s).
50
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gdzie
@21 B1(6* () C0) = 8 $ (0 C( G* ).

Wykorzystujac twierdzenie Riesza o postaci funkcjonatu liniowego w przestrzeni
Hilberta oraz uwzgledniajac fakt, ze analizowany funkcjonat liniowy %, jest tensorem,
mozemy réwnanie (4.20) napisa¢ w postaci

(4.22) ROFTORG =F(CO)+ f K (C(1); 5) [G* (5)] ds,
0

gdzie K (C(7); 5) [G* (5)] dla dowolnego 5 > 0 i dowolnego tensora €' (¢) jest liniowa
funkcja tensorowa wzgledem zmienmej G* (s). Wielkos¢ K (C(1); 5) moze by¢
utoZsamiana z tensorem czwartego rzedu, ktérego wartosé bezwzgledna spemia
warunek '
(4.23) , f K (C(0); )P b (5)~2 ds < oo.
0
Réwnanie (4.22) jest réwnaniem konstytutywnym typu catkowego pierwszego

rzedu. Teorie materiatu prostego plerwszego rzedu oparta na réwnaniu konstytutyw-
nym (4.22) nazywamy liniowa lepkosprezystoscia odksztalcen skoficzonych (14).

Kazdy material prosty pierwszego rzedu jest typu catkowego, ale materialy
proste 1zedu n > 1 nie sa w ogdlnosci typu catkowego, poniewaZ nie wszystkie
ograniczone k-liniowe funkcjonaly w przestrzeni Hilberta majg reprezentacje
catkowe (15).

Zbadajmy zachowanie si¢ materialu prostego spelniajacego silng zasade zanikania
pamicei (zgodnie z Def. 14) w przypadku ruchu powolnego. W tym celu rozwazmy
historie

(4.24) Gl ()= G"(as), ae0,1]

otrzymang z historii G* (s) przez jej spowolnienie ze wspdlczynnikiem spowolnienia
a (por. Def. 9).
 Zakladajac, ze funkcja wplywu A (s) charakteryzujaca zanikanie pamigci jest
rzedu r > n-+1/2 i 7e G¥ (5) jest n-krotnie rézniczkowalng funkeja w s = 0, moZemy
napisac

# S.’f )
(4.25) G @ = D~ Glyto (@,

=0

(14) Warto zaznaczyé, ¢ réwnanie konstytutywne (4.22) w przypadku nieskonczenie malych
deformacii jest podstawa liniowej teorii lepkosprezystoici i bylo szczegblowo badane przez B.D.
Coremana i W. Norea [7], M.E. GURTINA i E. StErnBERGA [17], A.C. PIPKINA 1 R.S. RIviina
{331, A.C. Prexiva [34], B.D. Coremana [L0] oraz N.C, Huanc i E.H. LzE [18]. Dla materialow
izotropowych i malych odksztalcer zwinzek (4.22) staje sig roéwnaniem konstytutywnym materialu
lepkosprezystego typu Boltzmanna (por: L. BoLtzMANN [1]). Te szczegolne przypadki réwnania
(4.22) sa szezegdlowo omoOwione w mopografii C. TRUESDELLA i W. NorLa [41] (por. rowniez [31]).

(1%) Ogdlng dyskusig aproksymacii drugiego rzedu mezna znaleZé w pracy C. TRUESDELLA [35).
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pdzie
o &, d’
(4.26) Gy = st Gy () . 0— af —— G* (S)

Wzor (4.25) jest rozwinieciem historii G* (as) w szereg Taylora w & = 0. Symbol
6 (a™) w (4.25) oznacza, Ze wyrazenie a~* ¢ (a®) zdaza do zera, jezeli o — 0.
Obliczajac kolejne pochodne historii G* (s) w punkcie s = 0, dostajemy

: 427 G*(0) =0, i G*(s)| = (- 1Y R@" g‘i» ORG = (-1 450,
gdzie wzbr .
(4.28) : 4; () = (—1y (g(ta) ©
definiuje j-ty tensor Rivlina-Ericksena. JeZeli przyjmiemy
(4.29) Ay = ol A, Ajy = ol Af,

to moZemy traktowac A}"(u) jako jty temsor Rivlina-Ericksena odpowiadajacy
spowolnionej historii G(Z) (5). Podstawiajac otrzymane rezultaty do (4.25) dostajemy
- * « sj £
(4.30) G ()= D S (= D Ay toan).
j=1
Roéwnanie konstytutywne (4.19) dla procesu powolnego przybiera postaé

@3) RO TR =F(CWO)+ 2 B (Gip () C(0)+o0(a®),

gdzie T (f) oznacza napreZenie odpowiadajgce spowolnionej historii G, (5).

Postugujac sie rezultatem (4.30) i wykorzystujac fakt, e PBr w (4.31) jest ogra-~
piczonym jednorodnym A-liniowym funkcjonalem B.D. Coreman i W. NoLL
[5] udowodnili, Ze dla ruchu powolnego ogdlne réwnanie konstytutywne materiatu
prostego spelniajacego silng zasade zanikania pamigel moze byé aproksymowane
rownaniem konstytutywnym typu réfniczkowego rzedu n:

@32) ROTTORO=F(CO)F D b . (CO)M4 4],

Up ey Jie)
gdzie ;. (C (M) 1 jest dla kazdego C(f) multiliniowa funkcja tensorowa
0 k zmienmych tensorowych. Sumacia w (4.32) jest rozciggni¢ta na wszystkie ukdady
indekséw (f1, ..., Jz), 7= 1,2, ..., n, ktére spelniajg nierdwnosci

(4.33) l<ji€..€<fpsn  ji+.tix<n

5. Dysknsja propozycji C.-C. Wanga

51. Pierwsza propozycja C.-C. Wanga. W pracy [42] C.-C. WANG pokazal, Zo
koncepcja opisu zanikania pamigei zaproponowana przez B. D. COLEMANA
1 W. NorLa moze byé fatwo uogdlniona na historie deformacji bedace elementami
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przestrzeni Hilberta funkcji mietzalnych. C.-C. WANG wprowadzit przestrzen
Hilberta #, 0 nastgpujacej normie (16):
G.1) ie* @, =( [16* @I da)'”
- [0S} :
gdzie p jest miarg Lebesguea-Stieltjesa zdefiniowana na @R} i powiazana z nieznika-
jaca pét-ciagla funkcja o (5) taka, Ze
a(s) =0, jezeli s<0,
lim o(s) =M < o0,

§00

(5.2

Miara g jest nazywana miarg zanikajqceq.
Fatwo zauwazyé, Ze przestrzenie Gy i 7, sa sobie réwnowazne, jezeli zanika-
jaca miara p jest okreflona nastepujaco:

(5.3) o= f [P ds, <= R
d

Przyjmijmy, ze dziedzing @ funkcjonatu konstytutywnego $ sa historie G*(s) e
€ #,. Wtedy slaba zasade zanikania pamigci wyraza

DEFNICIA 16, Material prosty spelnia slabq zasadg zanikania pamigci, jezeli
dla kazdej historii spoczynkowej C (¥) istnieje zanikajqea miara p taka, ze funkcjonal
konstytutywny 9 jest ciqgly w historii spoczynkowej ze wzgledu na topologie
D®) < B,

Najciekawszym rezultatem pierwszej koncepcji C.-C. Wanga jest rozszerzenic
shisznodei twierdzenia o relaksacji napreZenia na historie deformacji, od ktérych
nie jest wymagana ograniczono$¢. Wykorzystajmy definicj¢ 15 statycznego przediu-
zenia historii G* (s). Obecnie nie bedziemy wymagaé spelnicnia warunku (4.13).
Zauwazmy, 7e zgodnie z (5.2) mamy p(d) = M < oo Poniewaz G, (5) — 0,
gdy § - oo dla kazdego ustalonego s, stad w szczegblnosci

(5.4) |GGy ()] —~0, gdy & -0
Jezeli GGy (s) jest mierzalne, to |GG, ()] jest réwnies mierzalne, a stad
(3.5) IG(T‘I) ()] =0

wedlug miary. ,

Udowodnimy nastgpujace twierdzenie o relaksacii napreZenia.

Niech material prosty spelnia staba zasade vanikania pamigei zgodnie z definicja
16 dla zanikajacej miary u takiej, Ze

5.6) @D E D

dla kazdego zbioru Borela (7, jezeli przez ¢, oznaczono translacje zbioru ¢ o nie-
~ ujemna liczbe o, tzn. o, = {x|x = y+w, y€ 7}

(16) Metryke przestrzeni S, definivje wzor
: 4(Cy, C) = ([ 161 6) — C2 @2 dw)'2, o = R,
b
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TWIERDZENIE 7. Niech {C(’;) (), C ()} bedzie historiq deformacji - materialu
prostego takq, ze G* (5) = Gy, () E(D(b) Wtedy

) G () eD dia kazdego dodatniego §;

2) iG(a) (i, =0, gdy & — oco;

3) naprezenie odpowiadajgce statycznemu przediuzeniu: zdqia do napreienia
statycznego (tzn. do naprezenia odpowiadajgcego historii spoczynkowej), gdy 6 —co.

Cickawa jest nastepujaca

Uwaga 2. Jezeli o (s) e @11 jezeli k(s) jest zdefiniowane zgodnle zp. 41, to
warunek (5.6) jest réwnowazny nieréwnosci g

5.7 [h)ds< [ ) ds.
Fo g

Dla funkeji 4 (s) monotonicznie malejace] nieréwnosé ta jest spelniona. Tak wige
funkcja wplywu zdefiniowana przez B.D. CoLemANA i W. NoLLA odpowiada
zanikajacej mierze w spelniajacej nierdwnosé (5.6).

Dowéd twierdzenia 7. Z zalozenia Gy (s) € D, tak wige |G, (5)|2 € 7, Stad
dla dowolnego dodatniego & mozZemy rnaleZé duzq liczbe N = N (g} taka, Ze

8
(5.8) fH () dpp << =7,
gdzie

jezeli  |1GL (9P KN
(5.9) ] | (0)( )|

HO - o
) IG(O)(S)l2 N, jezeli |G ()P > N.

Jak juz za.uwaiy]iéﬁ:iy, G (s)l2 jest mierzalne dla kazdego 8; stad dla kazdego O£

(5.10) f|G!(§) P dp < fN du+ fH () dp < Np (9) + %
2 g S : _

W szezegdlnodci
8l &
.15 flG(f;) @ dp < Np (H+ 5 = NM+ - < oo,
d
co dowodzi 1. Dzigki (5.5) dla wszystkich dodatnich liczb ¢ i  mozemy znaleZé
m =m(o,n) takie, Ze

{5.12) p(fs) = p ({Sl |G () > a}) <, .

jezeli » = m. Dobicramy o i  w sposéb nastgpujacy:

{5.13) a=¢3M, 5 =2¢3N.
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Wiedy na podstawie (5.10), (5.12) i (5.13) mamy

.(|G(§) (5)12 dy = f 1G(T5) (S)|2
d

(5.14) oo

< fo‘d,u+ flG(f;) OF du <
d Ts .

dp-+ fIGE.'Q)(S)i2 dp <
Js _

&
oM—+nN-+ 5T

jezeli n = m{o,n) = m(s/3M, g/3N) = m (£). Poniewaz & jest dowolne, to ostaint

rezultat dowodzi 2. Aby dowies¢ 3 wystarczy
konstytutywnego (17).

wykorzystaé cigglosé funkcjonalu

C.-C. WANG [42] uogdlnit powyZsze rezultaty na szersza klase dopuszezalnych
funkcji deformacji. Zatozyt on, Ze dziedzing funkcjonalu konstytutywnego H jest
Klasa funkeji historii deformacji C (1) tworzacych metryczna przestrzen Frécheta
9, kibrej metryka d jest zdefiniowana w oparciu o zanikajaca miarg g W sposob

nastepujacy:
(.15 d(C, C)=

Ciag historii deformacji Ca (s) jest Zhiezny wed

IC1 () — G2 (i)l_
3 1+iC () — G

dp, o< [0,00).

fug miary, tzn.,

(5.16) G () = C =0
wedtug miary, gdy n— oo wiedy 1 tylko wtedy, gdy
(517 lim d (Cy, C}—0.

e 0D

Wszystkie ofrzymane wezesnie] rezultaty pozostajg sluszne, jezeli zaloZymiy

(5.18) CHeD®H < T,

5.2, Druga propozycia C.-C. Wanga. Zajmiemy

sie analiza réwnania konstytu-

tywnego (2.31). Jako klase historii dopuszezalnych C.-C. WanG [43] wykorzystat

przestrzef funkeji p razy rézniczkowalnych €2.
jest nastgpujaco:
: ?
(519) d(C, )= D swp G
P vspsed
Wprowadzimy nastepujace definicje.
DerNicia 17, Rzqd materialu prostego jes

Metryka tej przestrzeni okreflona

(s) — G )

t to najmniejsza liczba calkowita
o

p (0 < p < ), taka, ze funkcjonal konsiylutywny @ nie zalezy bezpoSrednio od

CP (1), jezeli y > p.

Dermicsa 18. Dziedzing funkcjonaly § bedzie klasa funkcji @ dodatnio okreslo-
nych symetryeznych tensoréw C (%), gdzie T < 1, iz C(r)eD(F < €.

(t7) Dalsze uogélnienia twierdzenia o relaksacji
B.D. Coremana i V.J. Mizera [111.

naprezenia mozna znaleZé w pracy
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Staba zasada zanikania pamigci w drugiej koncepcji C.-C. WANGA jest nasi¢pu-
jaca: ’
DrFINICIA 19. Material prosty spelnia slabq zasade zanikania pamieci, jeZeli
 jego funkcjonal konstytutywny jest ciggly dla kaidej historii spoczynkowej (izn.
C(t— )= C@) dla dowolnego s = 0 ) ze wzgledu na topologie zdefiniowang
w D(F < €
Tatwo stwierdzié, ze to sformulowanie jest szczegdlnym przypadkiem definicji 4.
Rezeczywicie, obecnie ograniczamy przestrzen metryczna A do przestrzeni metrycz-
nej @». Stad wnioskujemy, Ze wszystkie rezultaty otrzymane na podstawie definicji
4 pozostaja sluszne w obecnym przypadku. PoniewaZ podstawowe twierdzenie 1
zostalo po raz pierwszy sformulowane i udowodnione w koncepcji C.-C. Wanga
podamy jego.oryginalne brzmienie.
TwIERDZENIE 8. Muaterial prosty rzedu p < oo spelnia slabq zasade zanikania
pamieci wtedy i tylko wtedy, jezeli dla kazdej historii spoczynkowej C(f) mamy

(5.20) F\ F)ﬂ BP (J, n) = § (c@®),

a=1 A=¢f

gdzie
G2 A A (pr)(a,n)—{:e @A ("ce[l, f,

Ae(—o0, ] B0 CE@DeDE
1
ye[0,pl, d(C(), C®) < 7)}) .

Przyjmijmy definicje a-spowolnienia i f-relaksacji danego materialu prostego
takie jak w punkcie 3.3 (por. def. 10 i 11).

Naturalnym rozszerzeniem wprowadzonego pojecia granicznego procesu jest
rozwinigcie w szereg Taylora. Zamiast zakladaé sihniejsze ograniczenia odnosnie
ciagloéci, zakladamy istnienie rozwiniecia w szereg:

(5-22) pi'frd]_(g ('g)) =F(CO)+F (CW)F+§(CE) 2+

Fok Fn (C @) B0 (B9,
Podobnie

(5.23) mfﬂ(c (:)) = F(CO)+F1 (C @) at & (C (1) e+
+et-Fn (C (D) @40 (a7).

Specjalny przypadek, gdy C (7) spelnia dodatkowe warunki ciagloéei dla chwili

- aktualnej # znany jest jako twierdzenie o silnej aproksymacii.

" Naleiy podkreslié, Ze drugie rozwiniccie w szereg Taylora odpowiada przypad-
kowi granicznemu, gdy czas wrazliwosci staje sie coraz krétszy, tza. gléwna pamieé

- zbliza sig do zera, i stad nie zaskakuje fakt, Ze otoczenie chwili aktualnej staje sie

 coraz bardziej waine.

: W dalszym ciagu przedstawimy szczegdlowo rezultaty C.-C. Wanga dotyczace
“aproksymacji funkcjonalu konstytutywnego.

. C-C. WANG postuguje si¢ rézniczka Frécheta z malymi modyfikacjami.
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DermNicIA 20. Niech § (C (7)) bedzie funkcjonalem ciqglym w pewnym otoczeniu
C (7). Bedziemy mowili, ze & Jest résnicziowalne w sposéb ciggly w C (7), jezeli

a) istnieje funkcjonal § § (C, D) taki, ze jezeli.C jest z otoczenia C, jezeli D jest
- symetryczng funkcjq tensorowd dla ktorej C1-D e D(®) dla wszystkich C z otocze-
nia C i jezeli n jest liczbq rzeczywistq 1 € [0, 1], to (1%) '
(5.24) § (C14D) = F(O)+8g (C, D)+1D (), D, ),
gdzie dla kazdego ustalonego D, Dy, D, ) — 0 jednostajnie ze wegledu na C w oto-
czeniu €, gdy n—0 oraz n€ [0, 11 .

b) dla kazdego ustalonego D, dla ktdrego 8 (C, D) jest okreslone, 8% (C, D)
Jest ciggle w C; '

¢) dla kazdego ustalonego C z otoczenia C 8§ (C, D) jest ciqgle w D w dziedzinie

okreslonodci. , o
Przy tych warunkach dla kazdego ustalonego € 8F (C, D) jest liniowe w D, tzn.

% (C, D-+E) = 8§ (C, D)+8F (C, E),

(5.25) §§ (C, aD) — 8% (C, D),

jezeli wskazana réZniczka istnieje. Wiecej, z b) 1 ¢) wynika, 7e D (n, D, C) jeét
funkcjonatem cigglym i D (7, D, )0, gdy P—-0(1)=0. Z definicji mamy
réwniez D (», e, C) = a® (an, D, C) dla anel0,1}, 710, 111

(5.26)  ®( D+EC)= DD, O+ E CO)F D0, D, E O,
gdzie
.27 D, D, E, C) = 8§ (C+xD, E) — 8§ (C, E)+
' ' +9(, E, C+nD) — D (n, E, C),
jezeli rézniczki istnieja. Mowige wyraZniej | '
(5.28) D D, EC)~6, -

gdy 5 >0 lub D — 0 lub E—0.

DEFNICIA 21, Material prosty spelnia silng zasade zanikania pamigci (rzedu 1),
jezeli jego funkcjonal konstytutywny jest w sposéh ciggly résniczkowalny w kazdej
historii spoczynkowej z przestrzeni D(F) < er.. '

Niech materiat prosty spelnia, silng zasade zanikania pamieci (rzedu 1) i niech
historia deformacji bedzie w sposOb ciagly rézniczkowalna w chwili aktualnej 7.

TwiERDZENE 9. § (C? (v)) ma nastepujaca aproksymacje

(5.29) §(C* (@) = §(C )+ 2(CH), ads (V) +0 (@),

dla dostatecznie malego a, gdzie Ay (f) jest pierwszym tensorem Rivlina-Ericksena.
R jest liniowq funkcjq swego drugiego argumentu. Funkcja £ jest jednoznacznie
okreflona przez §.

[18) Tezeli G+ D e D (X), wiedy CnDeD () dla wszystkich neio, 11
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Dowc')d. 4 zaloiehia C(7) jest w sposéb.ciagly rézniczkowalne w 7 = ¢. Stad

(5.30) C() = CW)+4, (D)t — ¥ +o(t — 1),
gdzie Ay () — )% jest zdeﬁniowane jako ustalona gladka funkcia, ktéra réwna
sig zeru na zewnatrz przedzialu czasu [ 281 i jest réwna A; () (t — 1)
w przedziale [¢ — ¢, f]. Parametr ¢ i ta gladka funkcja sa tak dobrane, 7e C (1)}
T4 (O —)FeD (6)

Z definicji
(5.31) €2 (3) = C()+ady () (t — 1)*+o (a (t — 7).
Poniewaz materiat spelnia silna zasad¢ zanikania pamicgei, to mamy

(532 F(C*(@) = F(C WO +ady O (¢ —D*+o(a(t — 7)) =

 =F(COFIF(C®, adi () ¢ — D o (a(t — 1))+

. + D (1, ady (1) (t — D*+o (a(t — ), C0).-

Dzigki (5.25)

(533) BF(CU), adi () (1 — D*to(all — D)) =

= 8§ (C (), ads () (¢ — D) +8F (C (9; 0 (a (¢ — D))

Z (5.26) |

(534) D1, ady () (¢t — DY o (a(t — D), C(1) = |

— D (L, ads () (¢ — D%, CO)H+D (1, 0 (a(t — 7)), C ) +
+ DL, ad) (Dt — D%, 0{alt — 7)), C(O}

Qraz .

(535 D(Ladi (D — D% CW) = aD (0 4, () & — D*, C(©).

Tak wige

(536 F(C*(D) = §(CO)+8F (C (1), ady (1) (t — ©*) +
+ 8F (C @), o(a(t — 1)) +aD{a, 4, (1) (t — 2)*, C®) +
+ 9 (Le(e(t—), COI+D(1, ady (H ¢t — D*, 0 (et — 1)), C(f) =
= F(CO)+HEF(CW), a 4; ) (t — D) +e ().
Poniewaz 8§ jest liniowe wzgledem drugiego swego argumentu, dlatego przyjmujac
(5.37) 2(C@), ady (1) = 8F (C (D), ady (D (¢ — 7)*)

konczymy dowod twierdzenia.

Jako przykiad rézniczek wyZszych rzqdow funkcionatu konstytutywnego rozwa-
zymy rzad 2. Te sama metode postgpowania mozna zastosowaé do réZniczek wys-
szych rzeddw niz 2.

DeriNicia 22, Niech § (C (r)) bedzie rozniczkowalne w sposob ciggly w C (7).
Bedziemy mowili, ze § jest dwa razy rézniczkowalne w C (1), jezeli
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a) istniejq funkcjonaly $%(C, D)i 8 §(C, D, E) takie, ze jezeli C jest z otoczenia
C i jezeli D i E sq symefrycznymi tensorowymi funkcjami takimi, ze C+D e D (§),
CH-Ee @D (§) dla kazdego C z otoczenia C i jezeli n, ¢ sq dodatnimi liczbati rzeczy-
wistymi takimi, ze s+n € [0, 11, to

(5.38)  F(CHnD+eE) = § (C)+48§ (C, D)+68% (C, E) -
F 282 F(C D, D)+ [82§(C, D, B)+
182 §(C, E, D)]|+#282 § (C, E, E) -+

+ :)?2 m2 (??s Da C)+82 m2 (83 Es C\’)—i—s"?@Z (8: . Ds E’ C):
gdzie dla ustalonego D

(5.39) Dy (., D, C) =0
jednostajnie w C, gdy n—>0, 9 e [0, 1} oraz
(540) 92 (e, s Ds E;- C) -0

jednostajnic w C, gdy & —0; oczywiscie dia ¢ =0 mamy
(5.41)  §(CyD) = F(C)+nd§ (C, D)+ 8 F(C; D, D)2 D2 (n, D, C);

b) dla ustalonych D i E rézniczki 8% i 82 § sq ciggle w C, jezeli sq okreslone;

¢) dla ustalonego C w otoczeni C rozniczki 8§, 62 § sq ciqgle niezaleznie wzgle-
dem pozostalych argumeniow w dziedzinie okreslonosci.

Widzimy, ze 8§ jest liniowe wzgledem drugiego argumentu, a 82 § dwuliniowe
wrzgledem dwéch ostatnich argument6éw. Z b) i ¢) wynika, ze D2 (n, D, C}i D2 (=,
n, E, D, C) sa ciaglymi funkcjonatami. Stad

D, (n, D, C)—0, gd D —0;
(5.42) 2 (1 C) ¥

Dy (5,9, E, D, C) =0, gdy E—0 b D-—0.
Dalej mamy zwiazki
(543) g2 ({’?9 GD, C) = a? m2 (G’fj, Ds C)
oraz
(544) 92 (7}7 D+E5 C) = 532 (’J’], D: C)+ m2 ({‘Vl\a E: C)‘|‘532 (ns D5 E’ C);
gdzie '

$2 (ns D: Es C): m2 (”?7 #, Ds Ey C)'

Stad

(5.45) D,(y, D, E,C)—=0, egdy p—0 b D0 lub E—0.

DEFINICTA 23. Materiad prosty spelnia silmq zasadg zanikania pamigci (rzedu 2),
jezeli jego funkcjonal konstytutywny jest dwukrotiie rézmiczkowalny w sposéb ciqgly
w kazdej historii spoczynkowej z przestrzeni D (F < €». :

Niech material prosty spelnia silng zasade zanikania pamigci (rz¢du 2) i miech
historia deformacji bedzie dwukrotnie rézniczkowalna w sposéb ciagly w chwili
aktualnej 7.
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TwiernzeNE 10. § (C* (7)) ma nastepujgeq aproksymacje

(546)  F(C"(M) = F(CW)+L1(C (), ad; (D)8 (C 1), a® 4 (1) +
23 (C (D, . A1 (1), ady (D) +o ()
dla dostatecziie malego «a.

Az (9 jest drugim tensorem Rivlina-Ericksena. £; i £, sa liniowymi funkcjami
swoich drugich argumentéw, a 25 jest dwuliniowa funkcja swoich ostatnich dwoch
argumentéw. Funkcje £, 8 i 83 sa jednoznacznie okreflone przez §.

Jak jui podkreflono woezeéniej, poprzednie twierdzenie moZe byé traktowane
jako specjalny przypadek rozwinigecia w szereg Taylora a-spowolnienia materiahu
prostego. Mamy wiec nastepujace:

TWIERDZENE 11. Niech material prosty podlega silnej zasadzie zanikania pamieci
rzedu n. Wtedy funkcjonal konstytutywny jego wa-spowolnienia moze byé rozwinigty
w szereg Taylora w punkeie a = 0.

(547 §A(CHD @) = FO+Fw (C, D () e+ (C, D (1)) 2+...+
+ ¥ (C, D (D) a®+aD(a”, D (), C),
gdzie

&
(5.48) Fi (C.D@) = D Faen (C, D (D)
i=1

i funkcjonaly §w,+ {(C, D (v)} sq postaci
(5.49) F. o (C D () = T (C D (@), ... D (D)

i iﬁ}(k, 5 (C,D(),..,D (z)) jest funkcjonalem o i+1 argumentach, i-liniowym wzgle-
dem ostatnich i argumentow dla kazdego ustalonego C. :

Funkcjonaly §u (C, D (7)) dla ustalonego D (7) sa ciaglymi funkcjami C
i funkcjonat D {a®, D (3), C) jest ciagly wzgledem swoich dwoch ostatnich argu-
mentéw i D — 0 niezaleznie, gdy a® -0 lub D (z} - 0. Gdy D (7} jest r razy
rézniczkowalne w sposob ciagly dla chwili aktualnej ¢, to funkcjonaly §.g (C, D (7))
redukuja si¢ do odpowiednich funkcji wzgledem tensoréw Rivlina-Ericksena (co
odpowiada twierdzeniu o silnej aproksymacji). Funkcjonaly @, maja wlasnosci
lokalne w chwili aktualnej #. '

W interpretacji fizykalnej rozwinigcic w szereg dla przypadkua o — +0 oznacza
aproksymacj¢ wielomianowa dia dostatecznie malego czasu wraZliwodci. Lokalna
wilasno$é wspélezynnikow rozwinigeia odpowiada faktowi, Ze czas wraZliwoscl
jest miara gléwnej pamieci materiatu (19). '

(19) Porownujac aproksymacje C.-C. WaNGa z aproksymacjami uzyskanymi w koncepcji
B.D. CoLeMana i W. NoirA nalezy ptzede wszystkim zwrocié uwage na roznice w interpretacii.
C.-C, WaN@ interpretuje aproksymacie funkcjonahi konstytutywnego swego a-spowolnicnia jako
rézne rodziny materialow, podezas gdy B.D. CoremaN i W, NoLL interpretuja rozwinigcie uzyskane

- dla procesu powolnego jako reakcje danego materialu na rdzne historie deformacji. Teoria apro-
ksymacji C.~-C. Wanca dala szezegolowe rozwinigeie i matematyczne uzasadnienie heurystycznej
koncepeii C. TRUESDRLLA przedstawiong] w pracy [40].

Rozprawy Inzynierskie — 3
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DeFINICIA 24. Przez material lepkosprezysty bedziemy rozumied material rzedu
0, dia kidrego dziedzina jego funkcjonalu konstytutywnego skiada si¢ tylko z historii
deformacji, kitdre sq ograniczone, tzn., Doy (F) = {C(D)C (7)€ @, 1 e(—o0, O}
i istnieje stala M, ktéra moze zaleze¢ od C (1), taka ze |C(7)| < M dla dowolnego
Te(—oo, 1] '

Jest oczywiste, Ze wezsza dziedzina @ () ma wszystkie algebraiczne wiasnosci
D (§), z ktdrych najwaznicjsze sa: a) jezeli C(z7)e Dy (F), to 7C(¥) € Dy ()
dlag 2 0; b)jezeli C (z), D (7)€ Dg (§), to C (1)+D(z) € Do (&) Mowimy, ze Dy (§)
jest geste w D (F). (Zbiér A nazywamy gestym w przestrzeni E, jesli A=E).

Bedziemy méwili, #e material lepkosprezysty spelnia staba zasade zanikania
pamieci, jezeli § jest ciagle w kazdej historii spoczynkowej, i Ze spelnia silng zasade
zanikania pamieci, jeZeli § jest w sposob ciagly roimiczkowalne w kazdej historii
spoczynkowej. Bardziej szczegdltowo zajmiemy si¢ przypadkiem drugim. Wykorzysta-
my mnastepujace twierdzenie Riesza.

TWIERDZENIE 12. Niech @0 [0, 11 oznacza prezestrzen wszystkich funkeji ciqglych
okreslonych na [0, 1] ze zhieznosciq jednostajng. Wtedy kazdy ciqgly liniowy Sfunkcjo-
nat L okreslony na @% [0, 1] ma nastepujacq reprezentacye.

1
(5.50) L(f)= [ rig
0

dla wszystkich fe @0 [0, 11, gdzie g jest okreslonq funkciq lewostronnie ciqglq o wa-
haniach skoriczonych 10, 111 g (0) = 0; g jest jednoznacznie okreslong funkcjq przez
Junkejonal L.

DEFINICIA 25. Zdefiniujmy @0 [0, 1) jako przestrzen wszystkich ograniczonych
Sunkeji cigglych na [0, 1) o topologii wynikajqcej z jednostajnef zbietnosci na kazdym
zamknietym przedziale z [0, 1).

Mozna udowodnié, Ze przestrzeit @0 [0, 1] traktowana jako podzbidr @3 [0, 1)
jest gesta w @ [0, 1).

TWIERDZENIE 13. Teza twierdzenia Riesza jest nadal sluszng, jezeli zastqpimy
@° [0, 1] przez @30, 1). ,

LEMAT. Niech @) [0, 00) oznacza przestrzenr wszystkich funkeji ograniczonych
i cigglych na [0, 00) ze zbiezmoscig jednostajng na kaidym skoficzonym przedziale
z [0, o0). Wiedy €3 [0, c0) _]est Bzomorficzaa (w rzeczywistofel homeomorficzna)
z @370, 1).

Dowdd. Rozwaimy przeksztalceme T @210, 1) -+ @3 [0, o0) zdefiniowane przez

o x
(5.51) (If) (x) = f( — x)'

Oczywifcie T jest wzajemnie jednognacznym przeksztalceniem,

Powyzszy lemat pozwala zastosowaé poprzednio wypowiedziane twierdzenie
do przestrzeni @3 [0, o0). Stad kazdy ciggly liniowy funkcjonat na @4 [0, co) ma
reprezentacie

(3.52) L(f) = [ fg.
Q
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Jezeli zatozymy, e funkcjbna{ konstytutywny rozwazanego materiatu spelnia
silng zasadg zanikania pamicci (rzedu 1), to w nowej dziedzinie Do {F) mamy

(5.53) & (C+nD) = § (C)+48F (C, D)-+9D (3, D, C),

gdzie C reprezentuje pewna historig spoczynkows.
Stosujgc ostatni lemat do 8§ dostanicmy nastepujace twierdzenie.
TWIERDZENIE 14, Material lepkosprezysty spelnia silnq zasade zanikania pamieci

(rzedu 1), wiedy i tylko wiedy, jezeli jego funkcjonal konstytutywny ma nastepujica
reprezentacje:

t
(5.54) [§(CHaD)i = [& (Oy+n f D (1) dKapia (D)9 [D (1, D, O],

gdzie Ky (7)) jest czwartego rzedu tensorowq funkecjq taka, ze Ky = Kyip =
= Kuur i jesi o wahaniu ograniczonym w przedziale (—o0, 1] oraz ze dKiuy = 0
W poblizy —oo.

W ogdlnodci Kijir zalezy réwniez od C. Stad widaé, e material lepkosprezysty
ma dolkdadnie skoficzony pamieé.

Jezeli Kijze (7) jest funkcja klasy @1 i jezeli miara jest skoficzona, to istnieje
gestodé Radona-Nikodyma (20)

dKyjre
dr

Roéwnanie konstytutywne (5.54) redukuje sic do réwnania

(5.55) Gij]g,! (‘K) =

t
(5:56)  [F(C+aD))y =[Oty [ Gue () Dua () do-+9 [Dyg,
—N

gdzie N jest pewna nieujemna sf&lac,materialru, ktéra moze zaleied¢ od C (7).

6. Opis A.E. Greena i R.S. Riviina

6.1. Zarys koncepcii. A. E. GREEN i R. 8. RIVLIN [14-16] pierwsi zajcli sie
zagadnieniem aproksymacji funkcjonatu konstytutywnego. W celu blizszego omo-
wienia ich pierwszych rezultatéw rozwaimy réwnanie konstytutywne materiahs
prosiego w postaci (2.31). '

Wykorzystajmy nastgpujaca definicje tensora odksztatcenia

6.1) 2E=C—1.
Stad wﬁrowadzaj@c historig odksztalcenia
(6.2) E(s)=E(—25), sel0,00),

mozemy réwnanie (2.31) napisa¢ w nastgpujacej réwnowainej postaci

(6.3) ROTTORD = T (E ().
=0

(20) Por. R. Sikorskr [38] lub K. Yosma [45]
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Jako klase dopuszozalnych historii odksztatcenia A. E. GreEN i R. 8. RIVLIN
" rogwazali przestrzen funkcji ciaglych @0, Metryka w tej przestrzeni okreslona jest
74 poOMoca WZoru

(6.4) d(E;, Ey) = sup |E1 () — E2 ()l
gac§
Driedzina 2 (%) funkcjonatu konstytutywnego g spelnia wigc warunek
65 E(©)eD @) < e

A.E. GrEeN i R. S. RIVLIN nie analizowali stabej 1 silnej zasady zanikania
pamieci, ale byli gtéwnie zainteresowani w uzyskaniu aproksymacji wielomianowych
dla funkcjonaiu konstytutywnego Z. Zakiadajac ciaglosé T zaproponowali intuicyjnie
nastepujaca aproksymacje

N
(6.6) T= D %u,
- n=1

gdzie Ty jest n-krotna calka. Kolejno dla T; mamy wzor

6.7 = [KE@EE— )b
0
3, wyraza sie analogicznie
(6.8) = f Ko (51, 82) E (t — 1) E (t — 53) dsy dsz.
0 0 ’
W ogdlpodei _
(6.9) Tn — f S ACREND AR w E{t — 5n) dsy ... dsn.
4] ] .

Jezeli dziedzina @ (%) jest klasa funkcji E (7) raz rozniczkowalnych, to wzory
(6.7)~(6.9) moga byé zapisane w nastepuiacej postaci (21):

©10) T~ [ EC—9)d,
. 1]

(6.11) T= [ [ @20, s) Bt —s) Bt — 52) dsy dsz,

g g

6.12) zn:f... 'I’n(sb...,Sn)E(tésl)...é‘(t—'sn)dsl;..dsn.
. . L]

GL_.j

(Z1) Wzory (6.10)-(6.12) napisanc we wspélrzednych maja nastepujaca poslaé:
o0
T [ O™ () By (1 — ) ds,
0

o X0
1.7261 = f f @gﬁﬁy.’b‘b (Sl, Sg} Eotﬁ (I -— Sl) Ed'y (t — Sz) a'sl ng N
0 0 ’ )
5]

oo .
Zﬁl = f ann j‘ @g;ﬂ".u”kz (S]J ey Sﬁ) Eggﬁ (t - Sl) o Ex.u (t - Sﬂ)‘ ds1 b dsﬂ .
1] 0
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E.A. GrEEN i R.S. RivLIN [16] zaproponowali, Zze dla pewnych procesow
deformacji wzory (6.10)—(6.12) moga by¢ napisane w postaci (22):

(6.13) zl = ftI)l O EG—s)ds,

=

©14) T = f @2 (51, 52) B (¢ — s} E (¢ — ) dsy s,
0

D (51, o S0) B — 57) o Bt — 33) dsq ... dsa,

o'"-‘ﬁ'-l 0“—1

T
(6.15) To= [ ..
) I}

gdzie T jest pewna staly charakteryzujgca rozwazany material, tzn. zatozyli skonczo-
ng pamieé materiatu (23).

6.2. Scisle sprecyzowanie koncepeji i uogélmienia. R.V.S. CHAcoN i R.S. RIVLIN
[4] zalozyli, ze historie odksztalcenia tworza zwarta przestrzen Hausdorffa oraz
7e T jest cigglym funkcjonalem Et(s). Te zaloZenia pozwalaja rastosowaé twierdzenie
Stone’a-Weierstrassa (24) w celu uzyskania aproksymacii dla funkcjonatu konstytu--
tywnego . Przyimujac wige

(6.16) ' EMNeD®)cZ,

gdzie 7 oznacza zwarta przestrzen Hausdorffa, dostajemy [por. z rezultatami .
(3.32) i (3.33)]

(6.17) T = Z e® g P | o®
Wprowadzmy transformacig ’

1
(6.18) =TT

ktéra przeksztalea ‘te(—oo,t] w oe(0,1]. Rozwaimy szezegdlny przypadek,
kiedy przestrzef historii deformaciji jest zwartg przestrzenia funkcji ciaglych, tzn.

(6.19) EMeD (T €.

Wrykorzystujac twierdzenie Riesza mozemy funkcjonaly liniowe w rozwinigein (6.17)
przedstawié w postaci

1
(6.20) 20 = (K (o) E(0) do.
0

Podstawiajac rezultat (6.20) do rozwiniecia (6.17) dostajemy reprezentacje calkowa
funkcjonalu konstytutywnego ¥ w postaci (6.6)-(6.9).

(22) Zwiazki (6.13)-(6.15) dla nieskoficzenie malych deformacii byly wprowadzone przez
A.C. Prexina i RS, Rivoma [33].

(?3) Interesujgce jest pordwnanie rezuliatéw (6.6), (6.13)-(6.15) =z wymklem C-C. Wanga
(5.56), C.-C. Wang {cifle wykazal, w jakich przypadkach mozna przyimowac skofczona pamieé
materiahy. Udowodnil tym samym shusznosé intuicyjnego zalozenia AE. Greena i R.S. Rivlina.

(24} Szczegblowe omdwichiec warunkdw stosowalnodei twierdzenia Stone’a-Weierstrassa mozna
znalez¢ w monografii K. Yosmy [45]; por. rowniez R. ENGRIXING [13],
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R.V. 8. Coacon i R.S. RivuN [4] vogdlnili powyZsze rozwaZania na klase
historii deformacji tworzacych zwarta przestizei Hausdorffa funkeji o wahaniach
ograniczonych.

Szczegotowy dyskusje metody R.V.S. Chacona i R.S. Rivlina przeprowadzit
ostatnio J.S. Lew [23].

7. Uwagi koncowe

W ostatnim punkcie pracy warto bedzie zastanowié sig nad praktycznym znacze-
niem teoril materiatéw z zanikajaca pamiecia. '

Wykazalismy, ze dzigki szczegblowo opracowanym aproksymacjom i uzyskanym
reprezentacjom catkowym oraz zbadaniu ich stosowalnosci i przydatnodel do opisu
realnych materialdw podczas realnych procesdw deformacji teoria ta spotkala sig
z ogromnym zainteresowaniem teoretykdw. Widza oni w niej przede wszystkim
nowe narzedzie opisu wielu wladciwosci polimerdw, gruntéw i metali. Bardziej jednak
inferesnjacy jest fakt, e teoria ta zainteresowala wielu eksperymentatoréw, kidrzy
zauwaZyli na jej podstawie nowe horyzonty badan dodwiadczalnych. Juz w tej chwili
widaé, ze wplyw teorii materialéw z zanikajaca pamiecia na kierunek przyszlych
badan dodwiadczalnych jest preetomowy. Zmusza do nowej organizacyi laborato-
1i6w badawczych zajmujacych sig metalami, polimerami czy gruntami. Badania
do$wiadczalne, ktorych celem bedzie jus nie okreslanie stalych materialowych ale
funkcji, ktére w reprezentacjach catkowych spelniaja role jader, muszg byé organi-
zowane kompleksowo. Musza by¢ prowadzone dla bardziej zlozonych procesdéw
deformacii, co wymaga nowej aparatury i zwickszonej liceby pracownikow. Tylko
tak zorganizowane laboratoria beda w stanie dotrzymaé kroku pracom teoretycz-
nym w tej dziedzinie.

Warto chyba podkredli¢, ze pierwsze wyniki dofwiadcralne opierajace sie na
reprezentacjach catkowych w feorii materiatow z zanikajaca pamiecia jus zostaly
osiagnigte. Bardzo dobrym przykladem jest praca K. Onarana i 'W.N. FINDLEYA
[30]. : .

Tych Iilka uwag o charakferze praktycznym prowadzi chyba do oczywistego
wniosku, Ze w te] abstrakcji matematycznej jaka byla potrzebna do zbudowania
teorii materialow z zanikajaca pamiecia jest naprawde glgboki sens prakiyczny.
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1 Pesrome
KOHIIENMUAY 3ATYXAHIA TTAMATH MATEPHUAILIA

TIipoko PasBATast, B HOCTEEIEe BPFMS, TEOPHA IPOCTHX MATEPHANOB CTala OCHOBOH ouv-
Canusl MHEOTMX CBOHCTE DEalbIBLIX MATCDUANOB. XAPAKTEPHCTHUCCKMMM HEPTaMH 3TOH Teopuu
SBRRAIOTCA, HagIeKalaM obpasoM 0GOCHOBAHHBE (UIMMCCKHME OCHOBSH M 3a50Ta O COXPAHCHIM
MATEMATHIECKOM TOYHOCTH. BIarogaps CBOeH COBOKYIHOCIH €6 MOWKHO HCHONL30BATL I OIH-
CAHNS HEKOTOPEIX MATEPHMATIOB KAK ¥ MHOFMX IOiMMepoB it TpyHTOB, IIyTeM CoOTReTCTBYIOIMX
ATIPOKCHMANHH OLpPEICIAIOMET0 YPABHEHHS, OIMCHBAIONIErD [OBefCHNe MPOCTOTO MATEpHata,
MOMKHO HOIYYHTE MHEOTO H3BECTHHIX B TCOPHH MATEPHAJIOB.

AIDIPORCHEMATEH ONPeE/FIOIET0 YPABHEHU, MOKHO MOCTPOUTH HA Gase HEXOTOPRIX Orpa-
HFMERnH, HATIOKSHHBIX Ha NAMNTL MATEDHAN, DTH OTPauUuCHIS IIOMETTAFOTCS, B OOIIoM, B Ipez-
TONOKEHHM 3ATYXAIONIEH MaMiITH, MATePRasa.

Iens, HacTosmei paGoOTEl COCTOMT B UMPOKOM obCYXeHEM PA3HEIX KOHIETIMH OnUCaAus
BATyXaHWR MATepwana. ABTOD HOKA3A PE3yIhTATEl, HOMYYeHHbIE MHOTHMK aBTOPAMA W, B obrem,
OpM pa3Hbix IPEAIONOKEHUSK B DAMKAX HEKOTOPOIQ OXHOPORIOTO DOAXONA, KOTOPEIE MOXKHO
JIOCIFY, OCHOBHIBAfICh M4 METPMIMPYEMOM TOHOJOTHYECKOM IPOCTPAHCTBE. DTO NOZBOMMAOC
PACCMOTPETR BCE LMOMYYEHHHIE MO CMX TOD DesYIsTATHL, XAK HEKOTOPRE oCofble CIyYad, W Aano
BOZMOHOCER MCCIIENOBATE CYATSCTBYIOMME MEX[Y HUMM, 3ABHCHMOCTH.

Bee paccMATPUBASMEI? 32[aYM KACAKITCH KOHOYHEX AS(ODMAIAH CINIOMMHOA Cpeps!, MMexo-
LK MECTO BO BPEMT M3OTEPMUICCKUX NPOUSCCoB,

B n. 2 maeTcs kpaTkoe oGCYKOSHHE TeOPHE MPOCTOro Marteprana. Iposoantes noapobuerit
AHANM3 BUIOB OHPEIEIFOIEI0 YPABHEHHs, KOTOpEe OYayT MCCIefoBaTECA B AANBHEIIMX JAcTAx
paboTel.

TI. 3 sBnscTCA OCHOBHEIM Jina BCell paGoThL. B Hem obcyxparoTes dipaneckoe obocHoBAHKE
SATYXAHMA HAMSITH MATEPWAIA, YTOUHAOTCA MATEMATHYCCKHE TIPHHIMIIL, 3ATYXAHUS ErO AMATH,
O6)IacTs OHPEeNEIIOUIETO HYHKIMOHANA OIPEISIACTCA KAX WOLMHOKESCIBO METPM3APOBAHIOIO
TONCIOTEYCCKOTO IPOCTPEHCTRA, TOINA KAk cnafpie M CHIBHbBIE UPAHIANE 3ATYXAHMS faMITH
COOTBETCTREHHO, KAK YCIOBAS HEUPEPHIBEOCTH M MH(GHEpPSHIMPYCMOCTY ONpPeeTHOWEro (ymnx-
UHOHATE B METpPH3MPOBRHHOM npocTpancrhe. OOGCYREANOCH TAKKe, BaXHEHINE PE3YIBTATHI,
KOTOPEIE MOMCHO IOJNYYWTh 33 OPURENCHHOTO BHING COHOPMYIHDORAHAS IPMIIAIOB 3ATYXAHHAL
DAMATH MaTepHana. '
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B . 4 oficyxpaetes MOEPOOHO KOHIGIIUMS ONHCAHMS 38TYXAHEHS DAMATH MATCDHANA, TIPEi-
noxernyio b, [I. Komemarom u B. Homnom. Muoro Mecra IMOCBAINAETCH OCHOBHOR TeOpeme,
KECAFOIEHCH PENAKCALMH HANPSHKEHIS, ¥ AMIPOKCAMSINY OOpPeR3ILIOIIErO (byHKm{onaJraf

B n. 5 pabotel, obcyxmaeTes msa npemroxenws C.-C. Baura, a B 0. 6 aNaIM3EDYCTCT KOH-
nermuEd A, B, I'prma ® P. C. PuenEna,

B 3aXIHOMMTCILHEK HPeETOKSHAR (1. 7) ofpamaecrcs BHUMARNE H NPAKTHYECKOE 3HAUCHUES
TCOPHM MATEPMANIOB ¢ 3aTyXalomell maMAThIO: -

Summary

THE DESCRIPTION OF THE PHENOMENON OF FADING MEMORY
OF A MATERIAL

The theory of simple materials which has undergone considerable development in recent years
has become a foundation for the description of many proparties of real materials. This theory is
remarkable for its good physical foundations and great care for mathematical correctness. Owing
to its generalily it can be used for the description of the properties of some metals and also many
polymsrs and soils. By applying various approximations to the constitutive equation describing
the behaviour of a simple material many known theories of materials can be obtained.

The constitutive equation can be simplified by imposing certain limitations on the memory
of the material. These limitations are comprised, in general, within the frames of the assumption
of fading memory of the material.

The aim of the present paper is fo give a detailed discussion of various conceptions of the
phenomenon of fading memory. It is the author’s wish to show the results obtained by many authors
(with different assumptions in general}, using a uniform approach based on the notion of 2 metrizable
topologic space. This enables all the results obtained hitherto to be considered to constitute particular
cases of a common theory and gives a means of a study of the relations between them.

All the problems considered concern finite strains of a continwum occurring during isothermal
Processes.

Sec. 2 presents a brief discussion of the theory of a simple material. The forms of the constitutive

equations studied in the subsequent parts of the paper are analysed in detail.
" Scc. 3 is fundamental for the paper. It contains a discussion of the physical aspect of the
phenomenon of fading memory. The mathematical foundations of its description are discussed.
The domain of the constitutive functional is defined as a subset of a metric topologic space. The
weak and strong principles of fading memory are defined, respectively, as the condition of continuity
and differentiability of the constitutive functional in the metric space. The most important of the
results that can be obtained from the above formulation of the principles of fading memory are
discussed.

Sec. 4 brings a detailed discussion of the conception of description of fading memory proposed
by B.D. Coleman and 'W. Noll. Much space is devoted to the fundamental theorem on the stress
relaxation and to the approximations of the constitutive functional.

In Sec. 5 are discussed the two proposals of C.-C. Wang.

Sec. 6 is devoted to the conception of A.E. Green and R.S. Rivlin.

In the final conclysions (Sec. 7) the practical importance of the theory of materials with fading
memory is pointed out. ' ‘ :

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
POLSKIES AKADEMI NAUK

Praca zostala zloiona w Redakeji dnia 6 stycznia 1967 r.






