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'Wstep

W niniejszej pracy rozwaza sie zagadnienie utraty statecznosci dla grubosciennej
rury przy fiejednorodnej deformacji w kierunku promieniowym, spowodowane]
prostopaditym do aktualnej powierzchni i stalym co do modulu obcigzeniem ze-
wnetrznym ¢, oraz jednorodnej w kierunku osiowym, wywolanej stalym réwnolegtym
do osi rury obcigzeniem g;. Z uwagi na zastosowana metode statyczne parametry
obcigzenia zostaly zastapione przez geometryczne: promieniowe przemieszezenie
§cianki zewnetrznej oraz skrocenie (wydluzenie) rury. Podobnym zagadnieniem dia
kuli zajmowal sie¢ Z. WESOLOWSKI [6]. 7

W pracy opieramy sig na ogolnej teorii malych dodatkowych odksztalcen opra-
cowanej przez A. E. GreeNa, R. 8. RiviiNa i R. T. SHiELDA. Rozwazany materiat
est sprezysty, jednorodny, izotropowy i nicécifliwy o dowolnej fizycznej nielinio-
wodcl. Szezegdtowa dyskusje wynikdw przeprowadzono jednak tylke dla materialu
Mooney’a. ;

Jako kryterium’ utraty statecznodci przyjmujemy osiagniecie takiego stanu,
w ki6rym problem brzegowy dla dodatkowych deformacji dopuszcza istnienic
wielu rozwigzan (por. [2]}.

Oznaczenia slosowane w pracy w Zasadzie pokrywaja si¢ z ozoaczeniami uZy-
wanymi w monografii A. E. GREENA 1 W. ZrrNy {1].

1. Wstepny, skoniczony stan odksztalcenia

Rozwazamy gruboscienna rurg 7z materiatu sprezystego jednorodnego, izotro-
powego 1 niescifliwego, ktéra w stanie nieodksztalconym (stan B) ma promied
zewnetrzny @, wewnetrzny 5 oraz dlugo$é I, przy czym b= pa, 0 < g <1

Pod wplywem obcigzefh zewnetrznych ¢ 1 g1 rura doznaje skoiiczonego odksztal-
cenia (stan B). Rozwiazanie tego zagadnienia zostalo podane.w monografii [1]:
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(1.2) gp=] 0 22 (1) , g%=10 203 0 i, g =r2;
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(1.3) B = 1'2Q2+—,Iﬁ 0 ;
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71l e 4ﬁ gf( ) + p,
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1.5 rztzz—@_J_ z{j(b_ )+p,
733 = P2 lF(Q 2 4 Q2) Tp, =0 dla i#j],
gdzi
o oW ¥ oW
=20 Ty
. 1~ _
(1.6) oW = - Va1 — 2:2a,

Wprowadzone zostaly nastgpujace oznaczenia:

a, b, |
_ gk, gix; 8%, gin

Ttk
W(Ila IZ)
P

-odpowiednio kontrawariantne i

promien zewngirzny, wewnglrzny i dlugosé rury w B,
kowariantne wspétrzedne
tensoréw meirycznych w 8 i B,

niezmienniki- stanu odksztalcenia,

{ensor. pomocniczy,

tensor napreZenia,

potencjal spreZysty,

funkcja skalarna (umoi]jwi'ajqca naloZenie na powierzchnig
rury dowolnego ciSnienia hydrostatycznego).
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Jedyny nie spelniony tozsamosciowo warunek réwnowagi sprowadza si¢ do naste-
pchLcego
sl rie gl ol -G v rle-Z) i
Jedli oznaczyé
T 1 2\ 1
(1.8) L(r)ﬂf = 5Pt —-@ — s L) =g,
r

wowezas skladowe fizyozne o4x i skfadowe tensora naprezenia 7% moina preedstawié
Jjak nastepuje:

oy =il = L(r) — L(b),

1 Q2 y 2
(1.9 on=r22=L0)— L)+ (Ei‘ﬁ) ¥ (@ - Q"’),
o2 2o
= =10 L0+ oz - 5) ”’(szﬁ :

2, Dodatkowe male odkszialcenia yury

Zoalozmy teraz, ze odkszialcona rura doznaje malego przemieszcezenia ew’
(stan B), gdzie ¢ jest malym parametrem. Niech

2.9 Wo=wTg =wg, wi=u wy—u, w,=w

Wielkosci podane uprzednio doznajg wéwczas pewnych przyrostéw (por. [1]),
ktére oznaczaé bedziemy kreska u géry:

I ’ ! N U
gn=—g " =2m, g;2="“"28'12:”,9+7)r“"2‘;“,
(2.2) géz e ’-43-’22 == 2 (vﬂ ,,_!_ru), g;a —_ g.ll:j' _ ﬁ[z"J—w,-,
g3 = — &' = 2w, 823 = — g = vty

Uwzgledniajac, Ze
, 1
(2.3) Iy=-—2 [ur + ) (vﬂ+m)—i—wz] = 0',_

mamy

, o2 1 V|
Il—z(ﬁ_@ urt+2 A2 a‘i Wz,

A2 1
=2 (QZ — 22—2) uy+2 (Q E) W,

(2.4)
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11 = @' g B — 2dy upt2 (ay — 1) w2 tp's
12022 — @' g2+ B224-20, tr 203 we+p',
. : 733 — @ g3 B342 (o — a3) ur — 203 Wetp',
(2.5) o
2l = — aq (uﬂ—}—ryr — 2—’—)’
T = — (Hz‘l"Wr)a
12723 = — a3 (02 Ws),
gdzie
1 A2
=Y Tp a=T0Ctp 6= Vo +p,
(2.6) @' — AL+FIL, ¥ = FL+BL,
W JEW o
A“zaff’ B= o’ T ohoh

Przyrost cisnienia p’ nalezy wyznaczyC z réwnan réwnowagi i warunkdw brzegowych.
Tensor naprezenia catkowitego 7i|-g7't spelmia warunki réwnowagi, gdy spet-

nione sa réwnania
@7 V7l = 0,
(2.8) R PTERE sCEA Ao

gdzie Pg‘ sa przyrostami symboli Christoffela II-ga rodzaju:

: 2
E‘ 1 I 1 . . l"’i
11 = Urrs 22 = u,ﬂﬂ—i_fur r Vg — i, 33 = Hzzs

1 2 2 I 2
T2 g — g+ —v, D= -—uvgt v 0 :
11 2 11 3 T 4 22 2 08P p 0 ¥ r 2 ;
B
. 1 .
L] T 13 . 47 — L] _ H
I's= 5 Vs I3 =wy, I3=wy+rvr,  Is= W i
B
1 1 2 E
S o Rl no__ "o -
29 Iy =ty PR S vy 2o Iy =gy T3 = tra,
1 -2 1 # 1 1
I'2=—u9g,— "= iy — 2 — —u
27 5% T3 v, -+ e L 2002 + e
| 1 1
1'2 — o I’ i3 _ I 73 _
I 2T 3 vs L= W - e I3 = Wop
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Podstawiajac (2.9) do (2.8) i uwzglgdniajac warunek niescisliwosct (2.3) otrzymujemy
uklad czterech rdwnan r(')zniczkowych 7z niewiadomymi funkcjami u, », w, p":

28 fistril — el 5 ["2'522 — ar]ugy 73 — g uzr +
+ 28380 +aa — el wre + 7{2312 [r (B1 13 — a)] — 261 faz -
+ a2 1'22} Ur +—2; {_;17 [r (B 181;1“1"@2 —a)] — B3 Pt — as} Wa =
e a0,
210) 261 fas-ar — 22y e — a] o[ — 03] s

1 d
- [283 faraz — r2e22] wy, T " {"2 T2 = P (r ﬂl)] Uy +

| 1 da dOZi
TT[,zrzz__-gru"ml —r ]g,, + = {’"dT + 71t — 12t22]z:+p,,~0

1281 B33Fz — a3) et [T1 — ] wrr T S 2 222 —ag] wao +
1 day
+ 28131 +73 — ag] wee + 2oz — 20 — ¥ o | +
1 dos
+ — " [1‘2'522—(12: = ]w,+ P = 0,

rurtr2wetwve-tru = 0,

gdzie '
(2.11)  fx =gkt —r2g22,. " By = gt (Fgii- A)-+B% (Bgi+F) . (nie sumowad).

Warunki brzegowe dla tych funkcji otrzymamy z Zadania, by podczas dodatko-
wego odksztaleenia wewngtrzna powierzchnia rury r = b byla nieobeigzona, a po-
wierzchnia zewnetrzna r = a pozostata obciazona tylko cisnieniem hydrostatycz-
nym g. Fizycznie oZnacza to, Ze istnieje pole przemieszczen ew’, ktére nie wymaga
zmlany cisnienia hydrostatycznego dzialajacego na zewneirzng powierzchnie rury.
Przy tym samym obquemu mozliwy jest stan réwnowagi B oraz inny stan réwnowa-
gi B*, bliski B. Zaklada¢ wige bedziemy, e rura Sciskana jest réwnomiernie rozto-
zonym obcigzeniem «$ledzacym», normalnym do aktualnej powierzchni, stalym co
do modutu. Niech n i n+en’ beda odpow1edmo wersorami normalnyml do po-
wierzchni r = a w stanie B i B¥*. Wtedy

gl g1+3g'1
n = . nt}en’ = '
Vgl Vil iegtt X
(2.12) _ 1 ', gl
T e ' guy/gn

ny=n3=0, ny = ny = 0.
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Poniewaz sila P dzialajaca na Jednostkq powwrzchm o normalnej n wyraza sué
WwzZorem .
2.13) ' P = 7iip gj;
zatem dia stanu B i B* mamy zwigzki

(#7467 (gyt-eg)) = — q (g L egt),

Tt ¥ g (g ag™Py,

albo, jesli uwzglednié 711 = —g dla r = g,
(2-14) : TP 1 g,

Dla powierzchni r = b obliczenia i rezultaty sa analogiczne. Ostateczne warunki
brzegowe dla = a, b maja postaé (2.14), albo — po wykorzystaniu (1.5), (2.2)
i(2.5)

1
Byttt — o) we (B3 Byt — ag) we oGP =0,

{2.15) O %fo =0,
utwr =0 dla r=ab.
Dla z = 0,7 przyjmujemy
(2.16)  w=0.

- Uldad (2.10) oraz warunki brzegowe (2.15) tworza jednorodne liniowe zagadnie-
nie brzegowe, ktdre zawsze ma przynajmniej jedno rozwiazanie (zerowe). Interesowaé
nas jednak beda warunki, przy ktérych zagadnienie {o ma wiecej niz jedno TOZWig-
zanie; fizycznie odpowiadaé to bedzie osiagnieciu przez ciato B stanu réwnowagi

obojetnej. Warunki te, jak wspommano we wstgpie, przyjmowad b@dmemy 7a Wa.-!

runki utraty stateczno$ci. Rozpatrywany problem statecznodci rury sprowadzit sic
wige do poszukiwania wartosci wlasnych zbudowanego wyzej zagadnienia brzego-
Wego.

3. Rozwigzanie
Przyimujge funkcje u, o, w, p* w postaci
u=f (V) CﬁS o cos fz, w = f3 () cos aif sin fiz,

3.1 v = fr(r)sinad cos Bz,  p’ = £(r) cos att cos fz,

gdziea=0,1,2,...,8 = nafl, i podstawiajqc odpowiednio do (2.10), (2.15) i (2.16)
otrzymamy nast¢pujacy ukfad czterech réwnan rézniczkowych zwyczajnych z nie-
wiadomymi funkcjami fi, f5, /3 1 & zmiennej r:
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1261 fratatt —al— + 7{2— [r (B1 B13 — 1)l — 281 B3 +

4 a1+,21;22};1 + — {al — r21;22}f1+ﬁ2 [ap — 2330 f; +
- [Cli — r2z22] [Pf1+2ﬂf2]+ﬁ 1263 ﬁ11+a2 — al]é +

i : d
| T 27{‘&; [r (ﬁa ﬁ11+§fg —a)] — f3 ﬁzr{ﬂh — as}fa_ + =0,

(3.2) [t c;l__f__f_ 222 df1+"
3.2) [z "al]dz G2ﬁ1ﬁ23+a1—r T,]d-_ -
1 df
+— r21:22—2111+a1—rdr TP L+

K 2 [ duy
+_ —(I"al)——rZTZZ]fl zlr——dr+111 ”’ZTZZ]fZ+

+ af [2f3f21 403 — 2722 f3 — 0§ =0,

afy 1| If df
=l g+ L"””—afrr?]i — D parkon — asl| D +
ot gl dp o
Jf 2 Lo — P2 722 f3 + il o + 2a; — 2m3| f1 +
| T2 [ay — o3 — 203 fn] — BE =0,
df

_+ﬁf3+ f2+ fl—o

z warunkami brzegowymi dla r = a, b

1 .
[B1 frz+711 — ay] “—fl + B lBfuter — allfs + =0,
df {2
‘(3.3) Tj:z— — (T -+ a)f1 ={),

f3 — Bfi=0.

Warunek (2.16) jest spelniony tozsamosciowo. .

Powyisze zagadnienie brzegowe zbudowane zostalo dla dowolne], odpow;edmo
gladkiej funkcji W = W (I, I;). PoniewaZ. niezmienniki stanu odksztalcenia sa
funkcjami tylko zmiennej », zatem wspdlczynniki rownan tego zagadnienia zaleza
takze tylko od r; wielkoéci a1 5 [pochodzgce od (3.1)] sg parametrami. Dla uzyska-
nia efektywnych rozwiazafi musimy jednak przyjaé okre$lona postaé funkcji energii
sprezystej. o
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Ograniczymy obecnie dalsze rozwazania do przypadku tzw. materiatu Mooney’a,
dla ktérego potencjal sprezysty ma postaé

(3.4) - W, L) = Ci (= )+ Cply — 3);

wowczas @ = 2C;, ¥ = 20y, A= B = F—=0. Zaloiymy ponadto, e nalozone
zaburzenia sw’ istpieja tylko w plaszezyznach z = comst (1), tzn.

M=M(J‘,19), '?)ﬁﬂ(}’,'ﬂ'), WEO, P':Pr(rsﬁ)-

Ukiad (3.2) redukuje si¢ wiedy do 3 réwnaii rézniczkowych rzedu I z cute-
rema warnnkami brzegowymi. Po wyrugowaniu funkeyj fo(r) i & (r) otrzymujemy
‘stad nastepujace réwnanie rézniczkowe liniowe, rzedu czwartego:

35) 2(cl+azcz){fj d;ilqtz - (’.L +Q2)d;fl rz[j 3%2—
AT S
2Q4)]df1+;[%—3—g—z+a (3%_%_L+;2)]f1} 0

z warunkami

(3.6) 2<ci+2202){Q2 d;,f t2— (2. + fzz) d;?

1f2 @ i z :
valy -G ele Bl (ﬁ“a)“"“z)le

& 1 dfy a@—1.
L L f1=0 dlar=ab.

a2 cTr
Rozpatrywany problem sprowadzil sig wigc do poszukiwania wartoci wlasnych
zagadnienia brzegowego okreslonego rownamem (3.5) i warunkami (3.6) na
brzegu r = b, a. .

Charakterystyczne dla rozwazanego przypadku jest to, ze problem ten nie zaleky
od statych materiatowych C; i C;. Wplyw na wartoéei wlasne ma tu wige tylko przy-
jeta poczatkowa grubosé rury, poczatkowe odksztalcenie oraz parametr a, ktéry
przebiega liczby catkowite nienjemne. WykaZemy nlzej, ze ponadio nalezy wykluczyd
wartos¢ parametru a = 0(2). Przypuscmy bowiem, Ze a = 0. Wowczas z (3.2)
mamy

K 4 K
an - | h =75 =%

(1) Przy A=1 odpowiada to rurze niieskonczenie diugiej.
(2) Przypadek ten odpowiada oslowo-symetrycznemu wyboczeniu.
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Uwzgledniajac to w (3.3); otrzymujemy

| , 2K Qz
(3.8) () =~ (Cy - 2+zzc2) dia r=a,b.

Rozwazmy teraz (3.2);; po podstawieniu (3.7) otrzymujemy tutaj funkcje & (r)
w postaci catki pewnej funkcji zmiennej r. Oznaczajgc t¢ catkg przez w (r) mamy

(3.9) £(r) = Koo (4K .

Przez poréwnanie (3.9) i (3.8) na bizegu r = a, b otrzymujemy jednorodny
yklad dwu réwnan z niewiadomymi statymi K i K; majacy tylko trywialne rozwiaza-
nie. Oznacza to, z¢ dla @ = 0 uklad (3.2) przy warunkach (3.3) ma jedynie rozwigza-
nie Zerowe.

Przypadek a = 1 zastuguje na odrgbna uwage. Otéz jak fatwo zauwazy¢, przy
takiej wartodci parametru moZna obnizyé rzad réwnania (3.5), gdyz w réwnaniu
tym [a takze w warunkach (3.6)] nie wystepuje sama funkcja fi (v), a tylko jej po-
chodne. Mamy zatem réwnanie rézniczkowe stopnia trzeciego z czterema warunka-
mi brzegowymi. Mozna jednak wykazaé rozwazajac réwnowage rury jako calosci
(por. [6]), 7¢ «nadmiar» warunkéw brzegowych jest tylko pozorny: warunki te
sq miedzy soba zalezne i spelnienie dowolnych trzech pocigga spetnienie czwartego.
Tak wiec przypadek a = 1 mozZna rozwazaé na Téwni z mnylm dla pozostalych a
[por. 3.1)]. ' ‘

Ze wrgledu na stosunkowo skomphkowana postac wspdlezynnikow rdéwnania
zdecydowano sig poszukiwaé wartosci wlasne tego zagadnienia na drodze numerycz-
nej (3). Z przyczyn technicznych przeprowadzono obliczenia tylko dla ¢ = 2i 4 = 1.

Obliczenia oparto na metodzie réznic skonczonych. Otrzymano jednorodny
ukiad liniowych réwnan algebraicznych, ktérego wyznacznik jest funkcja parametrow
%ip: D= D(x, ). Zerowanie sig tego wyznacznika

(3.10) D, ) =0

jest warunkiem ‘istnienia rozwigzan nietrywialnych ukladu, a wigc jest warunkiem
utraty stateczno$ci. Rownanie (3.10) «wiaZe» dwa interesujace nas pararrietry:
bezwymiarowa wielko$é x — a/a charakteryzujaca deformacje promieniowa rury
oraz takze bezwymiarows wielko$é g = bja (0 << jx < 1), okreslajaca jej grubosc.
Pozwala to wyznaczyé odpowiadajace przyjetym «grubosciom» rury krytyczne
przemieszezenia promieniowe (krytyczne ciénienia).

Przy obliczeniach numerycznych wygodniej bylo odwrdci¢ zaleznodé: poszuki-
wano @ prry ustalonych x. Uzyskane rozwigzania rowuama (3.10) wskazuja, Ze
przy zaloZzonej deformacji istnieja dwie wartosci whasne ‘u odpowiadajace dwu réz-
nym grubo$ciom, przy ktérych dla tej deformacji nastgpuje utrata statecznosci. Inny-
mi sbowy to samo obciazenie moze by¢ obciaZeniem krytyoznym dla dwu réznych
grubosci rury. W rozwazanym zakresie deformacji (0,9 < x << 1) uzyskano dwie

(3) Obliczenia numeryczne wykonano w Cenirum Obliczeniowym PAN.
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wyraZnie rézne grupy wartosci wlasnych, odpowiadajace rurze o «malym» promieniu
wewnetrznym (# < 0,5) i rurze o promieniu wewngtrznym «duzym» Qu = 0,5),
przy czym ze wzrostem ciénienia (tzn. z maleniem x) w pierwszym przypadku wartosci
o rosty (grubo§é malala), natomiast w drugim maIa}y (grubosc rosta). Na rysunku 1
przedstawiono graficznie zalezno$é » = w (1) (dla g < 1/2). Niestety, zastosowana
metoda obliczen nie dala spodziewanych rezultatéw ilustrujacych te zaleznosé dla
/ bliskich jednosci. Uzyskane wyniki numeryczne wykazywaly tak znaczny rozrzut,

e/
10
083
! > ) I i | I -
o5 02 03 a+ - T

Rys.-i .

#¢ trudno bylo przedstawi¢ je na wykresie. W tej sytuacji nie bylo takze mozliwe
poréwnanie wynikéw z rezultatami otrzymanymi dla tego zagadnienia w liniowej
teorii (por. [7 i 8]). Duza czasochfonno$é obliczen numeryczaych praktycznie unie-
mozliwila w dostcpnych warunkach zastosowanie innej, skuteczniejszej metody
postepowania, jak réwniez nie pozwolita na przeprowadzenie analizy tej zaleznoci
dla innych wartodci parametrdw A1 a. .
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Pezrome

VCTOWYWBOCTE TOJICTOCTEHHOM TPYEBL
Mo BIMAHWEM BHEUHEN HAI'PY3KU

OfcyxpaeTcn BOIPOC YCTORTABOCTH TONCTOCTEHHOH TPYOBI TIPA HEQAHOPONHOH HedopMarmm,
BHI3BAHHOH THADOCTATMYCCKHM [ABICHACM. PaccMaTpusaemeiii MAaTepHal SBIAETCS YIPYTHM
OHBOPOIHBIM, H30TPOIHBIM H HECHKHMMACMEIM.

Tlonuas medopmaims paspgerdeTca Ha HBA COCTOSHMA 4 HMEHHO: Ha KOHCUHYIO IIPEXBADHTE b=
HYIo DeQOPMANHEIO M Ba MANYH Fofaeounyo JehopManuio. YCIOBME HECKHMAEMOCTH M Ypap-
HEHMA DPABHOBECHA 06DA3YIOT CHUCTEMY HYETHIPEX - AMHEMHEIX ONHOPOINHEIX AmdQEpPeHIMAILELIX
YPaBHEHHH ¢ YACTRBEIMH IPOU3BOAUBIME H € ORHOPOSHBIMM KPAeBbIMH YCTOBUAMHK. JansHeitisme
PACCYNCHERMS OIPAHHYMBATCA ILTOCKUM AShOpMHPOBAHHEIM COCTONHMEM M MaTEpHAmoM MyHes.
Tlocre pazgenenys nepeMEeHHSIX TIOYYCHO, B KOHUE KOMIIOB, OXHO o0pikuoBeImnIos madubepenmats-
HOe YPABHEHES HETBEPTOTO NOpPsifxa. Bonmpoc MOTEpH YCTOWYMBOCTH CBOMMTCH K ONPENCHCHHIO
coBCTBEHHEIX 3HATEHM AanAOTO HubdiepenrmansHoro ypasHenns. Onsf MIIIOCTPALHH IPOBO-
JuTCH WACHEHHBIH pacyeT OpH YCTAHOBACHHLIX BHAYCHMSX TAPAMETPOB o ¥ A upuusToi pedop-
MALUMHK COOTBETCTBYIOT ABS DASINMYHEIC «KPHTAYECKHS TOTMHAHLI: TPYORL.

Summary
STABILITY OF A THICK-WALLED TUBE SUBJECT TO EXTERNAL PRESSURE

The problem is that of stability of a thick-walled tube under nonhomogeneous deformation
produced by hydraulic pressure. The material is assumed to be elastic, homogeneous, isotropic
and incompressible, :

The total strain is divided into two parts: finite initial and small additional. part. The
incompressibility conditions and the equilibriom equations constitute a set of four homogeneous -
linear differential equations with homogeneous boundary conditions. Further considerations are
confined to the case of plane strain and the Mooney material. By separating the variables a single
ordinary differential equation of the fourth order is obtained. The problem of stability loss is reduced
to that of eigenvalues of a differential equation. As an illustration numerical computation is done
for fixed values of the parameters a and 4. The deformation assumed corresponds to two different
“critical thicknesses” of the tube.

ZAKELAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zloiona w Redakefi dnig 23 wrzesnia 1966 r.






