RozPRAWY INZYNIERSKIE
2, 15 (1967)
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KRZYSZTOF WILMANSKI (WARSZAWA)

1. Wstep

Jak wiadomo [1] liniowe zagadnienie plaskiego ofrodka ciaglego » mikro-
strukiura, ktéry dalej bedziemy nazywali tarcza z mikrostrukiurg, sprowadza sie
w przypadku obciazed statycznych do silnie eliptycznego ukladu réwnan. Niewia-
domymi w tych réwnaniach sg funkcja napregen @ i tensor naprezeft momentowych
pf. Z definicji mikrostruktury wynika, Ze w zwiazkach fizycznych 1 tym samym
w zbiorczym ukiadzie réwnan wystgpuje maly parametr [2]. Po przeksztalceniach

ombwionych w pracy [2] otrzymuje si¢ nastgpujace réwnania osrodka:
(1 1) &2 [a’aﬁw’(m) r ;U'v), .u], u+’6'ﬂy‘uv = 0:
(C"w)p=0, @a.,v=12

Roéwnanie (1.1}, mozna zastapi¢ réwnowaznym o postaci

(1.2) [ (p,» — ps), p)op = 0.
W powyzszych réwnaniach ¢ oznacza funkcje napreZen i jest okreslona przez wzor
(1.3) P9 = (0 — ), e

p*? oznacza tensor napreZefi silowych, . tensor mnaprgzed momentowych (1)
A TP afinory sztywnoéci tarczy, ktorych wspétrzedne fizyczne sa wielkoS§ciami
tego samego rzedu oraz ¢ maly parametr.

Przecinkiem przed wskaznikiem dolnym oznaczone rézniczkowanie kowariantne
w dowolnym krzywoliniowym ukladzie wspdlrzednych parametryzujacym obszar
£2tarczy. Zakladamy, Ze brzeglem tego obszaru jest krzywa I” o gladkoéci dopuszeza-
jacej wszystkie dalsze operacje.

W przytoczonym ukladzie réwnan pominigto wyrazy masowe, jako nie wplywa-
jace w sposdb istotny na tok postgpowania w przedstawianej metodzie catkowania.
Metoda ta polega na wykorzystaniu faktu, Ze przy operatorze najwyzszego rzedu
znajduje sie maly parametr. Pozwala to zastosowaé metody asymptotyczne, omo-
wione na przykiad w pracach [3-6). Opisana w f¢j pracy metoda asymptotyczna

(5] Tensﬁor Mo Jest zwigzany Z uzywanym w pracy [2] tensorem mP preez nast@pujgcy'zwiqzek
By — Ega T
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sklada sie z dwoch proceséw iteracyjnych, z ktérych drugi wprowadza do rozwigza-
nia efckt warstwy brzegowej. Metoda wyznaczania efektu bedzie analogiczna do
sposobu stosowanego w teorii powlok przez GOLDENWEIZERA [6]. Zagadnienie brze-
gowe, tozwigzane w czwartym punkcie pracy, odpowiada klasycznemu zagadnie-
nin w naprezeniach.

2. Pierwszy proces iteracyjny

Zalozmy, ze rozwigzanie ukladu (1.1);, (1.2) daje si¢ napisaé w nastepuiace]
posiaci (2):

) N o m ) N,
2.0 p= Zs” P, M,.:Zaﬂ He s
n=0 n=0

Wspolezynniki tych rozwinigé okreslimy podstawiajac wzory (2.1) do ukladn
rownan (1.1}, (1.2). Otrzymujemy

Noogm am oo
ol 3w oot T 3 a0,
22 " n=e
@2 - Nooam
I:Gmﬁw 2 g% (g, — {u’v), .u], ap = 0.
te=0

Przyréwnujac do zera wspélezynniki powyZzszych wielomiandw wzgledem malego
parametru & ofrzymujemy:

(1,0)

fa =0,

(1,0

@ @,v), a8 = 0,

a,n

He = 0 »
(2.3) an

(’d’mﬁm Poop)as = 0,

(1,7 (1,i—2y (1,4{-2)

pa = — (T g & (p,» — ). ul.o}>

- (£, %) - (1,9
(auﬁw @), a8 — (@ whr s, ), ap = 0,
A wiec poszezeg6lne wyrazy w wielomianach (2.1) okreslamy z ukladdéw, z ktorych
a,m
kazdy sklada sig z zaleznodci algebraiczoej dla p, oraz rownania rézniczkowego

(L, m
dla ¢. Rownanie to jest formalnie podobne do réwnania dla tarczy o anizotropii

konstrukeyjnej [8]. Jesli w naszych rozwazaniach pominglibySmy wszystkie wyzsze
przyblizenia poza =0, to zagadnienie tarczy z mikrostruktura Zdegenerowaloby
sig do wspomnianego problemu anizotropii.

{(2) W niniejszej pracy pominigto zagadnienie zbieznodci procesdw i SZACOWARI®X reszl w szere-
gach, Tematu tego dotyczy praca [7].
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Przenoszac rozwigzania zagadnie brzegowych dla tarczy anizotropowej (por.

p. 4 pracy) potrafimy tym samym okre$li¢ wspélezynniki rozwinigeia w pierwszyn
procesie iteracyjnym. Jednak otrzymane rozwigzanie nic jest wystarczajace dla
spelnienia wszystkich warunkéw natozonych przez zagadnienie brzegowe. Dyspo-
nujemy réwnaniami czwartego rzedu, ktbre pozwalaja spelni¢ dwa warunki na
brzegu I'. Poniewaz silnie eliptyczny ukiad réwnafi (1.1} jest szdstego rzedu, wiec
pozostaje do spelnienia jeszcze jeden warunek na brzegu I”. Uzyskamy to dodajac
do rozwigzan (2.1) calki z drugiege procesu iteracyjnego.

3. Drugi proces iteracyjuy

Jak juz wspommiano wyZej, dodatkowych wyraZen, pozwalajacych rozwianzaé
omawiang metoda pelne zagadnienie brzegowe, bedziemy szukad sposobem, ktdry
GOLDENWEJZER zastosowal w teorii powlok [6] Przyimijmy, e poszukiwane funkcje
maja nastepujacg budowe:

2)
= kie"F @, : :
(3.1) ¢ ’ {nte sumowa¢ wzgledem wskaZnika

;? . i FE wystepuiacege w wykladniku ki,

gdzie
N e XD N 2.m
(3.2) - D= Z‘ k=" o, g, = Z‘ ha '™
. . n=0 n:o

. Wystepujacy w powyzszych wzorach duzy parametr k powiazemy z malym para-
metrenl & nastgpujaca zaleinoscia:

(3.3) . : B

Zakladafny, 7e 2t jest liczba naturalna.

. Naszym zadaniem bedzie wyznaczenie funkcji F, ktora w teorii powlok nazywa
2,m) (2,m)
sig funkcja zmiennosei [3], oraz wspoiczynmkow @ 1wy w wielomianach (3.2).

Wielomiany te sq nazywane funkcjami intensywnodei.
Podstawmy zwiazki (3.1) 1 (3.2) do podstawowego ukladu (1.1). Otrzymujemy

(3.4) 'CVF, g Pk (TP ), = 0,
K E (G (|2 (F L F @k 2F, (@, bk F Dk 2D, —
— KPUE, W kT, MR T @ KR (FL F B+
+k"12F WD, Ak P BT @,,) —
aeE I W kT, N TP R, = 0.

'Aby w nawiasie k]am:owym pozostaly wszystkie wyrazy, musimy przy kazdym
z nich przyjaé te same wykladniki duzego parametru k. W tym celu przyjmujemy
=i+1.
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Jak wynika z analizy zagadnienia brzegowego, z kolei j, naleZy przyjac rowne —2.

Ostatecznie mamy
(3.5 Jo=i+1=—-2.

Uklad (3.4) przyjmuje wtedy nastgpujaca postac:
TN G F L F Bk RF D, gt F o D)+, —
— B W — kTN )k @ (F L F, Pk 2E, 0 B,y
T EVE @k D ) — aP(F kT D)) P, = 0,
COF g Wk~ (TP, s = 0.

W pierwszym z powyzszych rdéwnan wystepuja dwa wyrazy, ktore decyduja
o charakterze badanego zagadnienia. W zaleznosci od tego, jakie wartodci przyjmic-
my za parametr ¢, w réwnaniu mozna pominaé pierwszy lub drugi wyraz lub tez
nalezy obydwa zachowad.

W zwiazku z tym wyrdéznimy nastepujace klasy zagadnien:

Ll
~ Pierwsze réwnanie zachowuje wiedy swa budowe, natomiast dwa pozostale

przyjmuja postaé (po pominieciv malych wyiZszego rzedu)

(3.6)

r&'ﬁv gjv — 05
co ze wzgledu na nicosobliwo§é macierzy 'C daje
(2, »}
3.7 M= 0.

Przypadek ten odpowiada zagadnieniu anizotropii konstrukeyinej, gdyz zwiazek
(3.7) redukuje jednoczesnie tensor naprezen sitowych p** do klasycznego symetrycz-
nego tensora naprezefl {por. zwigzek (1.3)).

IL, #=1.

W tym przypadku mamy do czynlema z pelnym uldadem (3.6). Zajmiemy sic
nim ponizej.

Il ¢ = 2.

Z réwnan (3.6) wynika, ze moina wtedy w drugim przyblizeniu pominaé efekt
wprowadzany przez tensor skigecemia », (w rownania wchodzl on poprzez wyraZenie
"C* ). Oznacza to nalozenie dodatkow ych wigzéw na pole obrotéw ». Nie bedzie-
my si¢ zajmowad blizej tym przypadkiem.

Przejdziemy teraz do szczegblowej analizy zagadmienia, kidre ofrzymuje sig
przyimujac ¢ = 1. Ukiad (3.6) zachowuje wtedy wszystkie wyrazy i opisuje pelng
teorie tarczy z mikrostrukiura. Napiszemy go dla uproszezenia dalszej analizy
w postaci operatorowej:

) 3 @9 2.1} 22
(Nﬁ—}—k”lNﬁ+k 2]\."‘]"Jrk""‘N‘e) (p+k otk g+..)+
©) @ 20 (2, 1) (2.2)
(38 + (Mﬂ”+k-fMﬁ”+fc MY (k7 otk ) = 0,
(2,0 2, 1) 2.2

(CPF 3k~ Vs’ C‘”J(.u»—l—k Lk ut..) =0,
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gdzie
O
N'B = a“ﬂ""’F, a}r, ,L:P',sl »
£} ’
N = EGﬁmF, «(2F, (Vvﬂ)+F, )1 Va aaﬁ.qu’ aFv,
)
NP = P F (Vo V- Va @™ (2F, Vgt F,0)
(3}
(3.9) Nt =V.a*v,V,,
(0}
MY = — a’uﬂ#PF’ oF #_}_fcﬁv,

M” = — G F oV — Vaa™ F,
MP = -V, """V,
Cyfra w nawiasie ponad operatorami okrefla ich rzad. Operator V. oznacza

rézniczkowanie kowariantne wzgledem zmiennej x* calego wyrazenia, ktére wyste-
2

puje po nim w iloczynie; np. M” gy, = — V,q* Vits = — (@ 13,1, 0.
Przyrownujac do zera pierwsze wspolezynniki wiclomianéw (3.8) otrzymujemy
@ 20 O 20 . 2,0
(3.10) N MP =0, 'C"Fppm=0.
2.0 : ‘
Jesli zatozymy, ze ¢ # 0, to powyzszy uklad rownaf nie jest sprzeczny, jesli
©) 0) 0
NI Mll M12
() () 0)
(3.11) N M M* =0,

0 T, TPR,
Zwiazki (3.10) bedziemy Wykorzystyw‘aé w nastepujacej postaci:

@0 ® . ©en @ ©eo
(3.12) o= — (M DNCg, CP(M N =0,

gdzie
(0),6 (O)mI
MY (M )pp = 5:;'

Réwnanie (3.11) pozwala wyznaczyé funkeje zmiennodci F. Jest to réownanie
rozniczkowe pierwszego rzedu, dla ktérego prezyjmujemy warunek brzegowy [3]

(3.13) Flp=0.

Przyréwnanie do zera nastgpnego wspdlczynnika w ukiadzie daje

0 2,1 @ 2,1 () 2,00 Q) ,b
N o+ M" p, = — NP — M" u,,
G314 LD e
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Wyznacznik gléwny tego ukltadu jest zgodnie z (3.11) réwny zern. Aby uklad nie
byl sprzeczny, musimy dodatkowo spelnié nastgpujacy warunek:

U 2,0 @O 2,9 (U] ()]
Nl (P_i__Mhltuw Mll MIZ
O 2,0 GO 2% 1) )
(3.15) Nop+M"uy MY M2 | =o0.

(C”u)py 'CYF, 'TPF,

Wynika to z nastepujacego twierdzenia: Jesli w linlowym ukiadzie réwnan
‘ dig xT = by Li=1,..,n

spelniony jest warunek det a;; = 0 i co najmniej jeden z minoréw rzedu # — 1 nie
jest réwny zeru, to uklad powyzszy nie jest sprzeczny, jesli co najmniej jeden z mi-
norow rzedu n (poza det as;) macierzy dopelnionej jest réwny zeru.

2,0 2,0 2,0y
Réwnanie (3.15) w polaczenin z (3.12) pozwala znale?é ¢ i u, . Dla ¢ otrzy-

mujemy
o_ 1) L O ]
(3'16) [};:ﬂ(MZJ fCﬁZ MZZ rC,Bl) (Nl MHM_I,;#N'R) .

©@ o 0 ny ©)
_ lr,ﬁ(M“ rCﬁZ _ MIZ Jcﬁl) (NZ e szM—ly N,u) _
@ O @ (O (@} o 20
. (MIIMZZ MIZMZI) V ( Cﬁl'M Nﬂ)] @ = 0.
2,0 :
Oirzymane réwnanie pierwszego rzedu pozwala wyznaczyé ¢ i jednoczesnie spelnié
2.0
dodatkowo jeden ‘warunek brzegowy. Wspol'czynmk © Wwyznacza sig¢ ze zwiazku
algebraicznego (3.12).

Jedli preyréwnamy do zera kolejny wspolczynmk w ukladzie (3.8), to otrzymamy
] (2 2) (UJ @2 8 (2 iy (2) 0 o (2 n @ 20
No+M% u, — — NP N g — MP o, — MP g,
G.17) ¥ = ¢ — ' Hy H
. 2.2 @D
/Cﬁvl;:ﬁ = — rCﬁv‘uv.

Analogicznie jak poprzednio uktad (3.17) nie jest sprzeczny, jesli
) 2,1y (3 2,0

Nﬁ & "IL']Wﬂ 4 + E )
L MY
M 2,1) @ @0 oo
+ M - MP o,
G18) | A —0.
@D L
(;C.Bv .‘ul'),ﬂ i rCﬁvEﬁ

.H 210 @n
W polaczeniu z (3.14) pozwala to znaleié @ i p,. Dla ¢ zndéw otrzymamy rownanie
@0
r6zniczkowe pierwszego rzedu, a dla p, — zwiazek algebraiczny.
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Postgpujac w podobny sposob okrelimy wszystkie nastgpne wspodlezynniki.
Roéwnania, ktore bedg one spelnialy, maja nastgpujaca postad:
2,9 (O)M1 ) @i=1 @ Q-2 3) (2,i-3)
o = — (M~ N[V ¢ +N° ¢ +N 9 )+

M 410 & @32 (@ (2,4
(M oy o+ MP o, ) — NP g,

{3.19)

M 2.H @ i-1y &&= .

Ng+N g +N ¢ +1 @

W 2H O @D M
+ M" o + MP
e oo = 0.
e P
(T o). L CPE,
‘ 2.9

Jesli podstawié (3.19); do (3.19),, to otrzymujemy réwnanie rézniczkowe dla ¢,

@9
ktére z kolei po rozwigzaniu pozwala okreSli¢ p ze zwizzku (3.19);.

Nie wypisano powyzej zaleznodct dla i = 2, gdyz r6inig si¢ one od zwiazkow
[€)]
(3.19) jedynie tym, Ze znika w nich wiedy wyraz zawierajacy operator NP,

4, Zagaduienie brzegowe

Jak juz wspommiano w p. 1 pracy rozpalrzymy tu szczegélowo zagadnicnie
brzegowe «w napreZeniach». Warunki- na brzegu I' majg wiedy postaé [2]:

(4.1) J"laEmuE'ep(qJ,,, —_ .u,.,,), p = ﬁﬁ’ nae‘*‘ﬂy,ﬁ = 51

W powyzszych wzorach p# i m oznaczaja odpowiednio sitowe i momentowe
obciazenie brzegu I, a 1, sa sktadowymi ortonormalnego do I pola wektorowego n.
Funkcje @ i g, w omawiane] metodzie sg nastepujace:

)
- B,
g

m @ W F
P = -ty = ptELEXp (f;) -,

[§}) 2 (1)
<P:<P+(P:w+e3exx3(

4.2)

i spelniaja odpowiednie réwnania przedstawione w p. 21 3 pracy. Jesli podstawimy
je do (4.1), to przyréwnujac do zera wspdlezynniki w wielomianach wzgledem &
otrzymamy warunki brzegowe dla naszych proceséw iteracyjnych. Mianowicie

m m F
noe e {qo, i — s, 8 XD (w) [(F., F,u® — F,.,) +

B

+ e(Fpu@+2F, (P, 1y — Wy, )+ 2, w]} B =P,

@.3)

0 F
nee™ (,Lcﬁ+32 exp - !P’,g)

r
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Po wykorzystaniu zwigzkéw (2.1) i (3.2) otrzymujemy poszukiwane. wiclorniany.
Ze wzoru (4.3), otrzymujemy pierwsze dwa warunki brzegowe jako wspdlczynniki
przy & w potedze zerowej. Sa one nastepujace:

1,0
4.9 1™ @ : =P,

(L0}
Wraz ze zwigzkiem (2.3), pozwalaja one okresli¢ ¢ (wykorzystano tu zwiazek (2.3);),
Nastepnie wzor (2.3)5 pozwala wyznaczyé ,’ua. To z kolei daje mozliwos¢ znalezienia
2,0
warunku brzegowego dla ¢. Otrzymujemy go z réwnania (4.3), przyréwnujac do

zera pierwszy wspolczynnik:

= "m.

1.2) Faeo
).

nae (M.ﬂ +exp— pp

Poniewaz F|,. = 0, oraz zachodzi zalezno$é (3.12);, wiec powyzszy warunek mozna
przedstawi¢ w postaci

1,2y (0 1(0) (2,0
naeaﬁ(.“ﬁ — M7 N ¢ )

—
- m 3
r

skad ostatecznie otrzymujemy
L2 _
naedﬂ‘uﬁ lr— 'm
w o
naE“ﬁM_g,,N” |~

(2,0

4.5) @ R =

2,0
Warunek brzegowy (4.5) i rdwnanie (3.17) jednoznacznie okreslaja ¢. To pozwala
2,0

wyznaczy¢ z réwnania (3.12); wielko$¢ u,. Nastgpne dwa warunki brzegowe otrzy-
(.10
mamy 7 (4.3); dla funkeji @. Przyréwnujac do zera drugi wspolczynnik znajdujemy:

.

(1, 1) 2,0 2,0
(4.6) M€ @ yulr = — nae®*(F, F, . ¢ — F, . ) I

Prawa strona w (4.6) jest juz znana, wigc mozemy rozwiaza¢ zagadnienie brzego-
’ (LD .3
we dla réwnania (2.3)4. Majac ¢ mozemy z (2.3)5 znalezé u,, a z (4.3), warunek
@n
brzegowy dla . Postepujac analogicznie w dalszym ciggu znajdziemy wszystkie

funkcje potrzebne do napisania rozwigzan (4.2).

5. Przykiad

Na prostym przykladzie pokazemy tok postepowznia przy wyznaczaniu wspél-
czynnikéw w procesach iteiacyjnych. Rozpatrzymy rame pierScieniowa o ortogo-
nalnej siatce belek. Ich sztywnoéci przyjeto za stale i réwne odpowiednio (Ed)g
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oraz (EJ)a . Belki obwodowe sa rozstawione w ten sposb, Ze zageszczajg sig ze
wzrostem promienia wedlug wzorn (rys. 1)

- Fay
(5.1) h=1l= 7[.

Rozstaw belek promieniowych jest staly i wynosi ag. W zwiazku z tym wykorzysty-
wana dalej [2] wielko$¢ ; i odpowiednio J; wynosi

(5.2) =k =agr.

Rys. 1

Afinory sztywnoéc'i, ktére Wysiépujq we wzorach poprzednich punktow pracy
majg budowe [2]

-~ A ! v 4—1
(5.3 et = g o g Angar *
T = g2 g el C;G! ,
gdzie ‘
A A7 — 8208, a7 = N pm(e? RLTEN),
4 4
(5.4)

A
A

a wielkosci R, R, S, sa gestosciami sztywnodci, opisanymi zaleZznodciami
I §

_@®, 1208,
6.9 s a7 4 Bl
: o o 12D, _ max/ _ .

= gl p — & - =
A ¥ dagri T’ min L
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We wzorach (5.4) wystepuja poza tym dla poszezegdlnych rodzin belek ortonormalne
bazy wektorowe (1,7), ktére w uldtadzie wspdlrzednych biegunowych maja naste-
pujace sktadowe: 4 *

B h B 1

1 0 ) o —-L

.6) =), 1 = r
¥ 1 0

Po wykorzystaniu zwigzkéw (5.1-5.2) oraz (5.5-5.6) otrzymujemy zaleZno$ci dla
afinoréw sztywno$ei w nastgpujacej postaci:

~1911 rol “1212 — rwl
T T EHer YT M REN
P 12 1
(5.7 T2 = — gy e ! g e
) @ % EN © T
PP 1L B . B
3(ESm r’ 3EN)r "

Pozostale skiadowe afinoréw sa zerowe.

Opisang powy#ej ramg obeiazymy momentami brzegowymi, jak to przedstawiono
na rys. 1. Przy tym obciazenin wszystkie funkcje opisujace zachowanie sig ramy beda
tylko funkcjami zmiennej x! = r.

W omawianym przypadku podstawowy uklad réwnan rozpada sig na dwie grupy,
z ktorych jedna pozwala znalezé us, a druga ¢ oraz uy. Mianowicie dla u, otrzymu-
Jemy rdwnanie

2 ~1212
e [51212 42 piz 4+ (i 1212 |- dal2 ,azzzz) Ao _
f'2 r a d]
(5.8) (1 dol212 1 ) ]
—{ = 212 Se222 16722 gp —
T dr + 5 a ol T'C2 4y =0.

Natomiast ¢ i p; bedziemy wyznaczaé z nastgpujacego ukladu:

-2{[”1111 e (431111 ! 1111)d2¢) . 2121d2]
2\ 1{a + + o ) @l

dr3 dr iz
& d o
(5.9 — [aml dl‘“’“ + rapiat % —~ a2121M1]}+'C11 =0,
, cﬂul d (jll 1
en =t T =0,

Po podstawieniu do powyZszych réwpan rozwizzan z plerwszego procesu ite-
O
Tacyjnego oraz afinoréw sztywnosci (5.7) otrzymamy nastgpujace zwiazki dla gy i @t
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(1,9 (L.%)

4 |
S T
dar r : -
(1.6 (1,0}
(5.10) Po  Edgayrel 1 dp  (Ed)yga 0
dr3 12(ED, 7 dr ' 3(ED, T
,n an
do  (Edyoyrel 1 de (EA)y g 4.9
s 12(EN), 2 & | 3EHg M7
1,9 (1,9
B (Edpegral 1 de  (Edyay 1142
dr3 12(E);, 2 dr | 3(EHg M T
1,9 (1,2)
_ [dz m | EdDgeorel 1 dpe  (Ed)yagrsl 1 0, n] o
dr? 12(E7), r dr 2EN, 2 M

Nim sformutyjemy zagadnienie brzegowe dla powyZszych réwnafi, przedstawimy
drugi proces iteracyjny. Rozw:azanm zgodnie z rozwaZaniami p. 3 przedstawimy

w postaci
o) F @ F
{5.11) p = &3 exp?(P, My = &2 exp— ¥,,
gdzie
N 2,n) N {2,1)
{5.12) @ = Za”(p , T,,:_'Z ety .
et

Po podstawieniu powyzszych zwigzkéw do wzordw (5.8-5.9) otrzymujemy

N (dp)z o
gz P2 =0
darl ?

f

20 . A2 F 1. dg1212
] 1212 71212 — pp2rn)
duw ° 2 —1-(}_ al212 + ra )'d' 0
dr T . dr #2=0,
251212 n
(5.13) !
@0 ~1212 LZF ( L 12 da\212 2222) ar
d2uy . dar2 R a4 dr @D
dar? 21212 ar a
2a E |
Q2,i-1) . @2,i-n
1 p I [( 1 dgi212 . )d a2
= e — 1{— F1212 2222
aF PR dr
dr @ dr '

4 —gl212 . 222
rodr r2

( 1 dgi212 1 )(2,1:—1)

M2 ]s i=2.,N,
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“ . ofaz
REE 2.9 @17 _

(5.14) w =0, ¢=0, i=0,..,N

Z\quek (5.13); jest odpowiednikiem zalezno$ci (3.11), w ktére] w naszym przy-

0 ()}
padku nalezy podstawi¢ N2 = 0, M?! = 0 oraz 'C2t = 0, a szukany zwiazek otrzy-
)

ma si¢ z réwnania M22=0. Wyznaczymy z niego funkcjg¢ zmiennoéci F. Bedzie ona

miata inng postaé dla zewngtrznego i wewnetrznego brzegu i dlatego nalezy wpro-

wadzi¢ dwie funkcje warstwy brzegowej. Po podstawieniu odpowiednich skladowych

afinoréw sztywnoscl otrzymujemy ze wzorn (5.13); nastgpujace réwnanie:

U

G-15) & T el Gy
skad mamy

day (EJ);
(5.16) _ F= ;.‘:r"/m (EJ)Ix+b’

gdzie b jest dowolna stala.
Z warunku (3.13) mamy -

(5.17 Flowry =0, Fliop, =0,
Jednoczeénie zakladamy, ze istnieje efekt brzegowy i tym samym wykladnik w roz-

kladach (5.11) musi byé ujemny. Dla brzegu zewnetrznego otrzymujemy wtedy
nastgpujaca funkcje zmiennoci:

dag (BI) _ _,)]/ dagry (ETy
G18) Fo=~lre — ”)‘/ rol EDa EDg’

Dla brzegu wewngtrznego funkcja F przyjmuje postad

4ag (BT} (r— rw)]/40£01w (ET )
(519)  Fu=—(r—ru) ]/ Ful (EJ)II (ENy”

Przejdziemy obecnie do podstawienia i rozwigzania zagadnienia brzegowego.
Zg wzgledu na antysymetrie zagadnienia musza znikaé naprezenia momentowe m2,
a tym samym znika u,. Poniewaz zachodzi wzér (5.14);, wiec z powyzszego stwier-
dzenia wynika

. (1,%
(5.20) =0,  i=0,.,N.
(L :
Tak wige dla @ (7 = 0, ..., N} olrzymujemy ze zwigzkdéw (5.10) réwnania jednorodne

0 ToZwigzaniu

4,9 ) 1 (EA)yagruwl n
5.21 — piH [ il ( ]/ _L__)]
(321} = DPlexp 2 3+ 1+ 3(ED), +

Inyr
+ —~1 ( ~]/ (EA)HC‘O"wl)]
(i) S R Al @ i =0, ..., N.
Dy [exp 5 3 1 1 3 (B, -+ DY i L ey Y

Nalezy zaznaczyé, e state DY nie sa istoine dla rozwigzania, gdyz nie wystepuja
one we wzorach na naprezenia.
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Warunki brzegowe dla funkcji (5.21) otrzymamy ze wzoréw (4.1);. Beda one

nastepujace:
1,4 1,4)

(5.22) [ﬂi] =, [‘W] —0.
dr r=ruy dr =7z

Warunki (5.22) prowadza do trywialnego rozwiazania dla ¢ (o ile nie nastapi utrata
statecznodci, czym tutaj nie begdziemy sig zajmowac).

Pozostala do okreélenia funkcja ps. Réwnanie (5.13) po wykorzystaniv wzordw
{5.7) i (5.18-5.19) ma postac

2,9 (2,i—1) 2,i—1 :
d pa 1 @ rw[ 1 d2p, 1 (duz 1 (2,%‘—1))}
{5.23) T Ay M2 = iTZ T g I e NI
gdzie
6(E] dag 1y (EJ
5.2 6 ll/ o (ED);
Fo H(EA) (B 1

Znak gorny z prawej strony rownania bierzemy dla efektu brzegowego w otoczeniu
r=r; a dolny — w otoczeniu brzegu r == ry.
Warunki brzegowe dla rownan (5.23) otrzymamy z (4.1),. Maja one postaé:

1 - -
{5.25) [,u,z] = Er?,m = rum, [y, = towm.
r=rz ’

Po podstawieniu zwiazku (5.11)y otrzymujemy

2,0 A 2,1)
* Fap 111 ’ .
[JMZ] :T, [n’u’Z] =0, ‘1=L---,N,
r=*z & ety

z,07 oy @0 .
! Fap i1 -
[#z] = wZ 5 [#2] :0, lzl,...,N.
) reriy £ r=tw

Wykorzystujae powyzsze warunki do rozwigzan rownan (5.23) mamy ostatecznie:

{5.26)

99:0: #1:0,

- \h Ay — 1 1 o Al — 1
}){lJrE 1(41 )( I)+32 1 (4 )x

b= e 5 w27 78

N UL RN R T TE
[ W (2 r)+ 27, 2 T

_ ,12] (I)AI{- /11(11—1)( rw)
expl (2 a)s + 1 rw o 1—372&2 1—7.—5-

S, — 1) [11 (4 —1) (1 _ 1}3) _ @t h =2
4, PN 22

- el (4

{5.27)

I
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Eatwo dostrzec, #¢ zarowno w poblizu zewngirznego jak i wewngtrznego brzegu uy
ma charakter efektn brzegowego. Mianowicie ze zwiazkdw (5.24) wynika, Ze wielkosé
A1 przy gestej siatce jest co najwyzej rzedu & (gdy wymiary poprzecznych przekrojow
belek sa tego samego 1zedu, co wymiary otwordw siatki, Omowiony przykiad
dotyczy jednak siatki pretowel, a wige wielko§¢ 4) jest mniejsza). Natomiast wiel-
kosé Ay jest rzedu jedno$ci. W poblizu r = ry mamy wige zaleznosé

. F 2.2
(5.28) o = mirpexp] —12——1—1,
rwl &
aw ‘pobliZu =y
_ ¥ ﬂ.z
(5.29) fo & migexp] —|——1}—|.
Fay & |

Funkcje (5.28) i (5.29) bardzo szybko malejg przy oddalaniu sie od brzegu, jesli ¢
jest, zgodnie z zaloZeniem, malym parameirent.

6. Zakonhezenie

Przedstawiona w pracy metoda rozwiazania réwnan tarczy z mikrostruktura
pozwala w oparciu o rozklad asymptotyczny wykorzystaé szereg istnigjacych rozwia-
zafh w zakresie tarcz anizotropowych. Unika sig jednocze$nie bardzo klopotliwego
rozwigzywania ukladu réwnah rézniczkowych, gdyz zardwno pierwszy jak i drugi
proces iteracyjny prowadza do rdzniczkowych réwnan rekurencyjnych, rozwikla-
nych zaréwno w zakresie operatordéw rdiniczkowych, jak 1 warnnkoéw brzegowych.
Wydaje si¢ jednak, ze drugi proces iteracyjny stalby si¢ bardziej pogladowy przez
wprowadzenie ukladu wspdtrzednych, ktérego pewne linie parametryczne pokrywa-
ja sie z brzegiem I'. Moina wtedy zaobserwowal szybkodé zanikania efektu brzego-
wego. Dodatkows trudno$éé stanowi znalezienie rozwigzan ukladu rézniczkowych
réwnan zwyczajnych, ktory sie wiedy otrzymuje. Z tego powodu w praktycznych
zastosowaniach bardziej celowa jest chyba metoda, przedstawiona w powyiszej
pracy. \
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Peszome

ACUMHTOTHYECKHE METOAERI B TEQPUH CILTOHIHOM CPEABL
C MUKPOCTPVKTVPOM. TITOCKAS 3ATAYA

B pafote ofcyxiaecs NpUMCHETHE ACHMITOTHYGCKIX MCTONOB K CHCTEME YPABHEHMH, OnH~
CHBAIOLEX MIOCKOS TENO ¢ MUXPOCTPYKTYPOH. Menons3oBanocs CBOMCTEO 3TOM cpenr, KoTopoe
BEISBIBAST MIOSBCHEC MANOTO NapaMeTpd Rpd IRbdepernmantisX OZepaATOpaX CAMOTO BEHICIICTO
TopAaKa. Pemenns MpeACTABNGHB! B BHAE CYMMEL (GYRKLHH, COOTBCTCTEYIOUIMM IBYM uTEepa-
THCHHEM TIPOLECCAM. ITOT METON B 0GOMX IPONECcax TPHMMEHEH Io IpmMepy pabor Tonbaen-
Beiizepa, I/1¢ HCIONBIYETCS €70 B TCOPHE OGOIOYeK, .

B 3aKmoYeHne JacTCs HPEMEpP, B KOTOPOM 3TOT METOX NPHMEHICH X BONOKHECTOH cpeae.
B oncaumoit safaue BONOKHMCTAS CPEIA ABIASTCH CILUIOMHON MONEHBIO NOXAPHOIC POCTEEPKA.

Summary

ASYMPTOTIC METHODS IN THE THEQORY OF A BODY
WITH MICROSTRUCTURE. THE PLANE PROBLEM

This paper is devoted to the application of asymptotic methods to the set of equations describing
a plane body with microstructure. The property of this body consisting in the presence of a small
parameter at the differential operators of the highest order is made use of, The solution is
represented in the form of a sum of functions from two iteration processes. The procedure is
based on the works of Goldenweiser in which the present method is applied in the theory of
shells. The paper ends by an example in which the method is applied to a fibrous medium,
which is a continuous model of a polar grate.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
POLSKIEJ AKADEMIT NAUK

Praca -zostala zlozena -w Redakcji dnia 10 listopada 1966 r.






