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STATECZNOSC PRETOW O SKOKOWO ZMIENNYM PRZEKROJU
SCISKANYCH SIEA SLEDZACA

ANDRZE) KOWALSKI (MIELEQC)

1. Uwagi wstepne

Problem statecznosci preta obciazonego sita $ledzaca byt juz wielokrotnie roz-
wazany w literaturze $wiatowej, poczawszy od prac W.J. REUTA i B. L. NIKOLAI,
przy czym ten drugi uzasadnit koniecznoéé wprowadzenia kryterium kinetycznego.
Ostatnie lata przyniosly szereg opracowan dotyczacych statecznodci elementéw
znajdujacych si¢ w strumieniu plynu, gdzie opér czolowy preta traktowany byt
jako stka §ledzgca.

Bibliografia do tych zagadnien obejmuje liczne prace, w wigkszosci radzieckie
i niemieckie, wéréd ktérych na specjalne wyrdznienie zastuguje monografia
W. W. BoLomiva [1], natomiast w kraju tematowi temu poswiecili szereg artylautow
7. KorDAs i M. Zvczkowskl [2-5]; w ich tez pracach mo#na znaleZ¢ szczegblowe
omdwienie literatury $wiatowej dotyczacej wymienionej problematyki.

Dotychczas wszystkie opracowania odnosily sig do pretéw o stale] sztywnosci
(przektoju), jedynie praca A. GAIEWSKIEGO [6] porusza zagadnienic pretéw nie-
pryzmatycznych. W niniejszym opracowaniu zostanie zanalizowana statecznogc
pretéw o skokowo zmiennym przekroju przy obciazeniu éledzaca sila Sciskajaca.

Wyznaczenie sit krytycznych przeprowadzimy za pomoca przyblizonej metody
energetycznej, bowiem metoda $cista natrafia na trudnosci juz przy uwzglednieniu
warunkow brzegowych (osiem réwnan o o§miu niewiadomych, kt6re nalezy rozwig-
zat w postaci ogdingj). Bedziemy wiec badali statecznosé drgan preta jako ukladu
o skonczonej liczbie stopni swobody.

2. Wyznaczenie réwaatt osi drgajacego preta

Korzystamy z rownan Lagrange’a drugiego rodzaju

@1

:Q'i::

d ( i W) oW
dt 0&5 g
gdzie

W = B — Lp+Ayp
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jest potencjatem kinematycznym, Ex energia kinetyczng preta, Ly energig potencjalng
odksztalcenia ukladu, 4, praca sit posiadajacych potencjal oraz gdzie Q; sa silami
wogdlnionymi nie posiadajacymi potencjatu.

Dla rozwigzania réwnah przyjmujemy postaé linii odkszialtconego preta, kidra
skladaé sie bedzie z dwu odcinkdw spelniajgeych osiem warunkdw (rys. 1):

;' (0) =0, (1) =0,

yi (@) =0, 7 () =0,
gy ) =23 o)y ma(x) =y (),
eyt (k) =y ), yixD) = ya (%)

22

p pdzie @ oznacza bezwymiarowy parametr, ¢ =Ji/J,
\ E — const oraz x = X/, y =Y/l oznaczaja zmienne bez-
wymiarowe; / jest dlugofcia preta, a Xy bezwymiarowsg
1 wspotrzedng graniczng (rys. 1).

Zgodnie z wynikami analizy przeprowadzonej w pracy
Iy [2] przyimujerny uklad linii ugieia w postaci wielomiandw
typu

2.3) y = Ax®-}Bx-C,

w7 mianowicie dla gdérnej czgsci preta wielomian

2.4 y1 = Ay x?-+By x-+Cy,

a dla dolnej czedci preta wielomian

Rys. 1 (25) Y2 = Azx”+Bz x+ Cg.

=
o

x4

Wykorzystujac warunki (2.2) wyrazimy wszystkie stale przez As:

1 - n—1 1
A1=—(;A2, B;=-*HA2 l—xi I—E y
( 1
(2.6) Ci=(n—1) 4 1 —xm» \]. - —f;; s As, By = —iAs,
Cy=(n— 1) Az

Zgodnie ze wspomniang analiza przeprowadzong w artykule [2] przyjmujemy
uklad dwuparametrowy, przy czym spelnienie warunkow brzegowych mozliwe jest
dla warunku n = 4.

Tak wiec dla n = 4, bedziemy mieli

(27) ¥y = A x4+B1 x+Cy, Yo = A2x4+Bz x—i—Cz,
a podstawiajgc do (2.6) ofrzymamy
i 1
4= A B 4A2[1 — X (1 - ?ﬂ—)]

(2.8)
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oraz dla n =35

y1=A1x5+B1x+C,  yp= Ay x5+ Bax+Cy,
1 _ Joo 1
1:‘{]—9/12, By = —54,}1 — x 1*—;' .

oy

2.9

- 1 - — — -
Cy = 4A2[1 — xf(i — ‘P)]’ By = —545, Cy=44,.
W rezultacie ugiecia preta w trakcie drgan ;(x, ) okredlimy nastgpujgcymi

wzorami:
dla 0 € x < x;

{2.10) y1=q@Oyn+a®y;

dla x; € x <1

.11 y2 = q1(t) yo-t-q2() ya.

3. Dane dla réwnan Lagrange’a

Obliczajac energie kinetyczna preta korzystamy ze znanego wzoru

i & 1
1 . I L *
Ey = ?fm(Y)de i-§~l3[mlf(j)l)zdx—i—mzf(yz)zdx] =
o - 0 &
I 8 2.3 o -2~zl
G =B m [ @+ 2iian i+ 85 vt
0
1
o, f (éfy%+2élézyz}z+é§}7§)dx],
51

1 - —e e —
Ey = ‘5”@13 D@E+2Eq19:+F g3,

gdzie
o 1
D=u [ dx+ [ Bdx = uDut(Dy — D),
uxl 331 1
(3.2) E=p f y1yids 4+ f Yayzdx = pE,A(E) — Ey),
& %y

@y 1 .
F= Mfy?dx-F fy%dx = pFu+(F, — F),
I ¥,

PIZy czym preZ g oZnaczono bezwymiarowy parametr g = myfmy = Fi[F, a ta
ostatnia réwnosé wynika z zaloionia, ze pret jest jednorodny, bowiem stosunek mas
jednostkowych m jest roéwny wprost stosunkowi pol powierzchni przekrojow F.

Rozprawy Inzyniersgkie — 2
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Wiskaznikiem g 0Znaczono sktadniki zaleZne od parametru g, natomiast wskaZni-
kami 11 & oznaczono wartoscl odpowiedniej funkeji-w punktach 1 1 xy.
Obliczanic poszezegdlnych calek daje nastepujace rezultaty:

A, B
: %x1+ A1 Crx+

2y AZ
= f (A x44+-Byx4-C P dx = —ﬂxl-!-
i

B2
+ ?1 X +B O X1+ Cixi,

1
Dy — Ds= [ (x4 1-Byxt+CoPdx,
&

1
_ 43 Asz 2 B2
D=7 + 40t FBGOHC,
4, Asz o, 2 B?
D, = 0 x1+ x +~5—A2C2x + = x1 + By Cyx3-+C3 x4,

= f (Aq x4+-By x4-C) (A x5+ By x+Cy) dx =
i

Adr , , AB L, AB+HACG A Cr
— 10 x; 7 xl + 6 xl i— 5 xi ';"
BB B C+B C _
+—13—1—x? + —Liz——ix%Jr—clclxl,

. - 1
(3.3) E; — E: = f (Az x*-t By %+ Cy) (A2 x5+ By x4 Co) dx,

Az Ay A2Bp Az Byt A2Cy A2 Cy . ByBy

e T T T S
B, Cr+B, C .
+ _w2__2_2__2_2ﬁ "+"C2C2,
— Ar Ay Az B, A2 By+ A4, Cy Ay Co
EE“—‘———IO x}® + 7 x] G K5+ 5 x4
B,B B, Cy+B, C .
2 2x§ _Z_ZQ_LXHCZCM,
2l
F,= f(31x5+§1x+é1)2dx=
1)
A? 241 B4 A1 C - —
E“ITIX?WL = Xt 13 x}-+B C1 1+ Clxy,

1
F1 — Fr = f(22x5+4§2x+62)2 dx,
T
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_ A3 243By A Gy _
Fi=—7+——+t ==+ B G+,

4 11 242 B 7 4G 3B 2 A
F,;:T‘l—xl + - 7 x1+—é—~x1+BzC2x1—&—C2x1.

Dla obliczenia energii potencjalnej odkszialconego preta stosuiemy wzor

2 T 1
1 E _ _
3.4 Ly =5 f EI(Y'"2dx = E[Jl f Oy Pdx+Io f 9% dx].
0 0 &1

Podstawiajac

(3.5) i o= 124132912041 X3¢, yo = 1242x2q1--204, X3 g

otrzymujemy
En 2 2
(3.6) Ly =~ (Gai-FHaq1 42+ Kgy),
gdzie
144
G=— lpdixi+A450 — x))],
3.7 H =80 [pA, A1 x§- 1 dp Ap (1 — xD)],

400 _ _
K=— [ 45 x]+ A3(1 — xD)} .

Praca pionowej skladowe] sily obciaZajgcej wynosi

I ' Ty 1
l V P Pl = =
(3.8) Ay =P f (rpdx = [ f Gordx + f (yz)de]-
¢ 0 %1
Podstawiajac

(3.9) Vi = (441 34+-BY) g1 +(5 41 x*+By) ¢,

V2 = (4dy x3-1-B2) q1+(5 4 x*+By) ¢,
otrzymujemy

Pl ) )

(3.10) Ap = (L1 +Mq1 42-+Negz)
gdzie

@y 1 .
L= f (1643 x6-+ 84, By x3-- BY dx -+ f (1642 x6+-84, By x3- V- Bl) dx =
[ Ty

16 :
= [(43 — A x]+A42] +2 [(41B) — A2B2) x4z By]
+[(B} — B) x:1+B3),
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(311) M=2 [f (20A1A1 x7+5A B1 x4+4A1 31 X3+B1_BI) dx +
-+ f (204, Ay x7+5A2B2 x4+ 445 By x3-+ By By) dY]

=3 [(Al A — A Dy x5 +A4, A4 2 [(41 By — A2B) 1 -
o+ (44 By — Ay Bo) x4 43 By+ A3 B2 ]4-2[(B1 By — By By) x1+BaBy],

N = f (25‘&1 x8+10./;'f1 Ei x4—i—§,2) dx - f (ngng—I—IOA_QEQ X4+E§) dx =

25 - - o - .
=5 [(A2 — A X+ A3) + 2 [A1 By — A2 Bo) xi+ Ay By] +
+ [(B} — B) x1+B32].

Praca skladowej poziomej sily obciazeniowej ma wartoéé

(3.12) d(Apo) = Py, (0, f)( ) dqi;
stad
3.13) 0, =PIy, (0, t)(“”)o, 0 =PIy, 0, r)(y)
Poniewaz
(3.149 V1=naityia. ¥ = (441 x34B1) g+ (541 x*4-B1) 2
Oraz
oyt I

(3.15) o TV g

3100,8) =Big1-+B1ga, n@=Ci, 510 =Cy,

wige ostatecznie

(3.16) Q1= PI{Ci(Biq1-+B1a)), Q2= PI[Ci(Biq1+B1a2)]-

4. Rozwiazanie roéwnan

Wprowadzajac otrzymane dane do réwnani Lagrange’a drugiego rodzaju otrzy-
mujemy
my B3 DG +ma BEgy+S1q1+T1q2 = 0,

4.1) _ _
my 3 Eqy - my 13 Fgy+-S2q1-+T292 = 0,
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gdzie w celn uproszezenia zapisu i ostatecznych przeliczen wprowadzono podsta-
wienia

(4.2) $,=26—a, Ti=H—f, S;=H—y, T,=2K—20
oraz

1 -
a=L+BC;, pB= E‘M”}'Bl Cis
4.3)

1 — - —
y = EM—I—BI Cy, 0= N+B1Cy.

Metoda eliminowsania zmiénnych sprowadzamy dany uklad do jednego rdwna-
nia réiniczkowego czwartego rzedu, opisujacego ruch drgajacy preta, 2 néstf;pnie
podstawiajac ¢-= Cy ¥, otrzymujemy réwnanie charakierystyczne.

Analiza parametréw réwnania charakterystycznego prowadzi do sformutowania
kryterium kinetycznego w postaci

(4.4) X2 - 4AYZ =0,

gdzie

(4.5) , X = (T1+S)E — DT, — FSy,
(4.6) Y=T.5— 8T,

4.7 Z = FE2 — DF.

Podstawiajac do (4.5) wyrazenia (4.2) otrzymujemy

(4.8) ' X = 2X;+-PIX,,
gdzie
(4.9) X, = HE — KD — GF, X, =(8-+9)E — éD — aF;

po podstawieniu do (4.6) wyrazen (4.2) i po przeksztalceniu (4.4) otrzymujemy
réwnanie okreslajace parametr sity krytycinej w postaci

* p;z)z *(Plz) *
A2} —aBplii. -
(4.10) (EJz i, 4+ C=0,

pdzie
A=} 4Z(By — ad),
@.11) B=TY, — Z[H(B+y) — 2(G5+Ka)],

C =X — 7 (H2— 4GK).
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5. Zwigzki miedzy stosunkami mas a stosmltami momentbw bezwladnodci

W najogdlniejszym przypadku dla przekrojéw (gornego i dolnego) preta nie
muszg istnieé proste zwigzki analityczne pomiedzy stosunkami mas jednostkowych
4 a stosunkami momentéw bezwladnosci ¢, jednak dla pewnych rodzajow przekro-
jéw zwiagzki takic mozna sformutowac.

5.1, Preekroje rurowe cienkoScienne o stalej grubosei §cianki 6. Dla takich przekrojow
mamy nastepujace zaleznoSci:

enD1d Dy i 8aDis (D1)3 =
‘u_Qnng_Dz’ (pqu_SnDSSE Dy B=V e

52, Przekroje podobne, Dla przekrojow podobnych, tzn. fakich, lkidrych wy-
miary zmieniaja sie w jednakowej proporcii, istnieje zwigzek p = ]/ @5 np. dla
petnych przekrojéw kolowych

4:?1591)";' (D;)Z Jq 64‘7‘6D? N (D1)4 o
D)0 TTa T edmpt S \py 0 HTVP

#= 4:1:91)% D;
a dla przekrojow prostokatnych

bl Hl _ bl H[ Q _
—=__—=F, #= = k2
b2 H2 b2 HZQ

b HY  _ —

— 74 =

e Rk SN Vot

WH _
2= g, Tk Ve
5.3, Przekroje prostokatne o jednym wspélnym wymiarze. W tym przypadku
bH,  H

P eH, T Hy

Odpowiednie warfosci ¢ sa nastgpujace:
przy zginaniu w plaszczyznie wspdlnego wymiarn
bH} Hi\3 o—
o= = (i) 7
{tj. tak jak w p. 5.1);
przy zginanin w plaszczyZnie prostopadie] do plaszozyzny wspdlnego wymiaru
BH, H
¥ = FH"_; = "ga ® = .
Tak wigc w dalszym ciagu bedziemy zakladali

= ¢,

gdzie dla najwaZniejszych przypadkow » =1, 1/2, 1/3,
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6. Sporzadzenie wykresa

Przyjmujac A, = 1 oraz A= 1 otrzymujemy dia kazdego poszczegolnego xy
zesp6t okreSlonych wyrazeh. Tak np. dla x; = 0,5 mamy

i 1 1\
A=, Bl——4[10,125(1m—)], C1=3{1ﬁ0,0625(1~#),
@ P ¢
Ay =1, By = —4,  G=3,
A T 1\] - 1\
A =—, Bi=—5[1-00625 1-——), C1:4[1~0,03125(1—- ,
& @ @
Ay =1, B, = —35, Cy =4,
0,000217  0,00521B;+0,0125C;
D, = + + 0,04167B31-0,25B; C1+0,5C%,

@2 P
D = 2,31111, D= 2,18355, Dy — D, = 0,12756,

_ 0,000098 0,001116B;--0,0026 (B + C)-0,00625C) N

. @2 ®
-+ 0,04167B1B1-+90,125 (B, C1+B) C)+0,5C1 Cy,

Ey = 3,16190, EI=297376, E| - E¢=0,18815,

0,000604 0,002238;4-0,00521C _ o _
F = o + - + 0,0416752+0,25B, C1-+0,5C5,

Fy = 4,32000, F,=4,05138, F;— F,=027762,

0,03125
G = 28,8 |———— - 0,96875],
P
0,015625
H = 80— 1 0,98438],

0,007813
K = 57,14285 T -+ 0,992187 ,

0,01786 0,1258;

I = 7 - . + 0,5B%42,76786,
0,01953  0,0625B,+0,1255; _
M= -+ + B, B1+7,85547,
@ @
0,00543 006255,  _
N= + + 0,5B7-5,58485.

@2 P
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" Podstawiajac powyzsze wartosci dla danego @ do réwnania (4.10) otrzymamy

: w wynika wietkosé bezwymiarowej sily krytycznej:

(2]~ 7
Enl "

W ten sposdb sporzadzono wykres funkcji

- (-
podany na rys. 2.
2L
W= 532) P |
35 Q

i | 1 1 1 1 1

02 04 06 aa 10 12 14

e
99"'11
b
Rys. 2

Okazuje sig, Ze zalezno$é u = f(¢) przy obliczeniach przeprowadzonych z do-
kadnoscia do kilku znakéw dziesigtnych ma zupelnie znikomy wplyw na ofrzymane
wielkoscei, szczegdlnie w obszarze 0 <X ¢ << 1 nie zaleznie od tego, czy ta funkcja
ma postaé szeScienna, kwadratows, czy tez liniowa. Tak wiec wykres 2 mozna uznaé
za odnoszacy sie do wszystkich trzech przypadkéw rozwazanych w p. 5

7. Optymalizacja cigzaru preta

Jednym z celéw stosowania pretéw niepryzmatycznych, narazonych na wybo-
czenie, jest uzyskanie oszczgdnoscl na cigzarze I materiale preta.

Przeprowadzimy optymalizacj¢ cigZzaru preta pordwnujac pret zastepezy o sta-
tym przekroju z pretem jedrnorodnym zlozonym z dwu odcinkéw o przekrojach
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roznych, ale o tym samym charakierze, tzn. np. pret o przekroju pelnym koltowym
bedziemy zastgpowali pretem ztozonym z dwu odcinkéw, z ktdrych kazdy ma przekrdj
pelny kolowy, itp.

Analiz¢ przeprowadzimy dla wszystkich trzech podstawowych zalesnoéci:

p=g", v=1, 1/2, 1/3.
Cigzar preta zastgpezego o stalym przekroju wynosi
(7.1) Gy = pFyl,

gdzie y oznacza cigzar wlaciwy materialu preta.

1 f

Rys. 3 _

Cigzar prgta pordwnywanego o przekroju skokowo zmiennym wynosi
(1.2) G =y (Fili+F ) = plF(ux+1 — xy).
Stosunek obu cigfaréw jest rowny

G
(7.3) o Mo (pxy+1 — xy),
0

gdzie o — FZ/FO-
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Poniewaz oba prety musza przenosi¢ taka sama silg, to

, El, . Ely J Wo 21,65

(1.4 : P:WTZ_:WU—I?’ T W i

(dla konsekwencji przyjmujemy tu nie $cista, lecz przyblizona warto$é ﬁ/o wynika-
jaca z metody energetycznei).

Po podstawieniu (7.4); do (7.3) i wykorzystaniu zalozonego zwigzku migdzy ¢
" a p olrzymujemy :

G l 21,65

75 ol Ve — .
(1.5) W(Wl)]mw )

Gy

Korzystajac z wykresow (rys. 2) oraz ze zwiazkéw (5.1), (5.2) 1 (5.3) sporzadzono
wykresy optymalizacyjne (rys. 3). Wynika z nich, ze oszczednofci cigzaru moga
siegaé okolo 6%, a naikorzystniejsza wspblrzedna graniczna xi wynosi okoto 0,25.
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Pesmome

VCTON YABOCTh CTEPXKHEW CKAYKOOBPA3HO TIEPEMEHHOI'O CEYEHWI,
OO BEPTAEMBIX CIKATBIO CIIEASIEN CAIIOA

PaccMaTpUBAETCH YOTOHUMBOCTE OAHOCTOPOIHS 3aKPEINSHHEOTO CTEPKAA, CO cKagkoohpasHe
HEMEHALOITHMCS. CEYCHHEM (HKECTKOCTEIO) MO BIEFHAEM cremaei crunl. Paccy Xk AeHES TPOBOXSTC
BBOSA B yparEeHuEA JIaTparka ABYNAPaMETPEYI0 CHOTEMY uEAY DpoTRGA; TR YPABHEHASL COCTOAT
W3 [BYX OTPE3KOB, CBAAEHMX M OrpamMIeHHEIX BOCHMSIO yeropaaME. Tlocne pemenas cthop-
MYIHPOBAHEOTO KIHSTHISCKOTO KPHTSPHS, B Pe3yNbTATE, [OYYEH0 NAPaMeTP XPATHICCKOH CIeHd-
meH GEnBl, B 3RBUCHMOCTH OT HOIOXEHHS MeCTa HIMCHCHHH ceueHHWA ¥ OTHOINEHHA MOMCHTOB
uneprmit, TipuusTos BO BEUMAENC B ABANE3e, BIUAAREC SABHCHMOCTH MEXRy OTHOMICHIME MACC
¥ OTHOIGEHMSME MOMEHETOR HHEPIAH 0GSHX YacTeil CTOPIKHEA, Ba BEIMIHHY napaMeIpa KPETHISCKON
CHIIBL OKA3270Ch BEYTOEHO, ocobenHno B obnactu Jil o < 1,00
_ TIpoBeACHHEIH ONTEMAMU3ANMOHHLIA apajus Hoka3alk BO3MOMKHOCTE CHIKOHOMATE OK. 6%

BECA, OPH 3AMEHE CICpPEKHA [OCTOSHEOT( CCUCHHF, CICPXHEM CO CRAYKOOGPA3HEIM COUCHUEM.




STATECZNOSC PRETOW O SKOKOWO ZMIENNYM PRZEKRQJU 209

Summary

STABILITY OF A BAR OF SECTIONALLY CONSTANT CROSS SECTION,
COMPRESSED BY A TANGENTIAL FORCE

The stability analysis for the above bar (which is a cantilever bar) is done by introducing in the
Lagrange equations a two-parameter family of elastic lines composed of two joined segments,
the total number of bowndary conditions being eight. After formulating the kinetic criterion, the
tangential force is obtained ia function of the location of the sectien jump and the ratio of moments
of inertia.

The influence of the ratio of masses and moments of inertia of both parts of the bar on the
magnitude of the critical force proves to be insignificant especially for Ji/Jz < 1,0

An optimization analysis proves the possibility of saving about 6 per cent of the weight if
a constant section bar is replaced by a sectionally constant section.
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