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1. Wstep

Obliczanie skonczonych ugieé plyt cienkich napotyka znaczne trudnoéci. Nawet
w zakresie prawa Hooke’a i przy wprowadzeniu uproszezen wynikajacych z teorii
Kdrmdna otrzymujemy skomplikowany uklad nieliniowych réwnash rézniczkowych,
ktory mozemy efektywnie rozwiazywac tylko metodami przyblizonymi. Wprowadze-
nie nieliniowosc fizykalne] jeszeze bardziej komplikuje zagadnienie, Dalsze kompli-
kacje sa zwigzane z analityeznym ujeciem zjawiska odciaZenia i wzmocnienia —
zjawisk zwigzanych z materialami sprezysto-plastycznymi,

Wzrastajace potrzeby techniki spowodowaly w ostatnich crterdziestu latach
silny rozwdj teorii skoficzonych ugieé plyt i powlok. Zajcto si¢ przede wszystkim
plytami wykonanymi z materialu liniowo-sprezystego; bogata bibliografie z tego
zakresu moZna znale?¢ w monografii A. S. WoLMmmRa [16].

Literatura zwiazana ze skonczonymi spreZysto-plastycznymi wugieciami plyt
przedstawia si¢ znacznie skromniej. Z waZnigjszych nalezy wymieni¢ prace P. M.
NaguDIEGO [9], GU Guo-r1 i Gu Qru-Limva [3], . R. Leriga [5 1 6], P. A. LUKASZA
[8], Y. Omasur i Si MurAkami{10]. Bardziej szezegdtowy bibliografic do roku
1963 moina znaleZé w pracy przegladowej J. R. Lepika [7].

Wymienione prace opieraja si¢ na réznych zwiazkach fizykalnych, opartych
na teorii odksztalceniowej. Ofrzymane réwnania byly rozwiazywane w wigkszo$cl
przypadkdw metodami wariacyjnymi. P. M, NAGHDI w pracy [9] podaje algorytm
do numerycznego rozwigzywania, natomiast GU Guo-n i Gu Qu-LN zastosowali
w [3] metode malego parametru. Wiekszo$¢ prac zaklada ponadto material nie-
Scisliwy. Wplyw Scisliwosci materiatu, znacznie komplikujacy rédwnania, zostat
uwzgledniony w pracach [9 i 3).

Wspomniane na wstepie trudnoéci sklonity badaczy do rozwigzywania poszoze-
golnych zadan. Z tych wzgleddw na podkreflenie zashigujg prace J. R. Lepiga
[5 i 6] probujace ujad skoniczone sprezysto- pias‘tyczne ugiecia plyt w ramy jednolitej,
ogolnej teorii,

Obecna praca jest préba podania ogélaego, numerycznego sposobu obhczama
skoticzonych, sprezysto-plastycznych ugieé plyt kolowo-symetrycznych. Podsta-
wowe rownania beda wyprowadzone przy zalozenin wspélrzednej typu Lagrange’a
jako zmiennej niezaleinej zaréwno w zwigzkach geometrycznych, jak tez w réwna-
niach rownowagi, Wprowadzenie takiej zmiennej obok ‘zmiennych typu Eulera
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pozwoli na latwe uwzglednienie rozciagliwoscei powierzehni Srodkowej. Zwiazki
fizykalne zostaly przyjete w postaci rownan wyprowadzonych przez J. R. LEPIKA
w [6] na podstawie teorii odksztalceniowej Hencky’ego-lliuszyna. Tak wigc stoso-
wana przez nas teoria bedzie teoria malych odksztalcenr przy skoficzonych ugigciach.

W pracy oprzemy sig na nastepujacych zalozeniach:

1) zaréwno plyta jak tez obcigZenie sa kolowo-symetryczne;

2) material plyty jest niescisliwy, sprefysto-plastyezny z jednokrotnym liniowym
wzmocnieniem;

3) plyta jest cienka (tzn. Ze jej grubosé jest mata w pordwnaniu z pozostalymi
wymiarami) i o stalej gruboscei;

4) przyjmuje si¢ hipotezg¢ Kirchhoffa odcmka prostoliniowego, prostopadiego
do powierzchni §rodkowe;;

5) pominigto wplyw naprezen stycznych oraz normalnych do powierzchni
srodkowej na ugiecia i uplastycznienie sig plyty;

6) rozwazaé bedziemy aktywny proces obciaZenia, tzn. Ze nie wystapi zewngirzne
badz tez wewngtrzne odcigZenie.

W pracy podamy gotowy schemat postgpowania. Algorytm taki, prostszy niz
w [9], bedzie w postaci nadajacej si¢ do obliczen numerycznych na maszynach
cyfrowych.

2. Podstawowe réwnania

Przyjecie kolowej symetrii pozwala wprowadzi¢ jedna zmienna niezalezng.
Jako te zmienng przyjmiemy ceche identycznosei punktu £ (podobnie uczyniliSmy
w pracy [14]) odmierzang od srodka, wzdluz promienia nieodksztalconej plyty.

Wszystkie réwnania beda pisane w postaci bezwymiarowej. Wielkosci bezwy-
miarowe beda oznaczane przez male litery lacifiskie oraz litery greckie. Wielkodci
fizyczne bedg mialy nadkreslenia badZ tez beda pisane przez duZe litery lacifskie.

21. Zwigzki geometryczne, Skladowe przemieszczenia u, w dowolnego punktu
powlerzchni érodkowej plyty bedziemy odmierzali w ukladzie r, w, przylozonym
w érodku odksztalconej plyty (rys. 1). Beda to wspohrzedne typu Eulera.
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Natomiast wspolrzedne £ i z beds zwigzane z ustalonym punktem powierzchni
srodkowej oraz warstwg plyty i ich warto$ci nie ulegng zmianie w trakeie deformacji
plyty. Tak wigc beda to wspélrzedne typu Lagrange'a.

Zajmiemy sig najpierw obliczeniem odksztalcen promieniowych. Odcinek 4B
o poczatkowej diugosci df po przyloZeniu obcigzenia zajmie poloZenie 4’B’ 1 bedzie
mial dlugosé

@2.1) ds — odgp,

natomiast dla warstwy plyty w odlegloéci z (rys. 2b)

a
wi
r—x
Rys, 2
(2.2) C o dsy = (g+2) dp.
Dla obliczenia odksztalcenia promieniowego g posluzymy sie miara Cauchy’ego
5 dn—dE _ _dp .
2.3 g = 73 == (g-+-z) Ji .

- W dalszym ciagn wprowadzimy wielkodci bezwymiarowe odnoszone do gruboéei
piyty #:

2.4 _: _ ! =
2.4 E= 5 ST r=
Tylko dla odleglosci z przyjeto

. Z
(2.5) C=53
tak, aby —1 < < L.
Zwigzek (2.3) mozemy teraz napisa¢ w postaci bezwymiarowej:

@.6) or=oitm
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gdzie

r

' @
2.7 g=s8 =1 ==

W (2.7) i w dalszym ciggu kreseczki oznacza_]q rozniczkowanie wzgledem bezwymia-
rowej cechy identyczno$ci &.

W podobny sposob obliczymy odksztaleenic obwodowe ;. Na podstaWIe ryq
1b i 2a mozemy napisaé ~

?zdﬁ+éd15‘# r+zsing

(2.8) w="g ——7f b
a po wprowadzeniu wspdhzednych bezwymiarowych oraz zwiazku
(2.9) . r=uté&

otrzymamy |

@10 e =etml

gdzie ’

@iy - = % g = &SZf .

W podstawowych zwiazkach (2.6)-1.(2.10) parametry-s; I &y odpowiadaja od-
ksztalceniom powierzchni érodkowej, natomiast #; i »y sa odpowiednikami krzywizn.
Nie sa to jednak krzywizny definiowane w geometrii réiniczkowej jako odwrotnosé
promienia krzywizny, gdyz zgodnie z (2.1) 1/p = dpfds, podezas gdy u nas »; =
= dp/dE (w podanych powyzej zwiazkach zamiast fizyeznej uzywaliémy bezwymia-
rowg wietkos¢ #; = d/2df). Podobnie przy odksztalceniach obwodowych s, —
= sin @/&, gdy krzywizna jest réwna sin ¢fr. W teorii malych ugicé badz tez w teorii
Kdrmdna nie rozrézniamy wspoirzgdnych typu Lagrange’a od Eulera; wtedy
§mr, dsmdE 1w tym przypadku %y i #y odpowiadaja $cifle krzywiznom.

Jako podstawowe niewiadome bedziemy w dalszym ciagu przyjmowali prze-
mieszezenie u i kat ugiecia ¢. W tym celu wyrazimy réwniez s’ przez te niewiadome,
Najpierw . wypiszemy oczywiste zwigzki wynikajace z rys. la:

(2.12) r=yscos g, W =gsing.

Skorzystamy teraz z réwnania nierozdzielnosci. Zréiniczkujemy mianowicic réw-
nanie (2.9) wzgledem & i poréwnany tak otrzymane réwnanie z (2.12);. W ten sposéb
otrzymamy '

14w

(2.13) oy

2 W teoril malych ugieé przyjmujemy sin P Norp, cos ¢ = 1. 'W powszechnie
_uiywanych w teorii duzych ugigé zw1qzkach Kdrmdna przyjmuje si¢ sin ¢ & ¢,
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cos ool —(¢2/2), E=r, §'=ds/dr = 1 i otrzymane réwnania upraszczajg, sie
do dobrze znanej nastgpujacej (por. np. [16]) postaci:

,_dw
@ =W EE’
1 ' 1
(2.14) TR —i— ?w’% = =—2—w”,
u P W
.82‘—"*7', - %zp—j'i;zar

W powszechnie uzywanych réwnaniach wystepuje ponadto znak minus przy »; od-
powiadajacy zgodnemu zwrotowi osi z i w na rys. 1a. Bedziemy przyjmowali pree-
ciwne zwroty tych osi i wiedy wszedzie wystapia dodatnie znaki,

Réwnania (2.14) sa cz¢sto uzywane do obliczania duzych ugigé. Jednak bedziemy
postugiwali si¢ wzorami $cistymi, podanymi powyzej, unikajac w ten sposéb bledéw
wynikajacych z koniecznych we wzorach (2.14) uproszezefi. Wzory dokladniejsze
w postaci podobnej do wyprowadzonych przez nas mozna znale#é w pracy P. M.
NAGHDIEGO [9], jednak sa one blednie napisane za pomoca tensora krzywizny.

2.2, Réwnania réwnowagi. Po odksztalcenin plyta przyjmie ksztalt powloki obro-
towo-symetrycznej. Rozwazymy teraz rownowage odksztalconego elementu plyty,
pokazanego na rys. 3. JeSli chodzi o obcigZenie plyty to przyjmiemy, Ze jest

Wi

Rys. 3

ono o intensywnosci pi dziatajace na odksztalcony element pod katem 8 odmierzanym
od plaszezyzny réwnoleinikowej; jedynym zaloZeniem bedzie kolowa symetria
obciaZenia. Na rysunku 3 narysowano wypadkowe sit wewnetrznych w wymiarze:
sita na jednostke szerokosci plyty.
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Najpierw rozpatrzymy rownowage sit réownoleglych do stycznej x. Rzutujac
wszystkie sity na kierunek x otrzymamy

2.15)  (Nyb-dNy) G-+-dr) & — N7 — (Qr-+dQy) (r-dr) b dp-+

_ . dr _
+ peos (0@ ds (r + ?) d0 — N, cos pdsdd = 0.

Po uporzadkowaniu i pominigciu wiclkosci malych wyiszego rzedu otrzymamy
nastgpujace réwnanic:

W dalszym ciagn bedziemy poshigiwali si¢ wielkoSciami bezwymiarowymi
N; Qr 6M; E : |
(2'}‘7) Ry == EE, qr = th’: Hy = ﬁs P E ltp.

Rownanie (2.16) podzielimy przez rERdE i w ten sposéb ofrzymamy picrwsze
réwnanie réwnowagi w postaci bezwymiarowej

!

(2.18) .+ (ny — 1) cos g~ lgr¢" — pcos (0-1-¢)s']1=0.

Drugie réwnanie réwnowagi otrzymamy z warupku réwnowagi momentéw
réwnoleglych do osi y (rys. 3). Po dziataniach jak przy réwnaniu (2.15) otrzymamy
drugic Townanie réwnowagi momentdw W na-
stepujacej postaci bezwymiarowej:

(2.19)  m,--(my ~— my) cos - + 6g,8" = 0.

Trzecie rownanie otrzymamy z warunku
réwnowagi sit réwnolegtych do osi w i dziata-
jacych na cze§é plyty wycigta stozkiem o pro-
mieniu 7 i kacie wierzcholkowym 2¢ (rys. 4).
Otrzymamy w ten sposéb réwnanie

(2.20) Oy 27r cos p-+Ny 2mr sin g =

¥ I - ~
_ . rdidr
= psind =,
Rys. 4 : cos @
0 o

W réwnaniu tym pod catka iterowana bedzie 0 < FErals ?f? < @ w zwiazku
-z ustalong gorng granica 7. Ze wzgledu na kolowa symetri¢ mozna wykona¢ catko-
wanie ze wzgledu na zmienng #. Otrzymamy w ten sposéb réwnanic

2.21) Q; cos p-+Ny sin g = G,

w kiérym G nazwano funkcja obciaZenia (ten termin wprowadza A.S. WOLMIR
[16]} réwng

1 f i
2.22) G:Tfﬁme .
¥ 08 P
0

C
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Réwnanie (2.21) napiszemy w postaci bezwymiarowej
{2.23) Gr cOS p1-Hy Sin @ = g,

w ktérej réwniez funkcja obciazenia wystepuje w postaci bezwymiarowej:

254 - sG] : - Bd.'."'-u:l. E.-_N.__. g
{2. ) L 8E g fp; sin s—Tfpr s bs'dE .
s ¢ g

Oczywiscie, aby obliczyé funkcje g nalezy wszystkie wiélkos’cif:wystépujébé pod

catkg przedstawié w postaci funkeji cechy identycznodci punktu &. o

Podamy teraz wartoé¢ funkeji obecigzenia dla kilku szczegélnych przypadkéw.

'Dla obcigzenia ciezarem wlasnym obcigZenie py przypadajace na jednostke
powierzchni liczonej przed odksztatceniem bedzie réwne py = ps’ (uwzglednimy
W ien spos6b rozciagliwo$é powierzchni srodkowej), kat & — @/2. Pod catka w (2.24)
zamiast 7 nalezy podstawié & (obciaZenie z kofa o promieniu & bedzie réwne obcia-
Zeniu na odksztatconej powierzchni Srodkowej o promieniu 7) i w ten spos6b ofrzy-
mamy prostg funkeje obciaZenia

_ P é?
=5

(2.25)

Jesli obcigzenie py bedzie stale prostopadle do powierzchni $rodkowej, to funkcja
obcigzenia bedzie rowna;. '

£.
{2.26) : gép—:f?cosgdé.
. . 0

Przy dzialaniu obcigzenia stale réwnoleglego do osi w, linioWego o intensywnoéci
p1 1 przylozonego wzdhuz kola o promieniu & funkcja obcigZed bedzie wynosita
0, Cjeshi or <y
X s=ima
- =, jesli r >,
rorn
Wzér (2.27) odnosi sie do obciazenia nie zmieniajacego swego polozenia w czasie
deformacji plyty; intensywno$é obciazenia zmienia si¢ wtedy do wartoéci py & [ry.
Jesli w srodku plyty dziala bezwymiarowa sila skupiona P, to

P
(2.28) g= '2—; -

W dalszym ciagu obliczymy sile poprzeczng ¢y z réwnania (2.23} i podstawimy ja
do réwnani (2.18) i (2.19). Otrzymamy w ten sposdb dwa réwnania réwnowagi
w takiej postaci, jaka bedziemy sig postugiwali przy wykonywaniu obliczedl ; otrzyma-
my mianowicie

Rozprawy Inzynierskic — o
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r

! § . r ¥ = £ ’
my = (1 — 1) €08 =~ p COS (0+g)s’ — (”’tg P cos q:) ¢

(2.29)

I

my = (1, — m,n)cos qo—-l—6(nrtg<p —

) s
cos/

W ten sposob W obhczemach bedziemy posh1g1wah sie tylko czteroma wypadko-
wymi sif wewnqtrznych mianowicie: sitami podtuznymi n i ny oraz momentami
gnacymi w1 . Sile poprzeczng ‘bedziemy mogli obliczyé z (2.21) na podstawie
'znajomosci obciazenia i promlemowe] sity podtuznej .

-“Otrzymane réwnapia réwnowagi moZna otrzymaé wprost. z Klasycznej teorii
powlok obrotowo-symetrycznych (por [13) przachoclzac one W znane Iownama
teorii malych ugle;c plyt przez zachowame tylko ple1wszych wyrazow po prawe]

strome 2.29) i przy}c;cna cos ¢ ~ 1; w réwnaniu (2. 29)2 pozostame oprocz tego
' wyraz 6g:

“W-teorit Kdrmaina, powszechn1= stosowane]j przy obliczaniu’ duzych ugied,
odstepujemy od zasady zesztywnienia tylko przy wyprowadzaniu réwnania (2.23).
Otrzymujemy w ten sposOb uklad réwnan rownowagl (por np. [16])

' 1 , 1 '
(2. 30) Gr=g — Bpip, M= T(M,gl — ), W= —’-_"(m,, — m,-) —_ 6qr.

W obliczeniach stosuje sig je razem ze zwiazkami geometrycznymi (2.14).

2.3. Rownania fizyezne. W pracy niniejszej oparto si¢ na teorii deformacyjnej
Hencky’ego»lhuszyna Uczyniono tak ze wzgledu na dalsze obliczenia, przede
wszystkim na konieczno$é efektywnego calkowania réwnan. W dalszym ciggu
bedziemy si¢ postugiwali rownaniami podanymi przez J. R. LEPIKA W pracy isl,
ktére sg doprowadzone do postaci nadajacej si¢ lepiej do praktycznego zastosowania
od znanych réwnafi A. A. TiuszyNA [4]. Réwnania te nieco przekszialeimy i na-
piszemy w postaci bezwymiarowej.

Zajmiemy -si¢ plytami wykonanymi z materiatu jednorodnego, niescisliwego,
sprezysto-plastycznego z jednokrotnym wzmocnieniem o wspolczynniku wzmocnie-
nia A. Charakterystyke materiatu pokazano na rys. 5. Sieczny modut

. o
2.31) B =—=E(— ),
./mﬂ) &

gdzie funkcia o (s¢) bedzie wynosila

i A

%

dooE - 0, - jesli e
e,, , 3 (2.32) ol o T :
Rys. 5 A (1 — 85) , jesl & = ep.

Odksztalcenia e i &5 W postaci (2.6) 1 (2.10) pod&awmno do wzoru na inten-
sywnosc .91:, otrzymano ten wzdr w postacl

) & ]/Pe 2P+ TP,
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napisanej za pomocy form kwadratowych
Pg = 8% —|— &1 82.—|— 8%,
(2.34) _ Py == 53+ ey %y 1o,
P = %1+ Eyx0 + T &1 %1 + ey,

W dalszym ciagu bedziemy poshugiwali sig nieco inna, wprowadzona preez
J. R. LEPIKA, postacia wzoru (2.33) mianowicie

(2.35) 5= —23 'I/CZ—2CO o422,
7 I

gdzie wystepuja wielkosci bezwymiarowe powstale z form kwadratowych:

PEJC §-
(2.36) o= c.;:]/f;i, b=V 2

B’

Z tych wielkodcei &y odpowiada wspol- ¥
rzgdnej warstwy plyty, w ktorej wystepuje

minimum & (rys. 6). Za pomocg (2.35) i
mozna wyliczyé wspélrzedne ¥; ogranicza-

jace obszar spreZysty zgodnie z rys. 6: ! (ea)

. 51250—|/g‘m- ,

@31 52=C0+1/m» e 1z :
W p1‘iypadku wystgpowania tylko Rys. 6

obszaru sprezystego {y = —{o = —1, na-

tomiast przy nierozciagliwej powierzchni §rodkowej (taka powierzchnig, a wladciwie
plaszczyzng $rodkowa, zaklada si¢ w teorii malych ugieé) mamy & = g, = 0, skad
Lo = ¢, = 01 stad otrzymujemy {; == —{ = —¥,. Tak wiec w ten spos6b mozemy
zinterpretowaé Cp jako diugo$¢ potowy przedziatu sprezystego rozkladu naprezeit
przy dzialaniu tylko momentdw zginajacych.

Korzystajac z rownaf A. A. ILiuszyNa oraz warunkn niescisliwosci moZna
naprezenia w kierunku promieniowym i obwodowym napisaé w postaci zwiazkow

2 !
Oy = _3_‘Er(28r+8&),
(2.38) 2
oy = ‘;E’(Zsa%-sr).

Site podluzng i moment gnacy obliczono ze wzordw (1)
1

h B2
2.39 ' Ny = fcrrdé‘, My = 4 fderC,
—1 -1

(1) Wzory te odnosza sig do duzych promieni krzywizay i odpowiadaja teorii pbvﬂok éienkich,
dia ktérych Afomin < 1.



. 132 ZENON WASZCZYSZYN

oraz odpowiednio dla Np i Ms, a po wprowadzeniu bezwymiarowych oznaczen
(2.17) otrzymamy réwnania fizyczne w ostatecznej postaci

2 1 1
ny = (? Y -QI) 2e1t+e2) — 125 (26) F-12),
2 1 1
- ng = ("5" 3 -Ql) (2e3+81) — ?Qz (29+21),
(2.40) A ' -
my = — (25 (2er+ep) +(3 - 93) (22 Fx3),

' 2
my = — £5(2e54¢) + (3_ - 93) (2t2+201)-
W réwnaniach tych wystepuja funkcie £24:
1
(2.41) L= f wfd~ldgr, j=1,2,3,
By

wprowadzone przez J. R. LEPIKA w pracy [6] [réwnania (2.40) w pracach J. R.
LEPIKA sa napisane w nieco innej postaci]. Bgda one wynosity kolejno (por. -[6])

i
T =20 LY, _ |

Q) 5O = 1 G- — G —[C) D [~ D+,
10y =10 — 1) ~ T A ) — Gt FC)

LA+ = X) f(-D+ 38— D D),

gdzie dla skrocenia zapisu wprowadzono oznaczenia:

SO =V 2,0+ 8,

@2.43) m{ﬂ&u~%nﬂm+aém da 1to] %16
F1)—1— Lol [/ +Es — Lol =0 °b

- o
o dla [&o) =18l

In
(&2 — Lo) (Go— &1
Réwnania (2.40) mozna czgsciowo odwrdcié. Mozna mianowicie wyliczyé z nich
odksztalcenia &; i &y oraz parametry »; i #y; otrzymamy

&1 = AI (ng — m3)+A2 (2?’1‘.;.- —_ I’i;}),
gz = Ay (@ms — mp)+ A5 20 — 1),
" = 3A1 (23‘34- — ﬂﬂ)—i-Ag, (2m, e ma),

2.44)

“wg = 341 Qnp — n)+ A3 (2my — my),
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gdzie dla skrécenia zapisu przyjeto nastgpujace oznaczenia:

o,
A}_ = - 2 12
sje—eo (; = 93) -9
) , 230,
(2.45) 27y 2 1
3(2——9;)(?*.93)—— §
_ s |
Ay = _ -
3 (291)(;~ 93)42%

Odwrécenie takie jest mozliwe, jesli jest spetniony warunek (2 — £29)(2/3 — 23) #
# 2. Odwréceenie jest czgsciowe, gdyz interesujace nas parametry &; i x»; wystepuja
pod funkcjami 4. Moze byé ono jednak przydatne, na przyklad przy wyzZnaczaniu
wartodci na brzegu, jesli warunki brzegowe sa. podane w sifach., Wtedy ¢; 1 »; moZna
obliczyé na drodze iteracyjnej.

3. Mumeryczny sposéh rozwiaiania

Otrzymany uklad réwnan zhozony ze zwiazkdw geometrycznych (2.6) i (2.10),
réwnan réwnowagi wewnetrznej (2.29) 1 réwnan fizycznych (2.40) mozna sprowa-
dzi¢ do ukladu dwdch réwnan rdzniczkowych zwyczajnych, nieliniowych o niewia-
domych funkcjach u# i . MoZna tak uczyni¢ dzigki otrzymanym zwiazkom (2.7),
(2.11) 1 (2.13) przez kolejne podstawienie wielkosci do rdwnan réwnowagi we-
wnetrznej. Po dolgezenin odpowiednich warunkéw brzegowych mo#na przystapié
do rozwiazania zadania. _

Jednak otrzymany w ten sposéb uktad réwnan okazuje sig silnie nieliniowy;
wystepuig w nim funkeje algebraiczne i przestgpne. Nie moZna otrzymac rozwia-
zania w postacl zamknietej. Sktonito to szereg autordw do stosowania metod przybli-
zonych, opartych przede wszystkim na rachunku wariacyjnym. Takie postgpowanie
wymaga zaloZenia z gbry postaci odksztalconej plyty okre§lonej przez funkcje
spelniajace warunki brzegowe (przewaznie funkcje trygonometryczne lub- wielo-
miany). Zaweza o jednak znacznie analize 1 moze spowodowad znaczne bledy
zwigzane % nlcwiasmwym doborem funkeji przede wszystkim przy nietypowym
obcigZeniu, N :

Z tego powodu zajeliémy sig opracowaniem mozliwie ogéluege numerycznego
rozwiazywania przy zachowanin wyprowadzonych, $cistych réwnan. Otrzymamy
w tent sposdb wyniki zblizone do écistych, mogace stanowi¢ podstawe do opracowania
nowych i pordwnania istnigjacych metod przyblizonych. Oczywidcie nalezy przy tym
zachowa¢ duzq ostroznoé¢ w obszarach wystegpowania osobliwosci (np. W' otoczeniu
punktow przylozenia obcigen skupionych).

Oprzemy si¢ na wprowadzonej przez S. P. TivosuenNkg [13], do obliczania’ du-
zych ugieé, a ostainio coraz czesciej stosowanej (por. np. {2 i 11D metodzie pot-
odwrotnej, polegajacej na numerycznym catkowaniu réwnan. W tym celu nd jednym
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brzegu (bgdzie to przewainie érodek plyty okraglej lub wewngtrzny brzeg plyty
piericieniowej) przyjmujemy potrzebng liczbg wartodci poczatkowych poszukiwa-
nych funkeji, & z warunkéw brzegowych okreslimy pozostale wartosci. Na podstawie
‘wzoréw numerycznego catkowania mozemy kolejno przejéé do nastepnych punktow;
sygnatem zakonczenia catkowania jest osiggnigcie przez ktéra$ z wielkosci wartodei
zgodnej z warunkiem brzegowym, np. me, = 0 przy przegubowym podparciu brzegu.
Spelnienic wszystkich warunkéw brzegowych jest uzaleznione od wlasciwego
doboru wartodei poczatkowych i w tym tkwi gléwna trudnosé metody. Z drugiej
strony jest ona stosunkowo przejrzysta i bardzo wygodna do wykonywania obh-
czen na maszynach cyfrowych, umozhmajacych wobec duzej szybkodcei wykony-
wania obliczeri dobranie poprawnych warunkéw poczatkowych na drodze kolejnych
przybhzen
Podamy teraz szczagolowy algmytm rozw1qzama Kole;no przyjmiemy nastepu-
Jacy tok post@powama
. 1) ustalamy charakterystykg materrahi przez dobrame modulu Younga E,
wspolczynmka wzmocnienia A, odksztalcenia plastycznego ep oraz grubodci A
i obciazenia p plyty; okre§lamy warunki brzegowe w sitach badZ przemieszezeniach;
2) przyjmujemy krok calkowania w wielokrotnodciach grubodci plyty A =
= AE+F (est to konieczne tylko ze wzgledu na wzory numerycznego catkowania
wymagajace stalego kroku A£);
3) ustalamy punkt wyjéciowy na brzegu o wspblrzedne] bezwymiarowe] 50
i w nim przyjmujemy wartosci poczatkowe np. g i @o (przy plytach pierécieniowych)
lub uy i ¢y (przy plytach okragtych);
4) na podstawie warunkoéw brzegowych i przyjetych wartoci poczatkowych
obliczamy parametry £, £, %) 1 %2 W punkcie &y;
5) ze zwiazkow fizykalnych (2.40) obliczamy #y, ng, My 1 ma oraz funkcje
obcigzenia g wedhug (2.24);
6) ze zwiazkow (2. 7) (2. 12) (2. 13) i z réwnafi réwnowagi {2.29) obliczamy
kolejno pochodne s', ¢, W', ', n, i m, w punkcie &;
7} przechodzimy do nastgpnego punktu & = &y+A& Na podstawie obliczo-
nych pochodnych obliczamy s, @, W, 1, 2y 1 Wy}
8) obliczamy ¢, i %, wedbug (2.11); dzigki niZej podanym wzorom iteracyjuym
(3.1) obliczamy ¢; i #;
9) z réwnan fizyeznych (2.40), i (2.40)4 obliczamy np i mo;
10) powtarzamy obliczenia p. 6) dla punktu g1 przechodzmly do nastfgpnego
punktu & == &H-+-24E.
Dla obliczenia &y 1 »; w kazdym punkeie skorzystamy 7 zna;omoscx &, xz, Hy
i 7y obliczonych w 6). Uczynimy to na drodze iteracyjnej dzigki wzorom rekuren-
cyinym otrzymanym. 7 rozwigzania réwnaf (2.40); i (2.40); ze wzgledu na £ 1 %4,
mianowicie

1 3
X D = — e o (A mt AT i),
Gn i 3 .
c P = 5 % + *2*'(3/1(1”) n,~—{—A§m Hig).



SKONCZONE SPREZYSTO-PLASTYCZNE UGIECIA 135

We wzorach (3.1) wystepujg funkeje 4; zgodnie z (2.45). Sa one funkcjami paramet—
rOW &5 i 25 za pofrednictwem funkcii £2; (2.42). Tak wiec A‘"” = Aj (5™, &3, 2™, 22).
Aby rozpoczal iteracie, moZna przyiaé & i # Z poprzedmego punktu. Obliczenia
numeryczne wykazuja, ze przy malym kroku A& iteracja jest szybko zbieZna.

Zakonczenie catkowania przy wybranym warunku brzegowym, np. osiagniecie
my =0 przy przegubowo-przesuwnym podparciu nastapi w pewnym punkcie
& = &, odpowiadajagcym promieniowi plyty przed odksztalceniem. Aby uzyskac
spetnienic drugiego waruynku przesuwnego podparcia, a wige zerowania . si¢ sif
réwnoleglych do kierunku przesuwu oraz ‘otrzymaé zakoficzenie catkowania przy
z gbry danej rozpigtodci £; = a, nalezy poprawi¢ warunki poczatkowe i obliczenia
powtdrzyc. : :

Dla zwiekszenia doliadnodci moZna zagescié poczqtkowy krok catkowania,
aby otrzymac wartodci pozwalajace na stosowanie doktadnych metod numerycznego
catkowania, np. metody Adamsa. W praktyce moiZna si¢ tez ograniczyé¢ do mlﬁej
doktadnych metod (por. {1]), np. ulepszonej metody Eulera. Ma to znaczenie przy
ukiadaniu programu dla maszyny cyfrowej, gdyz w ten sposdéb mniej wartosci
z poprzednich. punktdéw wiaczamy do obliczen. Doktadnosé tatwo mozemy sprawdzié
przez. zmnigjszenie kroku.

Zastosowany przez nas nomeryezny sposob pozwala wykonad obliczenia dla
réznych typdw obceigzen kotowo-symetrycznych; ewentualne nieciggloéei obcigzent
mie utrudniaja zadania ze wzgledn na numeryezne cafkowanie rownan. Sposob
ten wymaga ponadto stosunkowo mato danych wyjéciowych.

Metoda numeryczna stosowana przez P. M. NAGHDIEGO w pracy [9] wymaga
wstepnego okreslenia ksztaliu odksztalconej plyty oraz w dodatku rozkladu sik
wewnetrznych w calej plycie. W trakcie dalszych obliczed sa one poprawiahe na
drodze iteracyijnego powtarzania: bardzo mudnych obliczed dla calej plyty. Do
podobnego postepowania- sprowadza si¢ metoda «spreZystych rozwigzahy» stoso-
wana przez J. R. LEpikA w [5 1 6].

4. Numeryczne przyklady

Rozpatrzmy szezegdlowo plyte pierécieniowa 7 otworem o promienin poczaiko-
wym &y = b, przegubowo podparta wzdiuz zewnetrznege brzegu; brzeg wewnetrzny
bedzie swobodny. [Ha tego brzegu my = ry = 0, a wiec na podstawie (2.40) mozna
otrzymac

&2
_ . . . o = — 2,
2
@n Ey=b]
_
SR T

Rozpatrzymy plyly przegubowo przesuwnie lub meprzesuwme podparte obcmzone
na zewngtrznym konturze réwnomiernie rozfozonymi momentami gnacymi promie-
niowymi o intensywnosei m i sitami poziomymi promieniowymi o intensywnosci h.’
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ObcigZenie na plycie oraz funkecje obcigzenia beda wtedy wynosily p =g =0,
przez co réwnania réwnowagi uproszcza sig do postaci
. , ) s’ I
="(Hs — My} COS g tz o,
(4.2) . . o .

= (my—my) cos g~ =6mrs’ tg .

Warinki b1zeg0we dla konturu zewnfgtrznego przegubowo—podpartego beda wy-
nosﬁy '

. N , iy =m,
@» E::a{ | -
R Ry N n;-zhCOS @1

Wprzypadku pfﬁégubOWO—niepIZesuWnego podparcia warunki (4.3) przyjma postaé

Hy ==,
@4 _ E;:a’{
: =10 _

Na rysunku 7 podano wyniki obliczen wykonanych dla plyty pierScieniowsj,
gdy b =10 i charakterystyce &, = 0,001, 1:=1 (ma*erialt idealnie sprezysto-
plastyczny) przy ustalonych warunkach poczatkowych ¢y =2°, uy = 0,005. W obli-
czeniach przyjeto A& = 1 i do calkowania zastosowano ulepszona metode Fulera
(por. [1]). Obliczenia nastgpnie powtdrzono dla A& = 0,5; rozbieznosci powstale
przy dwukrotnym zmnigjszeniu kroku nie przekraczaly 29, co wskazuje na dosé
duza dokladnos¢ metody.

_ Dla podanych warunkdéw brzegowych numeryczne calkowanie zakoficzono
z chwﬂac otrzymania ny =0, co odpowiada podparciu przegubowo-przesuwnemit.
Plyta ma wiedy rozpietod¢ a == 35,5 i jest obciazona momentem m = (0,954.10-3,
Na brzegu zewnetrznym wystapi wiedy mp = 1,041-10-3, ny = 0,229-10-4, a prze-
migszozenia beda wynosity: u = —38,301-10—3 i w = 0,857 (jest to rdé?nica ugicé
w (@) — w (b)) '

Na rysunkn 7a pokazano rozklad sil wewngtranych oraz przemieszezen wzdiuz
diugosei piyty. Dla poréwnania na tym samym rysunku narysowano linia prze-
rywana krzywe otrzymane dla obciagenia m — 0,954-10-3 wedlug teorii matych
ugiet. Widaé, Ze stosunkowo nieznaczne réznice wystepuja w rozkladzie sy, nato-
miast duie w m,. Maksymaloe ugiecie jest rzedu grubosci plyty (w = L197) i jest
o okolo 407 wigksze niz obliczone wediug podanej teorii ugieé skofczonych.

Granice obszaru spregzystego zaznaczono na rys. 7b. Widaé tutaj zasadnicza
roznicg migdzy rozkladem obszaréw uplastycznienia obliczonych wedlug teorii
malych i skofczonych ugieé; dusa réinica powstala na skutek zminiejszenia mo-
mentu #y oraz uwzglednienia wplywu sit podtuznych w teorii ugieé¢ skonczonych.

Na rysunkach 7 zaznaczono linia przerywana brzeg plyty przegubowo nieprze-
suwnie podpartej. Dla podanych warunkéw brzegowych ¢g =20 i up = 5.10"3
bedzie to plyta, dla ktorej u = 0 przy o' = 19,6, Przy obmaczemu takiej plyty mo-
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mentem m = 0,680-10-3 w podporze powstanic reakeja pozioma A = 0,080.10-3,
a maksymalne ngiecie w = 0,300.

a w=w/h
1o
14 ml 14f
me 0
Ty
12 .
n.=N./Eh
) Dﬂ’Nﬂ/Eﬁ
0 m.=6M/ER
- m1;=6M/E71“
agr s
+— Teona skorczo-
nych ugled
68— — Teorig matych
ugrec
e o
b
02}-¢ 62
s / /
Le ,
U -l 1 |
Y
Lm? Sg
~g2 - ,,,f-‘_ I
{ _F I
~04 -8 | q
| E— ]
b P } &
- ‘ S —— : ]
v T = 7 ; =
30
1 =W\-'QBC::-:}—
g éz/ wj%/’? 77%2
Rys. 7

Obliczenia powtdrzono dla plyty o tej samej charakterystyce materiatu i &) = b =
== 10 lecz przy zmienionym poczatkowym kacie ugiecia; przyjeto mianowicie o =
=4° wuy = 5-10-3. Obliczenia doprowadzono do punktun & = 31,2, w ktérym
my = 0. Odpowiada to pokrytycznej postaci réwnowagi dla plyty pierécieniowe;
przegubowo podpartej, Sciskanej réwnomiernie roztoZong sita h = —0,320.10-3
(site 1 = ny [cos g, obliczamy na podstawie wielkosci sity ny odezytanej przy & =
=312). Na rysunku 8b pokazano obszar sprezysty ograniczony krzywymi £ 1 .
Krzywa £y odpowiadajaca minimum intensywnosci odksziateefi & w poblizu pod-
pory wychodzi poza plyte. Sila krytyczna obliczona wedlug teorii matych ugieé
jest prawie r6wna, sile £ i nie wywola uplastycznienia przed deformacja plyty (piyt_éa
moglaby ulec uplastycznieniu przy £; = 0,679.10-3 » hir); uplastycznienie powsta=

je w wynikun wyboczenia. Zwraca przy tym uwage znacznie rozbudowany -obszar:. " .
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jednostronnego uplastycznienia przy podporze, pows’ca}y przede wszystkim na

skutek wystapienta duzej sily obwodowsj ns.

a
15+ N My
My -3
F o, -0
14l My
- %
w
12+ 101 .
| w
L A L S
08+ a8
L "'nr
06- 05+
4t 04 - \
02 I 02
5
g
g 10
L e
i
0
~02 10
-G -— 24
L u
-6 30
Ty M
-08¢
. M
-~ _4;3 b — ™~
-4 . . . - ]
Vitecrerlsningiissy »
£LLL el
” e ———
4

Rys. 8

Na rysunku 8 naniesiono linia cienkg wyniki obliczen dla wyZej podanej plyty
o wspélczynniku wzmocnienia A = 0,9, Przy tych samych warunkach poczatkowych
przemieszezenia u 1 w jak tez obszary uplastycznienia praktycznie sig nie roznig;
niewielkie réinice (5—15%) wystepuja w sitach podhiznych i momentach gnacych.
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Dokladniejsza analize plyty pierScieniowej moina znaleZé w pracy [15)], gdzie
podano wyniki obliczen Wyk_onanych na maszynie cyfrowej UMC-1.

5. Zakonczenie

W pracy zanalizowali$my skoficzone ugiecia plyt sprezysto-plastycznych wyko-
nanych z materialu niecidliwego. ZaloZenie to jest bardzo czgsto przyjmowane w teorii
odksztalceniowej i znacznie upraszeza réownania fizyczne.

W przypadku materiatu Scisliwego réwnania znaczoie sig komplikuja (dokladng
analize tego zagadnienia dla teorii malych ugieé mozna znaleZé w pracy M. Zycz-
KOWSKIEGO [17]), jednak nie stanowi to zasadmiczej przeszkody w uogdlnieniu
w tym kierunku podanych réwnani i sposobu obliczania. Nie uczynili§my tego ze
wzgledu na mozliwo$¢é wykorzystania gotowych wzoréw J. R. LEPIKA.

W pracy zajmowalidémy si¢ jedynie aktywnym procesem obcigzenia. Przy wyste-
powaniu odciazenia nalezy rozwiazaé dodatkowy uklad réwnan wariacyjnych
1 zadanie znacznie si¢ komplikuje. Dlatego podane réwnania moina stosowad je-
dynie przy zaloZzeniu braku odcigZed lub tez w przybhzemu dla niewielkich obsza-
1ow odciazen (por. [5]).

Numeryezne obliczenie ugic¢ skofhczonych jest bardzo przydatne przy badaniu
pokrytycznego zachowania sig plyt sprezysto-plastycznych. Zagadnienie to, sto-
sunkowo mato opracowane {por. |[7]), moina w przypadku kolowej symetrii zanali-
zowaé w oparciu o podany przez nas sposob tym latwiej, Ze rOwnania réwnowagi
upraszezaja sie do postaci (4.2). Duze ugiccia sprezysto~plastycznych plyt $ciskanych
sitami promieniowymi obliczal numerycznie rdéwniez A, N. SHERBOURNE [12];
na podstawie analizy obszaru sprezystego oraz wprowadzonego sztywno-plastycz-
nego modelu przy odksztalceniach plastycznych oszacowuje on kres gorny sily
obcigzajacef jak funkcji ugiecia.

W podanych przykladach rozpatrywalismy stosunkowo niewielkie ugiecia
(rzedu grubodei piyly), a pomimo to olrzymano znacznie mnigjsze ugiecia (o ok.

40%) niz w teorii matych ugigé. Przy wickszych ugieciach réwnies réwnamia
Kdrmdna moga byé zbyt mato dokladne, dlatego w pracy pedaliémy bardziej

Scisle zwigqzki geometryczne i rdwnania réwnowagi wyprowadzone przy uZyeciu
zmiennej typu Lagrange’a. Rownania te mozemy stosowaé w ramach malych od-
ksztalced, gdyz w przeciwnym przypadku musielibySmy oprzeé si¢ na jeszcze bar- . -
dziej dokladnych réwnaniach teorii skoticzonych odksziafeent (nalezy wtedy réw- .
nieZ rdwnania fizyczne wyrazi¢ przez skoficzone odksztalcenia). o

Wazny problem odpowiedniego dobrania warunkow poczqtkowych {por: [11});::
moZna rozwigza¢ na drodze numerycznej przez wykonanie przahczen dla Tozych
plyt; zadaniem tym zajghsmy sie baidzmj szczegoiowo W [15] '

Podana metode bez Zadnych istotnych komplikacji moZna rowmez z:_ to
do obliczania skofnczonych s;;r«;zystmplastycznych ugiet cienkich - powlok obrot
wo-symetrycznych. . S :




140 ZENON WASZCZYSZYN

Literatura cytowana w teksceie

1. B. II. Jemurosny, S A. Mapon, B §. Mypamoza, Jucdennvie sientoder auasusa, T. 2
@ypvarrms, Mocksa 1963, {thim. polskie PWN, Warszawa 1963).

2. A. C. Tpuropses, Hanpsasicennoe COCMoanie GesMOMENTTIBIX YUAUHOPUHECKUX oboaouex
npu Goavrunx dedpopmaynax, Tpuer, Mat. Mex, 6, 21 (1957), 827-832.

3. Gu Guo-n, Gu QurLw, On the large deflection of elastic-plastic bending of circular
plates (w j. chifiskim), Acta Mech. Sin., 3, 2 (1958), 232-243.

4. Al A. Vimeronmas; Iaqemmusocms; 1'ecTeXy3AaT, Mockra—JIemnarpay; 1948.

5. 10, P, Jlenux, Pasnogecue 2UBKUX * YHPY2O-IAGCHINHECKUX RAACATHHOK npu Goasuux npo-
anheax, WmKeEePHBLH CGopnuk, 24 (1956), 37-51. o
. 6. FO. P. Hemux, O pastosecutt 2uGKix NAGCHIHHOR 34 npedesont YRpY2GCH, TIpwxyi. Mart-
Mex., 6, 21 (1957), 833-842. : :

© 7 YO, P, Jlenme, PasHosecte FRPY2O-RAGCHILHECKUY U ofcecmfcom.aacnﬁ't!tecmrx naacmye u 060-
Aover; VemenepHsii A ypHAT, 3, 4 (1964), 601-616.

8. II, A. JIykanr, Pacuem Noaozux oboaouer W nawm 3 yuemmom @usnueckol i 2eoMempu-
veckoii neauneinocn, Tpymsr ITHAWCK, Bem. 7 (1961), 268-318.
_' 9. P. M. Nacupy, Bending of elastoplastic circular plates with lage deflections, T. Appl.
Mechan., 3, 19 {1952), 293-300.

10, Y. Omasar, S. Muraxamr, The elasto-plastic bending of a clamped thin civeular plate,
Proceeding of the 11-th Internationai Congress of Appl. Mech., Munich {1964), Springer-Verlag,
Berlin-Heidelberg-New York 1966.

11, SI. Opxnn, Boapuine oegoppaiit eI MOMENTIHBIX  KOMUHECKUX ofoaouer epaujerus,
Mmxen. Xypuan, 5, 5(1965), 976-982, & ‘

12. A.N. Sasrpourng, The ultimate strength of civeular mild steel plates in uniform COMpression,
Mém. Assoc. Tntern. Ponts et Charpents, 22 (1962), 289-310. '

13, S. P, TovOSHENKO, S. WONOWSKY-KRIGER, Theory of plates and shells, Mc Graw-Hill,
NY-Toronto-London 1956 (wyd. polskie ,,Arkady” Warszawa 19632).

14, 7. WaszczyszyN, M. Zyczkowski, Finite elastic deflection of a strefchable beam on
immovable supports, AMS, 1, 14 (1962), 61-82.

15, Z. WaszczyszyN, Pordwnanie malych | skofczonyeh sprgz‘y.s‘to—pIastycznych ugigé na
proyidadzie plyty piericieniowei (w przygotowaniu do druku).

16. A. C. Bomvup, Tubktie NAGCIu#ry u oGonoury, TocTexusgar, Mocksa 1956.

17 M. Zvczkowskr, Wplyw Scisliwosci materialy na roziklad napreiéﬁ w plytach czgiciowo
uplastycznionyich, Arch. Bud. Maszyn, 1, 5 (1938), 53-87.

Pesrome

KOHEYHBIE VOPYI'O-ILIACTUYECKHE ITPOTHBLL
OCECUMMETPAYECKIX ITACTUHOK -

B paborte BLBOZATCH OCHOBHEIC TeOMETPHYECKHS YPABHCHH H yPABICHIL BHYTPCHHEIO PABHO-
Becuy, IPH HCIONBIOBABAN KQODIHEATHL THTIA Jlarpasmxa B KaUecTBe HesapucHMol mepeMeRROH.
@UAMIECKAE YPABHCHAA OTPHHATO B BUIC, BEIBEACHERMM JIenAKOM [6], OCHOBBIBAACH HA nedrop-
MAaITHOHHOH TEOopHRA Temu-Wieomyes B 3aBHCAMOCTH OT CRENAHNEXN yrpouiesil, BeBeIEHEBIC
YDAPHEHAA [EPCKOMAT B YDABHCHES MAEIX YIOPYTO-INACTHHECKHE, UpOrHGOB Wit e, B YPABHCIHA
Kapmara, NpEMeHAEMBIC IPH pacyerax Gompmuy OpOrnooB.

TIprBOEUTCA YHCILEHHBIH cIocof DEmIeHHS, IONY4eHHEIX YPABHEHIH, DYTeM OpAMCBEHHE
pONYOSPATHEOTO METOHA M YACICHHQTO WHTCT PHPORAHAA.
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Pemarotes Xpa YRCTOBRIX OPAMEPa. B NepBoM KOJBIEEAS IACTHHKS 3ArPYEKEHA HITAGAIOMIM
MOMEHTOM, PABHOMEPHO PACILOJIOKCHHLIM BIOAE BHEITHETO MIADHUPEO ONEPTOTO xoutypa. Naercs
PACTIPEENCHIC BHYTPCHINX CHIE H NCPCMCIIEHRH BAOME PANMYCA IFACTHAKY. PeaymnTarss CpaBHE-~
BAIOTCA C PACUYSTAMM COINACHO TEeOPHM Manelx nporrbos.

B xawectse- BTOporo OpHMEPA, PACCMATPHBAETCH DABHOBECHS MOCHE TOTEPH  YCTOMYHUBOCTH
KONMBHECBOH MIACTVHKM, CKHMACMON PajHa¥Li0 Harpy3Koi, OpamomenNoi BIONEL BHEINHETO KOH~
TYpa.

Summary

FINITE ELASTIC-PLASTIC DEFLECTION OF CIRCULARLY
SYMMETRIC PLATES

Fundamental geometric and equilibrium equations are derived with a Lagrangian coordinate
as an independent variable. The physical equations are assumed in the form obfained by J. R.
Lepix [6] on the grounds of the Hencky-Iyushin strain theory. The equations become those of
small elastic-plastic deflection or the Kdrmdn egquations applied for computation of large

_ deflections, depending on the kind of the simplifications introduced.

A numerical method is proposed for solving the equations obtained, by means of the semi-
inverse method and numerical integration.

The paper includes two numerical examples. Tn the first an annular plate is loaded by a bending
moment uniformly distributed along the outer contour which rests on hinged support. The radial
distribution of the internal forces and the displacements is obfained. The resulis are confronted
with the computation results obtained on the grounds of the theory of small deflections.

The second example concerns the equilibrium, after buckling, of an annular plate, compressed
by a radial load along the outer contour.

POLITECHNIEA KRAKOWSKA
KATEDRA STATYKI BUDOWLI
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Praca zostalg zlotona w Redakcfi dwia 4 lipca 1966 r.





