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ZAGADNIENIE ROZCHODZENIA SIE FAT
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Wstep

Nowsze wyniki badan nad rozchodzeniem sig fal w ofrodkach lepkosprezystych
liniowych w przypadku izotermicznym zebrane sa w kilku monografiach [np. 1, 2
i 31 Innym zagadnieniem jest rozchodzenmie sig fal w nisograniczonym ofrodku
sprezystym  przy uwzglednieniu sprzezenia termomechanicznego. Problem ten
opracowali szczegélowo P. CEADWICK i I. N. SneppoN [4]. Autorzy ci badali
predKosé rozchodzenia sig fal i wspdlezynnik thumienia w zalesnoéci od czestoci
drgaf.

Praca ninigjsza stanowi prébe polaczenia obydwu zagadnien, tzn. uwzglednienia
sprzezenia termomechanicznego w przypadku cial lepkospreiystych. Podobnym
problemem zajmowal sie réwniez S. C. HuNTER [5]. Rozpatrywal on fale plaska
w nieograniczonym oérodku i podal przyblizone wartosci na predkosé rozchodzenia
sig fali oraz na wspoSlezynnik thumienia dla modeli ciat lepkosprezystych o statym
module $cisliwosci w przypadku malej czestosei drgan. W niniejsze] pracy podaje
sig §ciste wzory na predkodé fali ¢ i wspolezynnik thumienia 8 w zaleznoéei od czestosei
o dla modeli Kelvina-Voigta i Maxwella. Nastepnie bada sie te wielkosci w przypad-
ku, gdy g -+ 01 gy — oo, gdzie gy jest wielkoscia bezwymiarows zwiazana z czestoscia
o (takg sama jak wprowadzona przez P. CHADWICKA i . N. SNEDDONA W pracy
[4D. Ponadto rozpatruje si¢ przedstawienia asymptotyczne dla ¢ 1 § przy gy bardzo
duzych i gy bardzo matych.

1. Podstawowe zwiazki i réwnania
Ruch ofrodka odksztalcalnego opisany jest jak wiadomo ukladem réwnaf

(1.1) aig, i+Xs = yii,

gdzie symbol oy; oznacza skladowe stanu napreZenia, X; skladowe sit masowych,
u; skladowe wektora przemieszczefi oraz y gesto$é. Ponadto w ramach liniowej
teorii spelnione sq zwigzki geometryczne

1
(1.2) er = - (s, g tug) 5

gdzie &5 oznacza skladowe stanu odksztalcenia.

Rozprawy Tnzynierskie -— 4
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Jesli rozpatrujemy zagadnienie w liniowej teoril ciat lepkosprezystych, to zwigzki
miedzy naprezeniami i odksztaloeniami mozna przyja¢ w postaci [6]

Py (D) sy = Pa(D) ey, P3(D) o= Py(D)(en — 3a: 0).
Réwnania te mozna przekszialci¢ do postaci
(1.3). P1(D)P3(D) oy = Pp (D) P3(D) eu5+
+o0 {1 0 2 @) P2 ) P D)l e = Py (D) Pa(D) ).

Przyjeto tu oznaczenia

N,- a
PiDy= > igD*, D=5, i=1234,
k=0

1

Sij:Uij“"?’_O'kkaij, eij:h‘,;j—-—?j—eméﬁ, f=T—T, e = &i;.

Ponadto T = T (xr, {) oznacza temperature bezwzgledna ciata, Ty = T (xy) tempe-
rature ciala w stanie naturalnym (beznaprezeniowym), &y delte Kronmeckera oraz
ar wspolezynnik cieplnej rozszerzalnosei liniowe].

Fatwo zauwazyé, ze gdy w operatorach Py(D) przyjaé

l(IQ =1, 2010 = ZG, 3&0 =1, 4{10 = 3K,
gy =0 dlak=1,2,3,..,maxh;, i=12234

to zwiazki (1.3) dadza zaleZnosci migdzy naprezeniami i odksztalceniami dla cial
sprezystych. . .

Aby okredlié stan ciala, trzeba réwnania (1.1)-(1.3) uzupelni¢ réwnaniem prze-
wodnictwa ciepla. Réwnanie to mozna wyprowadzi¢ kilkoma sposobami (np.
[S, 7 1 8]). Przy przyjeciu szeregu zalozef upraszezajacych metoda podana w pracy
[} pozwala napisa¢ to rownanie w postaci

. L7
(1.4) k'ﬂ,kk—- C"yﬂ = "—W—-Tg—a”o'"sij,
gdzie k' oznacza wspdlezynnik przewodnictwa cieplnego, ¢’ cieplo wlasciwe przy
stalym odksztalceniu, W wydajno$é Zrédia ciepta. Dla interesujacych nas modeli
(Kelvina-Voigta i Maxwelta) zachodzi zwigzek
aPy (D) = P4 (D),

gdzie a = const. Wowezas réwnanie (1.4) przyjmie postac
(1.5) k' Oxr — c’yé = —WlauTe.

: . Réwnania (1.1)(1.3) mozna przy pomini¢eiu dzialania sit masowych doprowadzi¢
- do réwnan przemieszezeniowych

a 6)  Po(D) Py (D) us i+ % [2P4(D) P, (D)+P5 (D) P3(D)] e, =

= 2P4 (D) Py (D) 2. 0,:+P1 (D) P3 (D) il .
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Tiklad czterech rownan (1.5) i (1.6) pozwala wyznaczyé temperaturg & 1 przemiesz-
czenia w;. Gdy znane sa przemieszezenia i temperatura, mozna latwo ze zwiazkow
(1.2) wyznaczy¢ odksztatcenia i dalej ze zwiazkow (1.3) naprefenia ay;.

2. Fale w ofrodku nieograniczonym

Rozpatrzmy zmiany stanu wywolane pewnymi zjawiskami zmieniajagcymi sig
harmonicznie w czasie. Niech to bgdzie na przykiad Zrodio ciepla zmieniajgce sig
okresowo W (xr, 1) = W* (xy) €%, gdzie o jest czestoscia. Wowcezas rozwigzan
vkiadu (1.5) i (1.6) mozna szukal w postaci

2.1) {0 Gors 1), 15 (o, O} == {6% (), 1 ()} €%,

Po wyznaczeniu 0% i 1 bedzie moZna napreZenia i odksztalcenia napisaé w podobne;j
postaci

{013 (xr, 1), €15 (xr, 0} = {035 (00, _&‘3}(%-)} e,

Po podstawienin wyrazefi (2.1) do (1.5) 1 (1.6) otrzymujemy'

i *
2.2) 0% — 8 — piwe® = — ﬁ%—,
(2.3) iy, g Ah ) byt — mb,
gdzie
K W s mTy
xic"y’ "_"pra m—a;( _I"}u‘), W_xycfs
. L Pyiw) 2 (i) — 1 [R; (iw) P, (iw)]
p=plo) =5 pray A=) =g le e T PGy |

Wystepujaca w tych wzorach wielko$¢ » nazywamy wspolczynnikiem przewodnictwa
ciephego.

Widaé stad, e wielkodci 4 1 g, ktdre zaleia od iw, sa odpowiednikami statych
Lamégo w cialach sprezystych. Réwnania (2.2) i (2.3) majg identyczng postad
z postacig odpowiedniego rownania dla cial sprezystych. MoZna tu wige stosowad
te same metody, ktére stosuje sig dla- ofrodkdw sprezystych. W ocelu wyznaczenia
napreZen 1 temperatury w ciele nieograniczonym wygodnie jest wprowadzié poten-
" cjal termospreZystego przemieszezenia @ zdefiniowany nastepujaco [6]:

= By,

przy czym w przypadku drgan harmonicznych @ (xy,£) = @* (x;) "*, Wowczas
uklad czterech réwnan (2.2) i (2.3) mozna preeksztalcié nastgpujaco:
Zauwazmy, mianowicie 7e

£ 3

* ES ¥ .
U xp = @, thk Hp gt ™ '@, ki -
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. “Uklad réwnan (2.3) mozna wigc napisac w postaci

(A+2p) D +ye? " i mb KT

Po scalkowaniu kazdego z tych rownan wzgledem x; otrzymujemy za kazdym razem
takie samo rownanie postaci nastgpujacej:

(A+2u) Bty OF = mb*,
) L Y

Réwnanic to oraz réwnanie przewodnictwa cieplnego (2.2) po podstawienin e* =
— Uy = Py, daja vktad dwéch réwnan

* in & Q* *
2.4 6 g e 0% — nio® gy = — o Dyt 02 2 DF =G0,
gdzie
Y 3242
2 — 2 (i) = ——— fnl
o2 = o2 (iw) FREM 9 =P (jw) = P t
Naprezenia wyraZaja sie za pomoca funkeji @* wzorami
04 = crf:j et

gdzie
o = 2 (PTyy — By D) — yw? D¥ §ys.

Rozwigzanie otrzymane za pomocg funkcji @ jest dla ofrodka nicograniczonego
rozwigzaniem spetniajacym w nieskoficzonodci warunki brzegowe [6]. Nie trzeba
wiec tego rozwiazania uzupelnia¢ innymi funkcjami. Uklad réwnan (2.4) moina
napisa¢ w postaci

Qﬂ’

((V2 - ) 0* — pipV2 &* = — o 79‘!9”; — (V24062 2y % =0,

JTak tatwo zauwazyé, mozna ten uklad doprowadzi¢ do dwéch réwnaf niezaleznych

1 w2
(VZ—q)(VZJr )6*—gs V26*~~—(V2 ?)Q*,
(2.5) :
&
(Vz—q)(V2+ )@*—qs V2 = ﬁ-—Q"=

Przyjeto tu oznaczenia nastepujace: V2 oznacza operator Laplace’a, ¢ = iw/x,
g = i, 1o = o2

Rozpatrzmy drgania wywolane plaskim Zrédiem ciepta umieszczonym w plasz-
ozysznie x = 0. Mozna woéwcezas napisaé Q% = Qp 0 (%), gdzie 6 (x) jest funkcja
Diraca. Operator V2 zredukuje si¢ wéwezas do pochodnej 82/0x>. Rozwiazania
réwnan (2.5) beds oczywiscie zalezaly tylko od zmiennej x. Dzigki analogii réwnaf
(2.5) do odpowiednich réwnafi dla ofrodka spreZystego mozna wykorzystaé otrzy-
mane juz dla tego ofrodka wyniki [6]:
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Qo P ( 1 1 )
o T b=k —Eew
P = e =\ ¢ B
Pl e (5 ]
SR Rl 2| 2 k| 2\ D ekgw
6 2 (k2 — k) {\ o} th Ky € ) o3 + Ty ’
dla x > 0. NapreZenia otrzymamy ze wzordw

o2 @+
dx2

+yw2¢*), Oy = Gy = Oy == 0.

o & o
Oy = —y2 ®*, 0, = 0, = — (2,& y — Oy

Wystepujace we wzorach na @% i 0* wielkodei &y i ky sa pierwiastkami réwnania
charakterystycznego
”e 1 kz[im (1 n e*) cuz] o 2
@) S IR U2 B e S
gdzie & = ¢' 3. 4

Z czterech pierwiastkow tego rownania trzeba oczywiscie weziad te, dla kidrych
czgici rzeczywiste sa dodatnie. Predko$¢ fazowa rozehodzenia sig fali ¢ i wspdlezyn-
nik thumienia § okreslone sg za pomoca wzordw

o

¢ Im (k)
Trzeba przeprowadzi¢ dyskusje pierwiastkéw ky i ko w zaleznosci od  dla poszeze-
goélnych modeli ciat lepkosprezystych. Dyskusja ogdlna jest tu utrudniona, gdyz
wystepujaca w réwnaniu wielko$é zespolona ©? jest réina dla poszezegdinych
modeli.

i &=Re(k).

3. Pierwiasﬂ;i rownania charakterystycznego
1. Model Kelvina-Voigta. Dla tego modelu mamy [6]
Pi(iw)y =1, Py@w)=2uy{t1io+1), P3{w)=io, P4(in)=73Kiv,
_ 30+2p0
0 — 3 ]
gdzie #; — n'/py oznacza czas opdinienia oraz %’ lepkoéé elementu tlumiacego.
Z powyzszych zaleznoSci na podstawie wzordw

ﬂ__l(P‘; Pz) 1P

) =3\ " r ) H TR

mamy

4
M) +2p (i) = Ao-+-2p0 + — o 1 w0,
32 (i) +2p (i) = 3Ky = 329--2p10,
a stad .
wf:——:c%—l—gtlzw:cf+?c§rlzw, 19:%7}—%——.
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Przez ¢; oznaczono tu predkosé fali dylatacji w ciele sprezystym, a przez ¢; predkose
fali skretnej w ciele sprgzymym

Tefli 1, =0, to v} > ci, ¢ -»¢, co odpowiada modelowi ciala sprezystego.
Réwnanie (2.6) jest wowcezas identyczne z odpowiednim réwnaniem dla ciala spre-
zystego. Wprowadzajac nows zmienng bezwynmiarows g1 — wxo; mozna réwnanie
(2.6) napisaé w postaci nasigpujacej:

2 * . 4 4

1)19 1 g i p{7]
. 4 __ |2 A 31— — = {)
(3.1 k k ") [t(gl Tw%) 1] o - »

gdzie py jest oczywiscie wielkoScia zespolona. Istotne dla nas jest znalezienie czedci
rzeczywiste] i czesci urojonej pierwiastkow réwnania (2.6). W tym celu przedstawimy

1/ey w postaci

1

— =—+ai,

e1 €o
gdzie oo = onfc?  jest wielkoscia rzeczywista, taka sama jaka wprowadzili
P. CHADWICK i 1. N. SNEDDON [21 dla ciala sprezystego, a o = dug £1/3yx. Wprowa-
dzenie zmiennej go jest wygodne ze wzgledu na to, Ze jest to bezwymiarowa zmienna
rreczywista pozwalajaca pordéwnal otrzymane wyniki z wynikami otrzymanyml
dla ciata sprefystego.

Réwnanie (3.1) mozna teraz napisaé w postaci

b — [Ez — (1-+a) go) e (aeo igg) = 0,

gdzie £ =1tea = s*/cl2 jest wiclkodcia identycung z odpowiednia wielkoécia
dla ciafa sprezystego przy uwzglednienin sprzezenia [6].
Wprowadzajac oznaczenia

Ay = [E — (1} a) gol? — 4 (ag} — 00 D) = 6 §+21 2 — &or) eo — &2, -

ap = 14+a, a=1-a,

kiz2= V—(El — ay 99 L Y AN =
/— [—a; gp &= Re ( Ap)-+éit i Im ( ADI* = T (a1, 2612 D"
otrzymamy

C1 —
ki2= 71/91 ki,2,

co po rozbicin na czgdc i'zeczywista i urojona daje

' /on
6D Relan= R — [Re (71,2} (V1T a2 g3 1P+

«V2V1+d g

+ Tm () (V T+a2 02 — )",
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k

¢y ey
2V 2V 1+ a2

Im (k1 2) — Um @)V TF2 g + D)2 —

— Re (ky,2) (V142 g2 — 1)'2],
gdzie

1 e _ 1 -
Re (ky,2) = ‘j‘(i/ﬂ%,z"l-b%,z‘l- a2, Im(ky,0) = Y (V ai 2 +b} 2~ a1, "2,

a2 = —ajgo+Re(yd), by2=E+LIm(/A),

_ 1
Re () = o V(e ¢ = 2R +-4g5 @ — PP+ i — 21,

1
Im (y/4)) = 7z [V (o2 0% — E2)24-402 2 — &ap)2 — (2 0f — EDT2,

Jesli w powyzszych wzorach przyjaé « = 0 (czyli ) = 0), tzn. rozpatrywaé cialo
sprezyste, oraz ¢ = 0, tzn. pominaé wplyw sprzezenia, to k| = ]/ iwlx, ky = (w/e)) i.
Oznacza to, Ze pierwiastek k; odpowiada skladnikowi zwigzanemu z propagacja
ciepla, a k, zmodyfikowanej fali sprezystej,

Nalezy jeszeze zbadaé, przy jakich warunkach dla « powy’sze wzory sa stuszne.
Ot62 czgsé rzeczywista i urojona)/ A, beda mialy te same znaki, gdy Im (4,) bedzie
dodatnie, tzn. wéwcezas, gdy 2 — &ay >0, czyli gdy a < (1 — &){(1-+5). Trzeba
réwnie rozpatrze$ znak Im (&3 ,):

- 1 1
' Im(kf,z)ﬁ“z—bm :‘Z“[E:I:Im(]/z—l)].

Oczywiscie Im (k) > 0. Mozna wykazaé, e réwniez Im (k2) > 0, jedli tylko
a << 1/(14-¢). W tym wypadku Ré (ky,») i Im (%4, ) maja te same znaki. We wzorach
(3.2) wielko$¢ Im (ky,,) jest rowniez zawsze dodatnia. .

Interesujgca jest zaleino$é¢ wielkoScel ¢fcy 1 8/8, od gg. Ogdlna odpowiedZ nie
jest fatwa, gdyz w wyraZeniach okre§lajacych ko, wystepuje zbyt wiele parametréw.
Mozna natomiast obliczy¢ granice, do ktérych zmierzaja te wielkosci, gdy gg — 0
1-gg —co. Symbol §,, oznacza tu wspélezynnik thumienia dla #; =0 i gy~ co.
Zmierzanie py do zera Iub do nieskoficzono$ci odpowiada zmierzaniu do zera lub
do nieskoficzono$ci czestosci w.

Gdy 0 —0, to
¢ _ .6
lim—-:]/.f, im — =0.
pg—>0 41 o0 500
Te wartofci graniczne sa identyczne z otrzymanymi dla ciala sprezystego
z uwzglednieniem sprzezenia.
Gdy gy — oo, 1o

0
lim — = oy lim ? = 00,
po—+00 €1 ap+00 Yoo
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. Dla bardzo duzych gy mozna napisaé wzory asymptotyczne dla ¢ 1 § w postaci

V200

C%lcll/ﬂa), & 6]/4“

Wynika to stad, Ze

c L Ve

.lim — =] oraz lim =1.
womroo €1 V 209 o0-+o0 O 1/290

Poniewaz d., = ¢1 2%, to wyraZenie asymptotyczne dla d mozemy napisaé w postaci

w_ LU
2a

‘Badanie zachowania sie ¢f¢; 1 8/, przy gp-—+oc ma prakiycznic niewielkie
znaczenie, gdyz dla drgan mechanicznych mamy zwykle go <« 1.

Rozpatrzmy jeszeze wyraZenia Re (kz) i Im (k2) dla bardzo malych go (bliskich
zeru). Mozna wowezas rozwinaé w szereg potegowy funkeje ]/LTI, k1,2 oraz
(14000 )12 Otrzymamy ‘ .
— 0 212 — £ay)?

- 2

I/Al = 51 +"E_-W gy — 41 Go + 282 Q(}i’

- 1 —éay ~ o 1~y t+af2
k1%]/§i(1*“_2§—2—.901), ko = ?(lﬂLTQol,

1
(A+agy ) Pt — 5 2 i.

Stad

c1 Voo ~ ap & —1 1 ] 1 1— fap \
klm_lil/zﬂ 1/ [ M o5 _Q0+3~a90+t(1——7a90¥*—~—-—2§2 Qo)l
oraz
. c1 0 g &—1—af?
(3.3) kzm;]/—%(eu 25 w-%;aew

Jezsli w powyzszych wzorach przyjaé « = 0 {co oznacza, ze bedziemy rozpatrywali
ciato sprezyste), to wzory te bedg identyczne 7 otrzymanymi przez P. CHADWICKA
i 1. N. $neppona [4]. Dla matych gg mozemy wige, korzystajac z ostatniego wzoru,
napisaé predkoéé rozchodzenia sig fali w postaci

c ey 1/ 1+e
oraz wspOlczynnik tlumienia w postaci
¢y ¢+éa ey £ a 5
”—?“°_u@+wg

1
Dla ofrodka sprezystego tlumienie wynosi

cl e 2

észﬁ—l/—?s—go.
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Tak wiec
é o
5~ 1+& .

Widaé stad, ze w przypadku modelu Kelvina-Voigta w tym zakresie, w ktérym
z wystarczajaca dokladnodcia mozemy postugiwaé sie wzorem (3.3), predkoéé fali
w ciele Jepkosprezystym nie ro2ni si¢ od predkoéei fali w ciele sprezystym. Wyraznie
natomiast zmienia sie thumienie. Zmiana thumienia zalezy od stosunku aofe.

2. Model Maxwella. Dla tego modelu mamy [6]

Py (iw) = io+1y",  Py(iw) = 2ugin, Pi3(io)=in, P4(io)=3Kio,
Ky = (3Ap--2u0)/3,

gdzie #5 == 5'fuy oznacza czas relaksacii oraz 7’ lepko$¢ elementu thumiacego.
Mamy rownie

1
h(ie)+-241 (o) = [(o-+20) feo+- Ko 151 e

34 (fw)+2p (iw) = 3do+2p0 = 3Ky,
a stad '

‘ . »
7)2:&"}-2;4: iw (cz— Kyt i)—ic*z.
! y ettt ! Yo z
We wzorach tych ¢; oznacza predkoesc fali dylatacji w ciele sprezystym,
to_i Ky ! .

z=1+——, %=~ i.
iw Py

Jezeli 1y — o0, to v2 — ¢2 i réwnanie (2.6) bedzie identyczne z réwnaniem otrzy-
manym dla ciala sprezystego.
Wprowadzajac zmienne bezwymiarowe o = wx/c*2 i py = wx/c? widzimy, Ze

B 1 1 o
z=1——4i, —=———F1I,
@o 21 20 Op
gdzie
Kon fo_l . Ky ﬁ g = %l{;l
yet yei ¢t
oraz

. B0 O,
o] = —c7.
po — Bi

Jesli ponadto oznaczymy e*/ci = e, gdzie ¢ jest wielkodeia ta sama, co w praypadku
ciala sprefystego, to rownanie (2.6) moZna napisaé w postaci

k4 12——(@“——(— ot §'+A)—c—?m~—€52’—('3+32—' C)=0
R e wt (go— ai)p RO TR T RO BT T
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Przyjeto tu oznaczenia

K
gotipie, A=atpe— okt e)

B=alf= ﬁ( 2'“%1) C=af = ﬁzm

Ouznaczajac dalef
Ay = (—051igo &'+ — 4 (igh+Bej — ieo €) =
= 0¢ — 21y (§' — 2) — 05 (§"2+24 — 4B)+-2ig (48" — 2C) - 42
OT4z

- 1 —
Kz = 7= (—gitieo &'+ A Ly A",
o V2 ,
otrzymamy rozwigzanie w postaci
aVe
kyy = 1¥ 00 _ 7
xV go — i

W celu znalezienia czelcl rzeczywistej i urojonej pierwiastkéw ky i ky przedsia-
wimy te wyrazenia w postaci wyrazniejszej:

&
A

| - _ 1 :

= [ A Re (Y2 o €+ Tm (AN = o Far ] ™,
o i ! ;
k= i/~2: [—Q%+A — Re (I/ Aoy & —ilm (]/Zh)]m == ]72? [ay+ibs]2,

o |
AL — (oo-+ i)' (ay, 3+b1,2 )2,

] _ e =
1,2 %]/Q%+a2 V2

€0 W rozbicin na cze$é rreczywista 1 urcjong daje

5] 1/(_70

Rethd = e ;/_ [Re (k1,) (¥ g5 +a2+-e0)™ — |
—Tm (by,2) (V5 e — 00",

aVeo

1
IR /2t — p)?
%]/90+a2 l/ e (k1,2) (V g5+ o2 — go)

+ Tm (%, 2) (V -+ 024-00)"?].

Tm (ky, 2) =

Wprowadzono tu nastgpujace oznaczenia:
Re(k,n) = (V@ y i B, — ), Im(kyo) = Va8, — a0,
a2 = 0+ AxRe (YA, bz = g &'EIm(/4),

Re (y/4y) = ]/“ V(0 — aoe+ 4221 4¢3 12 — &) 03+ b2+ 0§ — agg+ A2},
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1
Im (/' 4;) = 3 V(0§ — agi+A221-402 [(2 — &) g3+B1 — ph-+-aph — A2},
a—=E2424 — 4B, b= A — 2C. '

Jezeli W powyizszych wzorach przyja¢ & — 0, tzn. nie uwzgledniaé sprzgzenia,
oraz fy = oo (cialo traktowad jako sprezyste), czyli preyjaé A = B=C =0, £ =1,
to ky = Viwfx, ky = (wfey) i. Oznacza to, Ze ky odpowiada zmodyfikowanej fali
~cieplnej, a ko zmodyfikowanej fali sprezystej. Trzeba jeszeze zbadaé, przy jakich
warunkach na o (czyli na ty) powyzsze wzory sa prawdziwe.

Dla 3/, bedziemy mieli ten sam znak przy Re (j/4;) i Im (/' 4,), gdy Im (4;) >
> 0. Warunek ten bedzie spelniony, gdy (2 — &) o2+ 46 — 2C > 0. Nier6wnosé
powyzsza bedzie prawdziwa dla wszystkich gy, gdy (2 — &) > 0 oraz 48" — 2C > 0,
a te nieréwnoéci beda spelivione dla f << 1 — ¢ (nieréwnoéé pierwsza) i f <
<y} (eyc?/2Ky). Poniewaz na ogdl & jest wielkoscia bardzo mala (rzedu 10-2),
istotnym ograniczeniem jest warunek drugi. Na to, aby przy Re (ky,2) i Im (%, )
wystapily te same znaki, potrzeba, aby Im (k%) > 0. Dla %} warunek ten jest
zawsze spelniony. Dla k3 mamy Im (%} ,) = $ [go & — Im ()/A)]. Trzeba wigc
rozwigzaé nierownosé gg &' — Im (]/ A1) > 0. Nieréwno$é ta jest prawdziwa dla
kazdego gy, jezeli § < 1.

Zachowanie sig ¢/cy 1 /0, przy oo — 0 1 gy — oo przedstawia si¢ nastepujgco:

4 a Kg | d
lim—=3/——+eg=}/ —=+e, lim_ =0,
ga->0 1 ﬁ Y go—0 600

—+a
lim —=1, limm=1+ﬁ .
g-+00 (4] : O 600 £

Ostatniec dwa wzory, méwiace o zachowaniu sig predkosci fazowej fali i wspélezynni-
ka thomienia dla bardzo duzych gy, nie maja prakiycznego znaczenia, gdyz jak
wiadomo zwykle g9 < 1.

Interesujacy jest fakt, 7e stosunck c/e; przy o — 0 nie zalezy od czasu relaksacii.
Dla. matych wartodci gy nie moina otrzymaé przyblizonych wariosci ky 1 ky przez
rozwinigcie w szereg potegowy odpowiednich funkcii, jak to miale miejsce w przy-
padku modelu Kelvina-Voigta bez ustalenia parametru 4. Mozna natomiast funkeje
VA4, k1,2, (00 — @) "7 rozwinaé w szereg ze wzgledu na 1/gg dla bardzo duzych g.
Wéwerzas po odrzuceniu wyrazéw rzedu (1/og)? i wyZszych otrzymamy:

e, B+(1—-¢&Y 1 a [ B+(1—-&) 1 o ]}
S ] F [ psa b R | §
{1 2 Qo 290+I 2 o 2e0

cl[f’—l a _ a(&’—l)]
490 Il.

Gdy ty — oo, wzory powyisze przechodza we wzory otrzymane dla ciata spreZystego.
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Pesome

BOIIPOC PACITPOCTPAHEHIS BOJIH B BECKOHEUHOI BASKOVIIPYTOM CPELE
IIP VUETE TEPMOMEXAHAYECKOTO COIPSDKEHUS

PaccMaTpuBasTCA BONPOC PACHPOCTPALMEHMA BOAER B OeckoHeyHOH BAKOYIPYTOi cpene,
BLI3BAHEOH HEHCTBHEM ONOCKOTO HCTOWAMEZ TEINR, TADMOHAYCCKH W3MGHTIOTIETOCS BO BREMEHM.
Paccmarpurpazorea Mofenmy Kenssua -@oiirta u Maxcsenna, s ofenx Mopgnel, TORyIar0TCH
dopmynel, ompepemmomue PA20BYIC CKOPOCTE ¢ M X03pGUINCHT 3aTYXAHES J, Kak GespasMepHoi
dynKOHY mepeMeHHOH gp = cox,fcf. Hus cnywas mopeny Kenosmma-Qoirra must ¢ < 1, mony-
HAEOTCH NPUONIDKEHHEIS SHATCHER ¢ W J. OXA3sBacTCy, YTO CKOPOCThL BONHLL, B 3TCM Cliy4ae, He
DPa3HATC OT CKOPOCTH BONHEI B CIYUae YHDPYIOTO Tela © yueToM compsoremmf. Koosddwmmmeny
NeMIdAPOBANUS KE 3ABUCUT OT BPOMOHH SaANA3feBanms f. Jing Mofeny Makcrelta He Y5AIech
TMONYMUTL MPHCIMKEHHRIX SHAMCHIE Od ¢ B 6 1pw gp < 1, 663 mpefiCeCTRYIOIELO IPEIIoIo-
KEHAS, KACAIOWIEIOCH IOPAHKS BENMYAHS! BPCMEHM pPENAXCAnrH fo.

Summary

PROPAGATION OF WAVES IN AN INFINITE VISCO-ELASTIC MEDIUM TAKING
INTO CONSIDERATION THE THERMOMECHANICAT. COUPLING

The wave mentioned in the title is produced by a plane harmonic source of heat. The Kelvin-
Voigt and Maxwell body are considered, Equations are obtained for both determining the phase
velocity ¢ and the damping coefficient § in function of the dimensionless coordinate gp — wnfct.
In the case of the Kelvin-Voigt model approximate values of ¢ and & are obtained for gy « 1.
It is found that the wave velocity does not differ, in this case, from the cotresponding value in the
case of an elastic body with coupling. The damping coefficient depends on the creep time #,. For
the Maxwell model no approximate values for ¢ and § have been cbtained for oo < 1 without
previous assumption of the relaxation time #,
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