RozprRAWY INZYNIERSKIE
4, 16 (1968)

DRGANIA SWOBODNE PASMA PLYTOWEGO O ZMIENNEJ GRUBOSCI

OSWALD MATEJA (OPOLE)

1. Wstep

Problem poprzecznych (gigtnych) drgaf swobodnych plyt prostokatnych o do-
wolnie zmiennej sztywnosci i ge_stdééi rozwigzal Z. MazurkiEwicz [1, 2 i 3}. Autor
ten zastapil znane réwnanie r6zniczkowe zagadnienia jednorodnym réwnaniem
catkowym Fredholma drugiego rodzaju i doprowadzit rozwiazanie tego ostatniego
réwnania do nieskoficzonego ukladu jednorodnych réwnad liniowych. Tak uzyskane
vozwigzanic wymaga w konkretnych przykladach ucigzliwych obliczen, trudmych
do przeprowadzenia przy wykorzystaniu szybkoliczacych maszyn cyfrowych.

W niniejsze] pracy rozpatruje sig
zagadnienie drgan swobodnych pas- A Ak
ma plytowego o zmiennej grubodcei il

wzdiuz jego osi. ![ x ﬁf?jh
G - | et
L}

Opierajac sig na pracach ILWAG- Y
NERA [4 i 5] oraz na pracy [6],
dotyczacych innego zagadnienia,  yi4
uzyskujemy rozwigzanie problemu
za pomoca tzw, metody macierzy
przeniesienia. Pozwala to na prowa-
dzenie obliczefh wedlug prostego
schematu.
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2. Rozwiazanie problemu ier ¥
| { Uiet

e e
4

Rozpairzmy swobodnie pod- lL
parte na brzegach pasmo plytowe d——j
(rys. 1). Zaktadamy, Ze walcowa A
sztywno$§é na zginanie pasma D Rys, 1
oraz jego masa w odniesienin
do jednostki powierzchni o sa funkcjami przedzialami cigglymi zmiennej y. Po-
dzielmy rozpatrywane pasmo plaszezyznami prostopadtymi do plaszezyzny plyty
wzdhuz Hnii y; na # czeéci o dlugosciach /4y, I, .., ln. Przyjmujemy, iz dokonaliSmy
takiego podziatu pasma, Ze z dostateczna dokladnoscia dla obliczen techniczaych
mo#na na danych odcinkach miedzy poszezegbluymi przekrojami przyja¢ funkcie
D; i p; jako stale. Warto tu nadmieni¢, i% uwzgledniajac w plerwszym przypadku
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najmniejsze wartodci funkcji &7 = 0¢/D; w poszezegGlnych przedzialach otrzymuje
sie czestotliwodcl drgan whasnych nie mniejsze od rzeczywistych, natomiast w drugim
przypadku, biorac najwigksze wartodei tych funkcji w poszezegdlnych przedzialach,
otrzymuje si¢ czestotliwodci nie wigksze od rzeczywistych. Mozna wige tatwo przedsta-
wionym dalej sposobem olredlania czgstotliwosel drgan wlasnych pasma plytowego
okrefli¢ granice, w jakich zawarte sg rzeczywiste wartosel,

Dla odeinka [ (rys. 1) pasma znane rownanie roZniczkowe poprzecznych drgai
wiasnych plyty przy pominigciu wplywu sit poprzecznych oraz momentdw sit
bezwladnosci obrotu ma postaé (por. np. 7], str. 486)

@1 . 0234 " ﬂ(aéﬁi s 04 Wy n 34%) 0
o2 g | Oxt 0x2 0y; oyf
Uwzgledniajac, ze dla drgaf harmonicznych
2.2 WX,y 1) = e dx, 1) sin wf,
otrzymamy
2.3) LSS T LTy

o T ema T oE
gdzie
: _ ER}
PN
Dy 12(1 — »2)

Poszukujac rozwiazania powyiszego rdwnania w postaci (metoda Levy’ego):
(2-4) cwilx, i) = Yi (yi) sin Ax,
gdzie 4 = mamfl;, otrzymamy na ¥; (y;) nastepujace réwnanie:
(2.5} Y 228 (04— K oe) ¥ =0.

Wylkonujac na réwnaniu (2.5) transformacje Laplace’a otrzymamy transformate
funkeji Y (34) w nasigpujacej postaci:
Yia(p] — 202 pi)+-Yig(p} — 204 Yig put-Yg

7= 22 A — R P '

@6 Lo =

Wystgpujace w ostatnim réwnaniu stale Y;q, Yy, Yy 1 Yy, sa wartocia funkeji
Yi(y1), jei pierwsza, druga i trzecig pochodna w przekroju y; = 0.

Wykonujae z kolei na réwnaniu (2.6) odwrotna transformacje Laplace’a, otrzy-
mamy funkcj¢ ¥; (1) bedaca calka ogdlng réwnania (2.5). Funkcja ta oraz jej trzy
pierwsze pochodne maja nastepujaca postaé:

Yi= Yu Sfl‘f‘ Y’i’d ng‘f' Yils;, fs“‘ Yz'é’ S§4 ’
Yi’ = Yiq Sé'l + Yi:i ng‘i‘ Yf:c; Sgs‘!‘ Y{’; Szz:; s
Yi” = Yia Sgl—l_ Yi’d ng‘i‘ Yi’a;. gz“!‘ Yi’c;’ S§4 »

y_?::u = Yy S§E+Yi’d 'S‘fﬂ-l_ Yi’é Si3+ Kz:ﬂ;’ SEA »

2.7
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gdzie S}, sa funkcjami, ktore dla przypadku gdy 22 < ki w podano w tablicy 1,
a dla przypadku A2 > k; @ — w tablicy 2. Przypadek, gdy 4y = ki o pominigto.

Znajac warto$é funkcji ¥; (34), jej pierwszg, druga i trzecia pochodng w przekro-
ju i od strony oznaczonej litera d (por. rys. 1) oraz znajac wartosci funkcji st dla
yi = ki, mozemy okredlié Yiiig, ¥ji5y, Yirig i Yiiy, D@ koficu rozwaZanego
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przedzialu po stronie oznaczonej litera g w nastgpujacy sposob:

(2.8)

gdzie

(2.9)

(2.10)

Przy przejéciu w danym przekroju i—Fl ze strony oznaczonej literg g do strony

Yitig= St Yig

. T 1, 4
S’\': = [S;Ic]y,;#li » Jo=1 4’
| Yia '  Yieig
- Yi’d, = _ Yii-l-ly
Yid o [T Yi+lg’ T "
Ym Yi+lg
._Y'ir‘;rl_ ﬁYif‘fglgH

oznaczonej litera d muszg byé spelnione nastepujace warunki:

(2.11)
(2.12)
czyhi

(2.13)

oraz

czyli

(2.14)

I ’
K’.+lg = YiJrIa‘.a Yi+ig = Yu-ms

My g = Myrraas

Di(¥/ 11y — 2 Y 4g) = Dist (Y10 — 2 Y110

rr

Di(YHw

*

( . t)m_w) o ( dmyg;)
Qy 0% i1 ] ox Jivia’

— 2= N RV = Dist (Fiig— 2(1 — ) ¥y,

Mozemy wiec napisaé, ie

(2.15)
gdzie

(2.16)

Uipq =

Yivie = Uip Yigrg = Uiy Si Yia,

1. : 0 0 0
t 1 H 0
v32(Diy1— Di) D;
R 0 / 0
Disy Diyy
0 201 — ) A2(Dyy — DY) 0 Dy
-~ Di-i-l Diyy |
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Przechodzac w analogiczny sposéb wszystkie przedzialy otrzymamy

(2.17) Yortg =S UnSaci Unoy . Us Sa Uh S, ¥y,
gdzie
Yot T
@18) LA B
Yn+1g YI
Revers B
Oznaczajac
(2.19) R= Sy UnSu g Un_y.. Uy So U, 8

mozemy krotko napisaé ‘
{2.20) Yyi1, = RY).
Czyli
Yosrg= Y1 Au+Y Adp+ ¥ A+ Y, Ay,

- Y 1y = Y1 Aot ¥ A+ ¥ Aps+- ¥, Ays,

'y

Yostg = Yi du+Y Ao ¥ Aga+ V)" Aaa,

it

Viiig=YViAda+¥ dpt Y dnt+ V" Ay,

gdzie A sa elementami macierzy R.

W zaleZnodei od warunkow brzegowych na krawedziach y = 0 i » = I, moZzemy
okrefli¢ interesujace nas crzestoéci katowe z warunkéw znikania odpowiednich
minoréw macierzy (19). |

I tak, w przypadku krawedzi y = 0, p = I swobodnie podpartych mamy

(2.22) Yi=Y =Yyy= Yny, =0.

Kwadrat czestosci katowej w2 drgafi wlasnych ukladu moZemy obliczyé wtedy
ze WIoru
(2.23) Ay = A1 Ay — Ay Azp = 0.

Jesli krawedZ y = 0 jest utwierdzona a krawedz y = / jest swobodna, to mamy

nastepujace warunki:

(2.24) Yi=% =0

oraz

[]?ly]UZE,, == D“(Y;;-i-ly — A2 Yn-fu.ig) =0 )

amyx rr ,
Yoy, T DBy = 20 =) 2T = 0.
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7 ostatnich dwdch réwnaf wynikaja zaleZnosci

H

(2.25) Y e = "2 Yoy gy
oraz
(2.26) Y, g =21 —» 27, ,,,.

Podstawiajac zwiazki (2.24), (2.25) 1 (2.26) do rownan (2.21), otrzymamy

rir

¥ (Aaz — vR2A1)+ Y[ (A — #A2459) =0,

"

(2.27) 9y
Vi (Aay — 20 — ) RAg)+ Yy (dgg —2(1 —9) 224,49 = O,

Czyli z warunku

(2.28) Ay = {(dy3 — v22413) (Aga — 2(1 — #) B2Ayq) —
— {Ayq — vA2 A1) (43 — 2 (1 — 7) Ay} =0

mozemy obliczyé kwadrat czestodel katowej ? drgaf wlasnych ukladu.
Podobne wzory do obliczania czestodci drgan wlasnych moZna latwo ustalié
dia innych kombinacji warunkéw brzegowych na krawedziach y =0 1 y=1
W ogdlnosci réwnania (2.23) 1 (2.28) itp. sa réwnaniami przestgpnymi i dlatego
w prakiycznyeh obliczeniach najlepiej podstawia¢ 7za w odpowiednie wartosci
wedlug z géry ustalonego «krokn». Sporzadzajac wykres funkcji A;(w2) moZna
wtedy fatwo ustalié intercsujace nas pierwiastki réwnania A; (w?) = 0.

3. Przyklad liczbowy

Obliczy¢ dla m = 1 podstawowa czestosé katowa drgan wlasnych plyty o wymia-
rach /= 10,0 m, s = 0,1 m (rys. 2). Krawedzie I -1II oraz IT -1V sa swobodnie
podparte. ' '

Obliczenia przeprowadzanmy dla E= 3.105 T/m2, » = 0,20, y = 2,5 T/m3.
Rozpatrywana plyte dzielimy plaszezyzng 2-2 na dwie czefei. Obliczamy dla
plerwsze] czedol

Ehi’ 'J"}*'-l

TN o 60 — e . -2 2 3
Dy 12 (1 — g)Z) % Tm.z 01 z 2,55 10 Ts /]n

OTaz

\ % :%1; — 9,81-10-5 s2/m.

Podobnie dla drugiej czedel znajdziemy A
D; = 32,6 Tm, g;=1,275:10-2 Te2/m3, kj = 39,1-10-5 s2/m4.

Nastepnie ustalamy wartoéci pomocniczeé do obliczenia elementéw macierzy
Sy 1 8. Przykladowo dla w == 5,5 rd/s wartoéci te podano w tablicy 3.

Rorzprawy Inzynlerskie — 10
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Tablica 4. Obliczenie elementéw macierzy R sposobem Falka dla o = 5,5 rdfs

—4,26 1,10 | 191 409
— 276 | — 4,26 81,8 191
— 129 | —276 33,4 81,8
— 0,551 | — 1,29 13,4 33,4
1 0 0 0 — 426 1,10 | 191 409
0 ‘ 1 0 0 — 276 | — 426 81,8 191
—0,1375 0 7,98 0 — 972 | —222 240,5 597
0 1,008 0 798 | 1,38 | — 562 17,0 57,0
0,8625 —0,098 7,98 7,98 | —1812 | —31,98 | 35303 | 1254
272 12,87 216 441 2754 | —7322 60970 | 157470
0,924 2,72 99,6 216 —1280 | —3424 28070 | 72898
0,452 0,924 45,3 999 | - 584 | —1573 12770 | 33171
0,209 0,452 20,58 453 | — 2645 | — 712 5782 | 15027
4,303 16,966 381,78 | 8022 | —4882 | 13031 | 107592 | 278566

Z kolei obliczamy ze wzordéw (2.7) oraz na podstawie zaleznoéei (2.16) elementy
macierzy S, S» oraz macierzy U,. Elementy tych macierzy przykladowo dla o =
= 5,5 rd/s podano w tablicy 4. Tablica

A Aep ta stuZy jednoczeénic do mnoZenia ma-
’//

. cierzy sposobem Falka (por. np. [8]).
Majac obliczone elementy macierzy
R, ustalamy wartofci funkcji Ay (w).
Zbadajmy dwa przypadki:
NE S 1) krawedzie I-IT i TII-1V
utwierdzone,
2) krawedZz I-T1I utwierdzona,
a krawedz I -1V swobodna.

=]
-]

o)

A

o )
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Agdy

[

w,ra‘/;

wlf=5570dfs
= 565 1dfs

.

]
¥

Rys, 2 Rys. 3
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Dla pierwszego przypadku dla o = 5,5 rdfs otrzymamy
Ay = Ay Apg — Agy Ay == 60570-72898 — 28069-157470 — 24562630,
a dla drugiego, korzystajac ze wzoru {2.28) ma.;ny-
32 = —353107.

PowyzZsze obliczenia powtarzamy dla w = 1,0, 2,0, ..., 6,0 rd/s Sporzq,dzajac
wykresy funkeji Ay (w) oraz 4, (w) moZemy latwo zaniezc ple1 Wwsze miejsce zerowane
tych funkeji (rys. 3), otrzymujac dla pierwszego przypadku o = 5,65 rdfs
dla drugiego oP = 5,57 rd/s.

Literatura cytowana w fekgcie

1. Z. MAazuRxmwICz, General expressions for the boundary conditions and the differential
equation of equilibrium and vibration of an anisotropic, nonhomogeneous plate, Bull. Acad. Polon.
Sci., Série sci, techn., 9, 7 (1959). :

2, Z. MazuRKEwICz, Free vibration of an isotropic, nonhamogeneous recmngula;v plate, Bull,
Acad. Polon, Sci., Sérfe sci. techn., 2, 7 (1960).

3. Z. MAZURKIBWICZ, Bending wbmtwn and buckling of a vectangular orthotropic plate resting
on' a non-homogeneous fundation, Bull. Acad. Polon. Sci. ., Série Sci. techn., 3, 8 (1960).

4. H. WaGner, Dig Stabilititsherechnung abgesetzter Knicksttibe mit Hilfe der Laplace-Trans-
Sovmation und der Matrizenrechnung, Z. VDI, nr 1251—1256, 1957,

5. H. WAGNER, Die Sitabilitd! der axial gedriickten Kreiszylinderschale mit verdnderlicher
Wandstirke, Osterr. Ing.-Archiv, nr 4, 1960,

6. O. MATEIA, Drgania swobodne masztow i wysmuldych budowli wiezowych, Arch. InZyn.
Ladow., 4, 14 (1968),

7, 8. Kausks i in., Drgania § fale w clalach stalych, PWN, Warszawa 1966,

8. R. Zurmlnr, Martizen und ihre technische Andwendung, Springer Verlag, Berlin 1961,

Pezsome

CBOBOIHBIE KONEBAHMSA IACTHAHYATON NOEOCEH]
TIEPEMEHHOM TOJIGUHBI

PaccmaTpuBactes BOOPOC IONEPEMHBIx CBOGOAHBIX XoseGasmit MTaCTHHTATON NOIOCh: e~
PeMeHHOM, BOONb €¢ OCH, TONMEHAEL Peluchue 3afavd NONYYERO ¢ MOMOTRIR METOIA TPAHC/S-
UHCHHEIX MaTpHE. Jacercs YECIOBOH mpmamep.

Summary

FREE VIBRATIONS OF A STRIP OF PLATES WlTH VARIABLE THICKNESS

The problem concerns the transverse free vibrations of a strip of plates with the thickness being
variable along its axis. The solution has been obtained usmg the matrix of transposmon A nu-
merical example is given,

Praca zostala zivtona w Redakcji dnia 25 cierwea 1968 .






