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1. Wstep

Powloki sprezyste o malych wyniostosciach dzigki duzym zaletome konomicznym,
konstrukeyjnym i architektonicznym sa czesto stosowane jako dzwigary powierz-
chniowe, spelniajace rolg przekiyé dachowych. Z tego wzgledu rozwigzania statyki
i dynamiki tych powlok maja istotne znaczenie dla praktyki inZynierskiej.

Opisane w literaturze technicznej rozwigzania dotycza w wigkszodel réznych
szezegdlnych przypadkéw pod wzgledem ksztaltu powlok i warunkéw brzegowych.
Tylko niektére ze znanych rozwiazaf maja charakter ogdlny, tzn. nie ograniczajg
si¢ do §ciéle okreflonych parametréw ksztaltu lub sposobow podparcia powlok
(op. 11 2]. '

W pracy tej rozwazono problem drgaf harmonicznych i problem zginania sta-
tycznego sprezystych, izotropowych powlok o malych grubosciach i o malych wy-
niostodciach oraz o zmiennych krzywiznach i o réinych warunkach brzegowach.
Rozwazania dotycza powlok dowolnie obciazonych i rozpigtych ma prostokacie.

Punktem wyjécia jest uklad dwéch réwnaf rézmiczkowych czastkowych dla
amplitudy przemieszczenia normalnego i dla amplitudy funkcji naprezen, uwzglednia-
jacy uproszczenia i zaloZenia przyjete w tzw. technicznej teorii powlok W.Z.
Weasowa {31, :

W celu otrzymania rozwiazania, umozliwiajacego spetienie réznych warunkow
brzegowych zastosowane metode skonczonej transformacji Fouriera. Wyrazajac
amplitudg ugigeia i amplitude funkcji naprezen za pomoca podwdjnego szeregu
Fouriera doprowadzono rozwiazanie problemu brzegowego do dwdch niezaleznych,
nieskoniczonych ukladéw algebraicznych, niejednorodnych r6éwnan liniowych.
W jednym z tych ukiladéw réwnah wystepuja niewiadome wspolezynniki szeregu
_ Fouriera, opisujacego réwnanie powierzchni ugiecia powloki, w drugim za$ nie-
wiadome wspdlczynniki szeregu Fouriera, wyraZajacego amplitudg funkceji naprezen.
Poza tym w otrzymanych ukladach réwnah wystepuja wyraZenia zalezne od amplitud
ugicé i momentéw zginajacych wzdluz brzegéw powloki. WyraZenia te w wielu
przypadkach moga byé wyeliminowane po wykorzystaniu odpowiednich warunkow
wynikajacych ze sposobu podparcia powloki.

W dalszej czedei pracy tozwaZomo rézne przypadki podparcia powloki oraz
otrzymano odpowiednie dla tych przypadkéw nieskoficzone uklady algebraicznych
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rownaf liniowych. Rozwigzanie pewnej skoriczonej liczby réwnan umoiliwia obli-
czenie niewiadomych wspolczynnikéw Fouriera oraz wyznaczenie amplitud ugied
i funkcji naprezef, a nastepnie amplitud sit wewnetrznych. W przypadku drgan
wlasnych doprowadzono rozwigzania do nieskoficzonych ukladéw algebraicznych
jednorodnych réwnan liniowych. Rozwigzania niezerowe tych ukladéw réwnan
(przy ograniczeniu si¢ do pewnej skoficzonej liczby réwnas) umozliwiaja wyznacze-
nie réznych czgstodei drgan whasnych powtoki.

Znaczne uproszezenia mozna uzyskaé dla niektérych ksztaltéw powlok, np.
w przypadku powloki walcowej oraz w przypadku powloki w ksztalcie paraboloidy
eliptycznej. ,

Inne rozwigzanie problemu statyki i dynamiki powlok o matych wyniostodciach
podano w pracy [1].

2. Rozwiazanie problemu

Ukiad roéwnafi rézniczkowych, opisujacy amplitudy harmonicznych drgan
wymuszonych sprezystej, izotropowej powloki o zmiennych krazywiznach i o malej
wyniostodci (5f < g, gdzie a < b, por. rys. 1) mozna zgodnie z zaloFeniami «tech-
nicznej» teorii powlok W. Z. Whasowa napisaé w postaci

2.1 L{p)+-DV4w — paw2w=p, Vép—EhL(w)=0,
gdzie
02 02 2
— g ——— — — — 4 y2 Y2
(2.2) L=k o 2k 2% 3 +ky 52 Vv V2 V2,

W powyiszych réwnaniach przyjeto oznaczenia: © = @ (x, y) jest amplituda
tunkeji naprezen, w = w (x, y) — amplituda ugigcia powloki, p = p (x, y) — ampli-

Rys. 1

tuda obciaZenia wymuszajacego drgania, D = ER3/12 (1 — #2) — sztywnodcig zgi-
nania, £ — modulem Younga, h — gruboscia powloki, ¥ — wspolezynnikiem
Poissona, ¢ — masg przypadajaca na jednostke Srodkowej powierzchni powloki,”
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o — czestodela drgan wymuszonych, ki, ko, k12 — krzywiznami §rodkowe]j powierz-
chni powloki 1 wielkofcia charakteryzujaca skrecenie -tej powierzchni.
Krzywizny ky (x, ), k2 (x, y) 1 wielko$¢ kyp (x, ¥) wyraZamy Z& pomoca wzorow
, 2z B 02z 02z
(2.3) ki =g ke T kr =55

gdzie z = z (x, y) jest funkcja opisujaca ksztalt Srodkowej powierzchni powloki.
Amplitudy momentéw zginajacych i skrecajacych, zgodnie z uproszczeniami
przyjetymi w «technicznej» teorii powlok, wyrazamy Za pomocq WZOTOW

o D(az w+ 92 w) ” D (02 w+ o2 w)
L= =P e o ) R P Yo’

02 w
ox oy

2.4

My = My = — D{l— 9}

Uwzgledniajac wzory (2.4) przedstawimy ukfad réwnan rozniczkowych (2.1)
w nastepujgcej postaci:
02 M 1 02 M 12 &2 M. 2
R i
ox? ox oy oy2

— pw?w = p,
(2.5)
L Voo — Lty —
h Ve — L{w) =0.

W celu otrzymania rozwigzania mozliwie ogbinego ze wzgledu na warunki
brzegowe zastosujemy skoficzong transformacj¢ Fouriera. :

Zalozymy, ze funkcje trasformowane czynia zado$¢ warunkom Dirichleta
w przedziale 0 < x <a, 0 <y < b.

Skohczone sinusowe i cosinusowe transformacje wyraZamy nastgpujgco:

ab .
TP {fy (e )y = [ [ /i (5 3) sin o ssin B y A dy = f,
ago
(2.6) .
T3 {fo (. 1)} = [ [ fa(x, ) cos amx cos fu y dx dy = fn,
090
gdzie
mr I
O 7 » ﬁﬂ = T

Stosujac na podstawie wzora (2.6); skoficzona transformacje sinusowa do funkcii
w (x:v y)’ ¢ (x: y) i P (x:- y) Znajdujemy i ‘

2.7 T?m {W} == Wimn, T?m {99} = Pmns Tfm {P} = Pmn-
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Transformacje odwrotne funkcji w (x, ¥} @ (x, p)ip(x, ») wyrazamy za pomocs
nastepujacych podwdinych szeregéw Fouriera:

7yt {Wmn} = w(x,y) = Win SiN @ X 80 B, ¥,

CNIES
NoF
s

]
I
=
]

SIS
Bs
A\t

@8 I g = g (6, ) = Pmn SNt 510 B 3,

g
l
-
]
I
—

SIS
D,
Ds

Il
-

Tt {Pun} = p (x, ¥) = Pmn SN @y x 8i0 By, 3.

I
-

2

2

{1 b

Stosujac skoriczong sinusows transformacje Fouriera do ukladu réwnan 2.5
otrzymujemy
T 4L ()} — T e ZE;); 32 | T €% Wmn = Pun,
(2.9

I .
B 10 (V4 0 — TP 1L ()} = o.

Ograniczajac rozwazania do powlok o brzegach podpartych przegubowo-
przesuwnie lub utwierdzonych przesuwnie, albo o brzegach swobodnych, zapewnimy
spelnienic warunkéw brzegowych zaleznych od odpowiednich pochodnych funkeiji
@{x, ¥). Z tego wzgledu zastosujemy catkowanie przez czesci tylko do tych funkeji,
ktére nie zawieraja pochodnych ¢ (x, y).

Podstawiajac szereg (2.8), do pierwszego skiadnika w rownaniu (2.12) i wyko-
nujac proste przeksztalcenia otrzymujemy

_ 4 &
(2.10) Tlmn {L ((p)} = — E Z ®i; Rigmn,
i=1 j=1
gdzie
Rijmn = a;?’ kggn'n +2a4 8; kﬁﬁm#ﬁ? kgignw
@ b
KR, = ff ke (x, p) sin @ x sin fi; p sin X sin By, y dx dy,
i
(2.1 1) @ b )
kD = fj k12(x, y) cos as x cos f; y sitt @ x sin Sy y dx dy,
06
a b

kﬁ}nn = f f ki (x, y) sin az x sin f; p sin ag, x sin B, v dx dy.
3¢

Nastepnie przedstawimy w innej postaci skoficzone sinusowe transformacije
amplitud pochodnych momentéw My, My 1 M.
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Catkujgc przez czeéci drugi skladnik w réwnaniu (2.9);, otrzymujemy

mn 92 M, mn (0
Ty E{ - m {Mi} == tm My,
oMy .
(212) T;’ " —5;‘5; = i 1871 T2 " {MIZ},
2% 02 My 2 (2)
Ty 0y2 — (= P T {My} — Pn My
gdzie
b .
My, = f [(— V™ My (a, p) — M1 (0, )] sin fu y dy,
2.13)

ME = j [(— )" My (x, ) — My (x, 0)] sin ap x dx.
Podobnie, uwzgledniajac wzory (2.4), doprowadzamy transformacje amplitud
momentow My, Mjia i My do nastgpujacej postaci:

T;am {Ml} =D {( +"’ﬁ Y Wonn ol W, (1) 2t Wg}z]’ ’
(2.14) Tﬁ’m {Mlz}z D v — 1) [am Bn Wma+am Wfr%;)rg—i_ﬁﬂ W'r(:gfi’ W’.‘(J;?a]’
m My} = D [(vag,+65) winnHvom W+ Ba Wil

gdzie

. b
Wi, = [ (= Dmwa»)—w(0,)]sin puydy,
¢

215 w2 = f (— 1)m w(x, b) — w(x, 0)] sin am x dx,

WO — [(— ym+o w(a, b)+w0,0) — (— D» wia,0) — (~ D® w (0, Bl

Uwzgledniajac powyiZsze przeksztalcenia przedstawimy drugi skladnik, wystepu-
jacy w réwnaniu (2.9);, w postaci :

} = — DAy me“‘f‘an:

(2.16) T {61 My 02 Mz My
* 1

02 ax dy oy?

gdzie
(217)  Bun = tm MO+ fu ME,+-Datn (0265, — v52) Wi+

+Dfn (182+2a1n — "’am) Wg(;f,),,—l—zam ﬁnD (1--
A‘m” — (awe+ﬁn)2
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Ostatecznie po wykorzystanin wyraZzed (2.10), (2.16) doprowadzamy réwnanie
{2.9), do nieskoniczonego ukladu algebraicznych réwnas liniowych

(2.18) - ! @i -R?:jmn — Wi (DA iy — QCUZ) - szaz+Pmn =0
: ab p

z:i _',‘nl
mn=1,23,..

Nastgpnie zajmiemy si¢ réwnaniem (2.9),. Uwzgledniajac szereg (2.8), wyrazamy
pierwszy skiadnik nastgpujaco:

1 . 1
(219) EE T;nﬂ' {V4 (P} = E/_‘l Viun Pmn.
Natomiast drugi sktadnik, tj.
i m%{ 02w a2 w 02w
(2.20) 7L (W} = T] kga—xi 2k 5}'"5; WLIQF)E .
przeksztalcamy, calkujac przez czedei:
02w 4 2=
T T
i=1 jt
02 w 4 &2 =
(2.21) e {ku m}} = E Z Wwij @i B ki,
t1=1 g=1
o2 w 4 =
e B T T
i=1 j=1
gdzie
b
Kin= [ o (@) k2 (@, ) (— 1y — w (0, 3) ks (0, )] sin B y iy,
(2.22) °

7
K= [ 0 (e, B) deg (. B) (— 1)m — w (x, 0) Ky (x, 0)] sin ayp  d,
0
a wspdlezynniki k%), K12, i k2, wyrazaja sie za pomoca wroréw (2.11).
Ostatecznie, po wykorzystaniu przekszialcen (2.19) i (2.21) doprowadzamy
réwaanic (2.9)2 do nastgpujacego, nieskoficzonego ukladu algebraicznych réwnas

liniowych:
Amn ’ 4 & .
(2-23) "ﬁ‘pmn’i‘cmﬂ + E Z 2 Wij R‘ijn =0 B, 0= 1, 2,3,..,
=1 jx].
gdzie
(2.24) Crmn = O Kr%;fl_ﬁﬂ K?(TBE .

Po zmianie indekséw otrzymujemy
4FEh &K = Eh

i=1 j=1
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Uwzgledniajac wyrazenic (2.25) doprowadzamy uklad réwnan (2.18) do postaci

- 00
1 L
Pmn an«?;, — Byn — 2 Z Wij S?E'?,‘!)@i_f
i=1i=1

{2.26) W — DAy — pa? ) , mn=1273 ..,
gdzie
16 Eh & & Rigrs Ry 4Fh & 3 Rismn Crs
0 — Aviirs TSR W — Ausmn Lors
(2.27) Sn}ﬂ%j 0'2 bz ’g‘s:l Ars H Hmﬂ, ab r% “ A,-s -

Uklad réwnan (2.26) mozna réwniez przedstawi w postaci
o0 o0
(2-28) 2 Z Wij [Sw(e}v}tij_l_(DAij — sz) Bim ajﬂ} = Pma ng; — Byn
i=1 i=1
: mn=123,..,
gdzie Oy 1 Oyy 0znaczaja symbole Kroneckera.

Rozwigzanie problemu doprowadzono zatem do nieskoficzonego uktadu
algebraicznych réwnan liniowych, zawierajacych niewladome wspOlezynniki wis.
Wystepujace w tych réwnaniach wyrazenia Hi,, i Bmn zaleZa od  brzegowych
amplitud ugieé i momentéw zginajacych, ktére moga by¢ wyeliminowane po wyko-
rzystanin odpowiednich warunkéw, wynikajacych ze sposobu podparcia powloki.

Ustawimy jeszeze uklad réwnas, zawierajacy niewiadome wspolezynniki szeregu
Fouriera, przedstawiajacego funkcje @ {x, ).

Na podstawie réwnania (2.18) znajdujemy
(2.29) Wrs ™= m ( prs — Brs T 25;;1‘1,-; Pii Rfjrs)-

Podstawiajac funkeje (2.29) do réwnania (2.25) 1 wykonujac proste przeksztalce-
nia, otrzymujemy nastgpujacy nieskoriczony ukiad algebraicznych réwnan linio-
waych:

o0 w0 :
@30) D' N gy Sy +DAsy Sim 4m) = Higy — DERCinn — Qs
t=1 j=1
mn=1273 ..,

gdzie
16Eh & &y Rigrs Resmn

S’.l%‘?’b’éj = a2 h? Z Z m_’

r=1 8=1

4Eh w2 Brisrsmﬂ
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Poza niewiadomymi wspélezynnikami gy wystepuja w ukladzie rownasn (2.30)
wyrazenia HS, Cma, zaleine od amplitud wielkodci brzegowych, ktére, jak juz
nadmieniono poprzednio, moga by¢ wyeliminowane po wykorzystaniu odpowied-
nich warunkéw, wynikajacych ze sposobu podparcia powloki.

Znajac wspolezynmiki ¢y, mona wyznaczy¢ funkcje @ (x, ») i obliczyé amplitu-
dy sit membranowych na podstawie nastgpujacych wzordw:

02 g 202 02 p

{2.32) Nl:_()y—2’ N1z=fg;5;, szggje

Ogdlne rozwigzanie problemu drgad harmonicznych rozwaZanych powlok
doprowadzono ostatecznie do dwdéch niezaleinych, nieskoriczonych ukladéw
(2.28) i (2.30) algebraicznych réwnah liniowych. RozwaZania dotycza powlok
© brzegach podpartych przegubowo przesuwnie lub utwierdzonych przesuwnie
albo swobodnych, a wige powlok podpartych w taki sposéb, ktéry zapewnia zni-
kanie wzdiuz brzegow amplitud sit Ny i Ny, Wzdluz brzegéw powloki wystapia
tylko sily styczne Ny,, ale naprezenia wywolane tymi sitami sa na ogét bardzo male
w pordéwnaniu z napreZeniami, pochodzacymi od momentéw zginajacych i skre-
cajacych.

Wystepujace w wyrazeniach (2.17) i (2.24) wielkosci zaleza od funkeji opisuig-
oych amplitudy ugieé i momentéw wzdluz brzegéw powloki. Funkeje te moga byl
wyrazone w postaci nastgpujacych pojedynczych szeregéw Fouriera:

) o
M (0, ) = 2 &Psin fny,  Mi(a, )= D ePsinp,y,
= : =1
My{x,0) = 2 e sin ay x, M,y (x, b) = Z‘ e sin oy x,
(2.33) : el
[o4) [e]

w{l, y) = Z Wi sin B 3, wia, y) = Z w® sin fin »,

n=1 ’ n=1

o0 (o)

wx, 0) = Z wisin ay, x, w(x, b) = Z wiPsin ay, x.

m=] =1

Podstawiajac szeregi (2.33) do wzordw (2.13), (2.15) i (2.22), otrzymujemy

b a
M = e ) MG, = [T — o)

, o
Wit =5 [ Dmud? =P} W@ = = Do — i),

YRS

(2.34)
Kjin = Z f [(— D) wi® k) (x, b)Y — wi? kq (x, 0)] sin g x sin oy, x dyx,

K2, 2 f [(— D7 w? ko (a, 3) — Wi k2 (0, )1 sin B; y sin By y dy.
j=1 0
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Na podstawie otrzymanych ukladow réwnan (2.28) i (2.30) mozna uzyskac roz-
wigzania wielu praktycznych probleméw z zakresu statyki i dynamiki rozwazanych
powlok. '

Nastepnie rozwazymy kilka szezegélnych przypadkéw ksztaltu i sposobu pod-
parcia powlok.

3. Przypadki szczeglue

1. Rozwazmy powloke o krzywiznach ky = 0, kip =0, ky = k2 ().
W tym przypadku wzoér (2.11) upraszcza si¢ nastgpujaco:

a
3.1 Rijmn =5 ) O k& 5wm
gdzie
t
(3.2) = f Kz () sin B3 y sin B y dy-

Wzory (2.27); i (2.31); przyjmuja postaé

(33 St = Soni Oims SSonig = Siang dim,
gdzie
oo 1(2) (2) 00 (2) {2)
3.d) G a 2 k k3 @ — AEh o k; km
maf m Ams ] mﬂj bZ e < Ams . .Q

Natomiast pozostale wyraienia, tj. (2.27), (2.31) i (2.31)3_ upraszczajgq sig
nastgpujaco:

) © (2
a 2 5’ ksn Cos HD *%Eha Z ks Bms
mia b mS:I Ams > /1] Ams . Q’
3,
(3.3) 2Eh & ki Pms.
ma " “m 4 A — Q

gdzie zgodnie ze wzorami (2.22) i (2.24)
b
6O Cm=onKD KB [R0)br(@n) (0" = wODlsin oy &

Uwzgledniajac powyzsze formuly doprowadzamy réwnania (2.28) i (2 30) do
postaci

Z Wi [S%)M—I—(Dﬁmf — sz) Ojn] = Pmn — H,(,B,, = B,

4=1

{3.7) ‘ ' mu=1273..,
3 i (St DAy 8jn) = Hiy, — DERCpun — Quins
& |

'mn—123

Rozprawy InZynierskie — 9
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2. Rozwazmy nastgpnie przypadek powloki o stalych IcrzywiZ‘nacl1 kyi ko przy
kiz =0 (paraboloida eliptyczna).
W tym przypadku wyrazenie (2.11); upraszcza sig nastepujaco:

ab _
(3.8) Rijmn = TRmﬂ Otm Opm,
gdzie
(3.9) ' R = o2y ko-+f2 k.

Zatem wzory (2.27), i (2.31), przyjmuja postaé
RZ
Stowig = Eh—— A §fm O,

HD = Fh WR”;” Con.
mn
52
)
(3.10} S%ﬁ = Eh m Sim Ojn,
Run Bnn
(2) _ -
Hyy = Eh An -0
0 En Run Pmn
M = A — 2

Uwzgledniajac powyZsze wzory doprowadzamy uklady réwnan (2.28) i (2.30)
do nastepujacej postaci:

(Pmn — Buwn) Amn — Eh Ryn Cn

) W 7 (den - QUUZ) Aﬂzn+Eh Em'n ’
(3.11 -
_ EnRun (Bun — pmn) — Cun (DA pn — g?2)]
P Eh Rmn+ﬂmn —_ QCUZ ?

przy czym wielkosci Kiy), i K7, wystepujace we wzorze (2.24) sa w tym przypadku
nastgpujgce:

| b
G12) Kip =k [ DrwR =l KD = ko [(— D w® — vl

ola

W przypadku powloki cylindrycznej o stalej krzywiznie ky naleZy przyijgé we
wzorach (3.11) 1 (3.12) &y = 0.

Wielko$ci Byyn i Cpy zaleza od wiclkoéei brzegowych ktére moga byé wyeh-
minowane po wykorzystaniu zwiazkow, wynikajacych 7z warunkéw brzegowych.

3 Rozwazmy nastgpnie powloke podparta wzdluz wszystkich brzegéw prze-
gubowo-przesuwnie w sposéb uniemozliwiajacy przesuw w kierunkach stycznych
do brzegéw (rys. 2).
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W tym przypadku szeregi (2.7); 1 (2.7)2 spelniaja wszystkic warunki brzegowe
i znikaja funkcie, opisujace amplitudy wielkoééi brzegowych. Otrzymujemy wigc

Bun = Con = H,(,ig)@ = Hﬁ(?%g: = 0.

Zatem ukfady réwnan (2.28) i (2.30) upraszezaja si¢ do postaci:

Z Z Wi IS%}&“_F(DA” —_ sz) 84?}1‘- 637’&] == Pinns
(3.13) it =

=] [=]
Z Z 913 (SPhis+-DAts St 8j0) = ~Cmnr 1= 1,2,3, ...
=1 J=1

Rozwigzanic pewnej skonczonej liczby réwnaf z ukladéw (3.13) umozliwia
obliczenie wspolezynnikéw wiy i @i, Znajac te wspolczynniki mozna wyznaczyé
amplitudy przemieszezen i sit wewnetrznych.

Podobnemu uproszezeniu w tym przypadku ulegng rowmcz réwnania (3.7).

Przyréwnujac do zera wyznacznik podstawowy
pierwszego z ukladéw réwnan (3.13), otrzymuje-
my réwnanie charakterystyczne

det [Sgr‘a)nf;r"i‘(DAH — 0w?) digy ju] = 0,
{3.14)
. mun i j=1,2,3,...,

ktérego rozwiazania niezerowe umozliwiaja wy- Rys, 2
Znaczenie roznych czestofei drgan wilasnych.
Jezeli krzywizny ki 1 ko sa stale oraz kip = 0, to korzystamy z réwnan (3.11),
kidre w tym przypadku upraszczaja sie do postaci
Pmn Amn
(DAmﬂ, — sz) Amn+Eh Rf’nn ?
o C— Pmn Eh Rmﬂ,
Pman (DAmﬂ, — 00?) Apu-tEh Ry,

RéZne czestobel drgan wlasnych mozna obliczyé ze znanego wzoru
Eh Ry +DA,

7% P

4. Rozwaimy powloke utwierdzona wzdluz brzegu x =0 oraz przegubowo
przesuwnie podparta wzdluZ trzech pozostalych brzegéw. W tym przypadku za-
chodzi warunek: ;

M (x, y
a1 e o

kiéry po wykorzystaniu (2.8); ma postaé:

= 4] oQ -
(3.18) D' Y wmnansinfay =0
W=1t=] R

Wan =

(3.15)

(3.16) Wy =
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Poniewaz warunek (3.18) jest spelniony dla kaZdej wartoSci y, wigc moZna go
przedstawié nastepujaco:

(3.19) D) Wt = 0.
=1 .
Uwzgledniajac fakt, ze w tym przypadku wyrazenia (2.17), (2.27); upraszczaja
sie do postaci

b
(3-30) H,(f%;?; =0, Bpyn= — 3 i eﬁ)

oraz podstawiajac wyraZenie (2.26); do réwnania (3.19), otrzymujemy

w O [Pmatbom ‘-’Szl) -2 2 Wij Sgrla,gnﬁ
=141 _
(3'21). Z DAy — g2 -0

m=1

Z rownania (3.21) znajdujemy wspdlezynnik

[ee] [=+]
23 3w S5 — PP

t=1j=1
(3.22) | ) = 75D ,
gdzie
oo CL?' co Ok Pin oo g S{I)__
m_ VT 1y _ _mrE W _. o Pknif
(3.23)  S§ D 2 Py 20 S Dt

Podstawiajac wyrazenie (3.22) do réwnania (2.26) oraz wykomujac proste
przeksztalcenia, doprowadzamy w tym przypadku rozwigzanie do nastepujacego
nieskoniczonege ukladu algebraicznych réwnan liniowych:

o [ela)
(3.24) Z 2 wig [D (g — ) S5 Ot ns — am Sh-+SE” Siinss] =
i
o Pun S — am PP, myn=1,2,3, ...
Rozwigzanie pewnej skoficzonej liczby réwnan ukladu (3.24) umetzliwia obli-
czenie wspolczynnikéw wyy oraz wyznaczenie na podstawie szeregu (2.8); amplitud -
ugieé .frodkowej powierzchm powloki. Znajac wspotczynniki wis oraz majac na
awadze, Ze w tym przypadku Crs = 0, moZna ze wzoru (2.25) obliczy¢ wspdlezynniki
@rs OTazZ na podstawie szeregu (2.8) okreslié funkcie ¢ (x, ), a nastgpnie za pomocy
wzoréw (2.32) obliczyé amplitudy sit wewngtrznych, wystepuiacych w powloce.
Przyréwnanie do zera wyznacznika podstawowego ukladu réwnan (3.24) daje
rownanie charakterystyczne

(3.25) det [D (dig — Q) S Sim Opn — tm Shgy+S5? Snisl = ©

mni,j=1273 ..,

ktére przy ograniczeniu si¢ do pewnej skoniczonej liczby réwnan umozliwia obli-
czenie réznych czgstodei drgan whasnych powloki.
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5. Rozwazmy powloke utwierdzona wzdtuz dwéch przeciwleglych brzegdw
x =0, x =a i przegubowo podparta wzdiuz dwéch pozostalych brzegow.
W tym przypadku powinny byé spemnione warunki

‘ ow (x, ow (x,
oo [ e [ e
) X &=0 X b=
ktére po wykorzystaniu (2.8), przedstawimy w postaci
(3-27) Z Wmn am, = 0, Z Wmﬂ, (““ l)m am —_ 0.
m=1 m=1

Uwzgledniajac fakt, ze w tym przypadku wyraZenie (2.17) upraszcza sig do
postact _

b
(3.28) Bpn = DX o ley) — (— 1™ eg)}

oraz podstawiajac wyraZenie {2.26) do réwnan (3.27), otrzymuiery po prostych
przekszialceniach nastgpujacy uvklad rownan:

o0 s
20D 4D sV p — P SP b —2 Z Z wig SU = 0,

i=1 j=1

(3.29) o
PP+ P b - P SPb—2 D D w Sy =0,

=1 §=1

gdie szercgi SO, 8, i P okreSlone sg za pomoca wrordw (3.23), a pozostale
szeregi sq nastgpujace: :

o 2 (- ])k © S gy (—DF
30 2 _ RN ) _ Dk 77N 2
(33 ) S‘n k; A’k;n'—“g, S‘H,’f,_’j‘ k; Ak-ra.“‘ Q - )
4 = DEn Ok (_“ l)k
U oy
E=1 ”

Rozwiazujac uklad réwnad (3.29) wzgledem wspélozynnikéw & i 2 oraz
podstawiajgc otrzymane wyrazenia do wzoru (2.26) zpajdujemy ostatecznie naste-
pujacy nieskoniczony uklad algebraicznych, niejednorodnych réwnan lintowych:

(3.31) Z 2 Wi [DGs (Agj — L) dim dynt+Ga S;‘;im-+
i1 j=1
ot (S S, — SO Dt (— D (P ST — S Sipl =

— G Pt (SO P — SO PO) -ty (— 17 (S PP — S Py,
mn=123, ..,
gdzic
(3.32) Gn = [SOF — [SIPR.

Rozwigzanie pewnej skoficzonej liczby réwnas z ukladu (3.31) umozliwia obli-
czenie wspolezynnikéw wiy Znajac te wspolczynniki, moZna wyznaczy¢ amplitudy
przemieszezen 1 sit wewngtrznych, wystepujacych w srodkowej powierzehni powloki.
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Przyréwnanie do zera wyznacznika podstawowego ukladu réwnan (3.31) daje
réwnanie charakterystyczne:

(333)  det [G5 D (Ais — ) Sim SjntGr Syt ctm (SO SD; — SP 5D+
+C5m (__ 1)m (S:Er,l) S‘gﬁ)} S(z) S(ij)] — 0 m, n, i’j = 15 29 3: ey

ktérego rozwiazanie przy ograniczeniu si¢ do pewnej skoficzonej liceby réwnan
w ukladzie (3.31) umozliwia obliczenie réznych czestodci drgan wlasnych powtoki
w rozwazanym przypadku warunkéw brzegowych.

6. Rozwazmy powloke utwierdzona wzdhz dwéch przyleglych brzegéw x =0,
»= 01 przegubowo podparta wzdhiz dwéch pozostatych brzegbw. W takim rTy-
padku powinny byé spelnione warunki

ow (x, ¥) ow {x, y)]
(3.3 [——J_] 0, {w -0,
Ox 5—0 dy  Jy=o0
ktoére po wykorzystaniu (2.8); wyraZamy w postaci
(335) 2 Wing tm — 0, Z Wmn .Bn =0
D=1 =
Wzor (2.17) upraszcza sie w tym przypadku nastepuiaco:
b a

(3.36) Bun = = 5 am €] = 5 Pu €.

Uwzgledniajac wzér (3.36) oraz podstawiajac wyrazenie (2. 26) do rownan
(3.35), otrzymujemy nastepujacy uklad rownafn:

00 (3) oc  co
2PD 4 SO g8, Z’ y =2 3 My s =0
maw o je=1
(3.37) i
[} egnl) ﬁ‘n

3
wig S =

Mz

3 LA N (3 () 4
2Pm+bamZA n_Q+e S% 22

a=l T d=1 f

gdzie szeregi SY, S,%} i PV okreSlone sg za pomocg wzoréw {3.23), a pozosia}e
szeregi 53 mastepujace:

o ﬁ.’c bt Sunkig ﬁk > Dk ﬁk
: (3 38) S(S) - 2 Amk S‘ggj - A mEk — 2 Pg) - - Amls: — 2

W tym przypadku podparcia powlokl wspolczynmkl a4 e(” nie moga byé
wyeliminowane, poniewaz wystepuja pod znakami sum. Rozquame doprowadzono
do trzech nieskonczonych ukladéw algebraicznych réwnafi liniowych (2.26) i (3.37),
w ktérych wystepuja niewiadome wspdlezynniki Fouriera wy, € el i &Y. Wspdlezyn-
niki te moga byé oczywiscie obliczone przy ograniczeniu sig do pewnej skoficzonej
liczby réwnad oraz do pewnej skoficzonej liczby wyrazéw w tych szeregach, w kto-
rych wiclkosci niewiadome wystepuja pod znakami sum. Znajac wyZej wymienione
wspdlczynniki Fouriera, moZna wyznaczyé amplitudy przemieszezen i sit wewnetiz-
nych wystepujacych w Srodkowej powierzchni powloki.
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7. Rozwazmy powloke o swobodnym brzegu wzdtuz y = 0 oraz przegubowo-
przesuwnie podparta wzdluz pozostalych trzech brzegdw. Zalozymy, ze ki = 0,
k12 =0 oraz kz = ng (y)

W tym przypadku wzory (2. 17) (2.24), (2.27)21 (2.34); upraszczaja sig do postaci:

W -0, WH=—5wR, KB=KX=0, Cm=0,
{3.39)
Da
Hﬁf% =0, Bapn = — ) 4871 Vmn 1'V5'?1,) s
gdzie
(3.40) Ymn = {3)31, -+ Zaﬁn - ’V(I?n .

Wspdlezynnik w() wyznaczamy z warunku, ze wzdiuz brzegu y = 0 znika sila
Kirchhoffa: -

OM, ()Mlz] .

(3.41) [Vally=o= [45}— 2

Wyrazamy funkcje Va(x,y) w postaci nastgpujacego podwdjnego szeregu
Fouriera:

4 o0 o0
(3.42) Va(x,9) = Z > Vinw A sit G x 008 fu

gdzie A, = 1 — 0,56p0, & dpg oznACZA symbol Kroneckera.
Uwzgledniajac szereg (3.42) przedstawiamy warunek (3.41) nastgpujaco:

(3.43) 2 Vipn An =0,
n =
gdzie _
a b
0M) oM\ |
(3.44) Vign = f f (_t)f +2 o ) SiT X COS fBr y dx dy .
& 0

Wykonujac calkowanie przez czgéci oraz wykorzystujac wzory (2.14) i (3.39),
otrzymujemy

Da (33
(3.45) Vin = Dfn Ymn Wnn — ('}’mﬂ — Vo) Wiy -
Podstawiajac zgodnie ze wzorem (3.7) Wlelkosc

Pmau *“an - ):,‘ Wang Smm
(ﬁmn — &)

(3.46) Wman =

do wzoru (3.45) oraz uwzgledniajac zwiazki (3.39), otrzymujemy

00

1 i
(3.47)  Vgn = m{ﬁn'}’mn [Pmn — Z Wmng Smnj] +

i=1
_D T SR
T W%? [(62 af, — o+ f — 205 (1
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Podstawiajac {3.47) do réwnania (3.43),_ znajdujemy

(3.48) W = DazUm (Fm+ 5: Wans Wins)

gdzie .

(3.49) Un = S5 (2 — of, (1 — 92)] — 28y o, (1 — v) (cf), — Q)
oraz |

o S balhC 1)
Amn -

n=1
Wi = (2 — v) SG3-+-85

it ﬁ 2 k(z) ng

6
(3.50) S “”*' nZ: Z (Amn— Q) Ams’
> B kR e
S(Z) f— (4)
ot g sg (Amﬂ,ﬁQ)Ams

.5 o
(3) —- S — I
S ,g Apn — £7 St n;: A —2°

Ze wzordw (3.44) i (3.35), znajdujemy

ﬁ =]
(3.51) Byn = — _Ui" Ymn (Fm+ jg; Wm;in:f) .
Podstawiajac wyrazenie (3.51) do wzoru (3.46) doprowadzamy ostatecenie
rorwigzanie w rozwazanym przypadku do nastepujacego meskonczonego ukladu
algebraicznych réwnan liniowych:

(3.52) Z Wani [DUn (dmn — £2) & — fn Yo Wm1+S§131.9‘ Unl =
i1
= pmn Un-+ ﬁn?m'nFm: mn=1273, ...

Rozwiazanie pewnej skoficzonej liczby réwnan umozliwia obliczenie wspol-
czynnikow womg. Znajac te wspdlezynniki, mozna wyznaczyé amplitudy przemiszezen
i sit wewngtrznych, wystepujacych w $rodkowej powierzchni powloki.

Przyréwnanie do zera wyznacznika podstawowego ukladu réwnad (3.52) daje
rownanie charakterystyczne:

- (3.53) det [DU, (Amn — N Gy — ﬁn ?mnij'f‘S%g@j Unl=10,
mnj=123 ..,

ktorego rozwiazanie przy ograniczeniu sig do pewnej skoficzonej liczby réwnan
w ukladzie (3.52) umozliwia obliczenie réinych czestodci drgan wiasnych powloki
w rozwazanym przypadku.
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4, Uwagi koncowe

Przedstawiony w tej pracy sposob rozwigzywania skomplikowanych i waznych
problemdéw brzegowych ze statyki i dynamiki powlok dachowych moZe zpalezé
zastosowanie przy rozwiazywaniu wielu zagadnien, wystepujacych w praktyce
inzynierskiej. Istoing zaletg stanowi mozliwosé uwzglednienia roznych warunkow
brzegowych w powlokach o zmiennych krzywiznach. Moga tu wige wchodzié
w zakres rozwazan powloki walcowe, powloki w ksztalcie paraboloidy eliptycznej
lub w ksztalcie paraboloidy hiperbolicznej, konoidy i inne. Wymagajacemu czy-
telnikowi moga sie nasuwaé uwagi krytyczne odnosnie braku wykazania regularno-
§ci otrzymanych nieskonczonych ukladow algebraicznych réwnan liniowych. Wyka-
zanic regularnoéci tych ukladéw réwnas jest jednak w rozwazonych problemach
bardzo trudne ze wrzgledu na ogélna i skomplikowana postaé wspolczynnikéw
(szeregi i wyrazenia catkowe). Otrzymanie konkretnych rozwiazan moZe by¢
w pewnych przypadkach do§¢ pracochlonne pod wzglgdem rachunkowym. Nie sa
to jednak obecnie istotne trudnosci wobec mozliwodci wykonania obliczed za pomo-
ca matematycznych maszyn liczacych.

Literatura cytowana w tekScie

1. 7. MAZURKIEWICZ, A, WIWEGER, Static and dynamic problems of elastic shells of small vise,
Arch, Mech. Stos., 2, 20 (1968).

2. 'W. PIETRASZRIEWICZ, Przypadek obrotowe symetrii powiok o mate} wynioslosci, Rozpt.
Inzy., 2, 14 (1966),

3. B. 3. Bracos, O6wan meopus obosovex, Mocksa 1949,

PezromMe

KOJIEBAHUA W CTATWYECKWH M3I'AB OBOJIOYEK
MEPEMEHHBIX KPUBWZH MAJION TIONOTOCTH

B pafore pPacCMATpPEBAETCH BOOPOC TAPMONMUECKAX KONeGANWH M BONPOC CTATHYCCKOTO M3
rESa YOpYruX, E30TPOTHEIX O00T0YeK MAIOH TOMIUMHBL A ManoH DOIOTOCTH, 4 TAKKe NEpeMer-
HEYX XPHEESH C PAsHEIMM KPACBLIMMA YCIOBAAMA. PascyKneHHs KAcaloTcs HPOH3BONERHO 3arpy-
seHapix 000M0YeR, MOCTPOSHHBIX HA INIMNE TPAMOYIONBHEKA.

WcxomHoil TOUROH ABNAETCH cHCTeMa AByX FEQdepeHAabHEX YPapHCHEH C YaCTHBIMU
APOU3BOAHBIMY, I AMIHIATY/EI HOPMANBHOIO UEPEMCIICHAS W aMILTHTY/bl dyaROEr  Hanps-
FCHAH, YIRTHIBAIONICH YIPIISHAI B TPSNHOIOKCHAS, IPAHATHC B Tak Ha3, S, TeXEHIeCKoH’” TeOPHH
oborodex B. 3. Bnacosa.

TroBpl MONYIHTE PEIKERHE, AAIOHIEe BOIMONKHOCTS YHOBIETSOPHTE DA3HLIM KPACBRM YCIO-
BEAM, OPUMEHSETCS METOJ], KoHeuHOTo mpeobpazopamms Dypee. Boipaxas amumrydy mporuba
A aMIDTHTYZY GYHKIEE HanmpsxeHmli ¢ DOMONEIe ABoHEOro psaga Pypee, peincHHe KpacBo# 3a-
AQMH CROJEITCA K OBYM HE3ABHCHMERM, ajTefpamseckiM HEOFHODOAHBIM, MHEHEHHLIM YPARRCHIAM.
B ofHOM W3 JTHX CHCTEM HAXOMATCA HEeM3BecTHbIe KoathduMmreRTH pifa Pypee, OMHECHBAIONHE
YPABHGHHE IOBEPXHOCTH Upornba ofOoNOTKH, & B JPYTrOf — HEM3BECTHEIS xoa(dHIMeHTEl pana
Dypbe, BEIPAKAIONINS AMINHTY/LY 4y HKIAH HanpskemHit. KpoMe TOTO, B TONYHYEHHBIX CHCTEMAX
ypapHeHMH, HAXOMATCA BSPAKEHHS, SABFCATIHE OT AMIVIATY/L HporEGoB W WIrACAOMMX MOMEH-
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TOB,lB,IIOJTb xpaep obonoyxkn. DTH BRpamKEHHT B MHOIEX CHYYASX MOTYT ORITh YCTDAHEnE!, IOCie
HCTONBSOBAHAA COOTBETCTBYIONMX YCNOBHY, BRITEKAIOMMX #3 CNocoBA ONUPAHEA 0GONIOUKH,

B nammuefimueit sacTa paloTel, paccMaTpHMBAIOTCA PASHBIE NPAKTHYECKHS COYYaH OOEDZHUS
oBOMOUKH M TIONMYYarOTCH, COCTBETCTBYIOIUMEG ANE HTHX CHYYaeB, GECKOHEYHBIC CHCTGMEI anre-
GpamicCKRX NHHEHHBIX ypapEeHwid, Pemenre HEKOTOPOTO KOJHYECTBA yDaBHEHHH, JACT BOIMONA-
HOCTh BBIUHCIATE HeX3BecTHRe KoaddrmuenTs OYpse B OHPEIe/ATS aMIUTHTYAE HPOTHGOR 1 (kK-
nEi HADPIDREHEH, 2 3aTeM aMIUMTYHB BHYTpeHEAX ORI i ciydas coGereesHmx kosebGaHui,
peileHie CBONETCA K GeCKOHEUHBIM CHCTeMaM e PaMueCKy, OHOPOHEIX, NAHCHHEIX YpABHEHEH,
HeHynesoe PCNICHHE YTHX YPABHCHIH (OFPaHsuMBasCh HEKOTODLIM KOHSTHEM THCHOM YDABHEHHH)
JaeT BO3MOKHOCTE ORPONEIHTE PA3HBE YacTOTs COGCTBEHHMX KoneOaumit obolowku.

B pabore roxa3aHo, 4WTo HOMYyYeHAEBIe CHCTEMBI YDABHEHWH, IONBEPTAIOTCS YOPOMEHHETM
B HEKOTOPHIX 0CODBX cnywasx QopM oBONCUeK, YACTO MPAMEHAAEMBIX B KDORSIBHEIX MEPEKpPHITSX,

Summary

VIBRATIONS AND STATIC BENDING OF SHALLOW SHELLS WITH VARIARLE
CURVATURE

Two probiems considered concern harmonic vibrations and static bending of elastic isotropic
thin and shallow shells with variable curvature and various boundary conditions. The shells inve-
stigated are streiched over a rectangular profile and can be arbitrarily loaded,

The starting point is a set of two differential partial equations for the amplitudes of normal
displacement and of stress function. This set takes into account the simplifications and assumptions
introduced into the “technical” theory of shell developed by V. Z. Viasov.

To obtain a solution enabling ta Tulfil various boundary conditions, the method of the Fourier
finite transformation has been employed, By expressing the deflection amplitude and the stress function
amplitude in the form of the double Fourier series, the solution to the boundary problem has been
reduced to two independent infinite sets of algebraic nonhomogeneous linear equations. In one of
these set, there appear coefficients of the Fourier series describing the equation of the shell deflection
surface. The unknown coefficients of the Fourier series involved into the second set express the
araplitude of the siress function. Moreover, the obtained sets of equations contain terms depending
on the amplitudes of deflections and bending moments along the shell boundaries. These terms
can be; in many cases, eliminated by making use of proper conditions resulting from the manner
of shell support,

Various practical cases of the shell support are considered in the further part of the paper and
the corresponding infinite sets of algebraic linear equations are obtained, Solving a finite number
of these equations enables to calculate the Fourier unkiown coefficients and then to determine
amplitudes of deflections and stress functions and then of internal forces. In the case of free vibrations,
the solytions are led to the infinite sets of algebraic homogencous linear equations, The non-zero
solutions to these sets of equations (with restriction to a finite number of equations) make possible
to determine various free frequencies of the shell vibrations,

Tt has been shown in this work that the obtained sets of equations can be simplified for some

. particular shapes of shells widely applicable in roof coverings.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA

Praca gostala ziozona w Redakcfi dnia 14 czerwea 1968 r,






