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1. Wstep

Przedmiotem rozwazaf przedstawionych w poniZszej pracy sa pewne zagadnienia
dynamiki cial z mikrostruktura. Punktem wyjscia sq wyniki uzyskane w pracach
[3 — 5]. Zasadniczym celem badan jest okreflenie wplywu mikrostruktury i efektow
skali w mikrostrukturze na makroskopowy opis ofrodka ciaglego. Rozpatrzymy
model uproszczony przyjmujac, Ze wplyw wymiaréw makroczastek na wlasnosci
materiatu jest opisany dostatecznie dokladnie, gdy uwzglednimy dalekie oddziaty-
wanie dwu punktéw mikrostruktury. Pomijamy natomiast efekty pamigei i tzw.
makroefekty skali (por. [3 i 5]). Tym samym zagadnienie jest lokalne w czasie
i w przestrzeni makroczasteczek. '

Oprécz powyiszych zalozeh przyjmiemy réwniez uproszezenia w kinematyce
ofrodka. Zostang one omdwione w p. 3 pracy. W p. 4 wyprowadzono podsta-
wowy uklad réwnanh i przeprowadzono jego analizg¢, natomiast w p. 5 — jego
Hnearyzacje.

W pracy postugujemy si¢ oznaczeniami wprowadzonymi we wcezesniejszych
pracach. Dlatego podamy tu tylko waZniejsze z nich. Przez {2 bedziemy oznaczali
zbidr czgstek X ciala z mikrostrukiura, przez A natomiast zbiér mikroclementéw
Z tego ciata. Zaréwno jeden jak i drugi zbiér bedzie w naszym przypadku tréjwy-
miarowa elementarna rozmaitoécig rézniczkowalng [1]. Ruch tego orodka opisuja
dwie funkcje: makroruch czastek X opisuja funkcje 9*(X*; 7), mikroruch opisuja
funkcje 2% (Z4; X5; ) = ¥ (X*; 1)-}-p* (Z4; X*; 7). Funkcje ¢ sa opisem ruchu
wzgledoego mikroelementéw Z, zlokalizowanych w czastce X.

Przez W oznaczaé bedziemy dzialania, a przez L i I funkcje dynamiczne,
z ktérych pierwsza opisuje wlasnodcl dynamiczne makroukiadu, a 1. — mikrostruk-
tury.

Pozostale oznaczenia omoéwimy w miare ich wprowadzania.

2, Calka dzialania, réwnania ruchu i warunki niezmienniczo$ci

Ze wzgledu na szezegdlowe oméwienie przedstawionych w tym punkeie zagad-
nien w pracach [2 — 5] ograniczymy si¢ tu do skrétowego przedstawienia najwanicj-
szych wynikéw, potrzebnych do dalszych wywodow. R ERE T
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-~ Clatem z mikrostrukturg bedziemy nazywali ofrodek ciagly z mikrostruktura
'w sensic definicjii w pracy [1], posiadajacy wlasnosei dynamiczne. Odnoénie ciala
z mikrostrukturg przyjmiemy nastgpujace postulaty:

A. Wszystkie wiasnosci dynamiczne ciala z mikrostrukturg opisuje catka dzia-
lania o postaci

@y w='| [L (X%, 7, 9% b, p¥)+

Tx 2
Sl DA VAR SRR R N ) AT AN }':ff)le‘dA] a0 d,
Ax : .
gdzie
& P 2 P

" E_'?"P_ y)kzﬂg P E££ P EaTx itd.

KT ox* oy > A T gzA AT g7
oraz

1* =k (24, X5 1), Zhe d, ZAe A, Xe reT;
dd = dZV dZ2d73, dd = d71 dZ2 dZ3, dQ = dX! dX2 dXs.

Punkty stacjonarnosci tego funkejonahy sa wyznaczone przez réwnania ruchu ciala.
Jok wspominaliémy we wstepie, calka dziatania (2.1) zostala prayjeta w takiej
postaci, aby otrzymaé zagadnienie lokalne w czasie i w przestrzeni £2, zachowujac
dalekie oddzialywanic w mikrostrukturze. Ten ostatni fakt wyraza si¢ w zwigzku
(2.1) wystgpowaniem funkcii dynamicznej [, dwu punktéw Z i Z przestrzeni A.

Wariacja funkcjonatu W wywolana zmiana postaci zmiennych dynamicznych
do % 1 8y y¥ oraz zmiang przestrzeni bazowej ma w naszym przypadku postaé

oL . . oL g oL L of. -
Q2 W= 5@;501/) + gyjre;@o (Vs a_a;ffé'é“w + Ep;;ﬁofp +
T £2 * Ax A4

N S S S
-+ —aw,‘:.xag leKﬁl"glﬁfjoy) +a—xk50x +@60x + ——kax,‘fdéo at

oL oL

. oL .\ ‘
“f"g;??.‘;ﬁo x'rfA“f* —a}-&agx"’+ @%5gxk)dﬂcfﬂ]d9d’r+ [gf(L—}—

+ fﬁdj dA)dQ 5r]h+ ff(m_ fﬁdjdd)éXKdﬂxdtJr
Adxa t T Ir A

x A

+ f f L674 4%, dA dQ dv.

T Qx4 X

We wzorze (2.2) dil, = N, & dI1 jest zorientowanym elementem powierzchni /7
otaczajacej obszar £2; natomiast ¥, =N 42/ jest zorientowanym elementem po-
wierzchni otaczajacej obszar A mikrostruktury. '
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Stosujac do wzoru (2.2) zasadg stacjonarnofci dzialania otrzymujemy nastepu-
jacy uktad réwnan ruchu:

oL .(azz) (ag)'
o\l NogH T

(2.3) . P
oL of, oL,
e el o
gdzie
(2.4) £=rL+ [ LdAdA.

Ax A

Yeéli ciato z mikrostruktura oddzialuje z polami zewnetrzaymi, to réwnania (2.3)
nie sg spelnione. Przyjmujemy, ze wplyw tego oddzialywania mozna opisaC za po-
moca pol wektorowych by = by (X%;v) 1 br = b (z4, Z4, X*, ). Wtedy réwnania
ruchu moina napisa¢ w postaci

i 02
thg gt =rmg — 5—#””
(2.5) y ) . ok
g atbr = my —"a—xg,
gdzie wprowadzono oznaczenia ~
P oL
(2.6) .
oL . oL
my = 51;,;, : my = 5?

Mimo pozornego podobiefistwa, ze wzgledu na nielokalnosé oddzialywai, tensoréw
5y i {4, nie mozna interpretowac jako tensoréw naprezenia w ofrodku. W roz-
patrywanym przypadku nie ma na ogot sensu pojecie sﬁy kontaktowej, atym Samym
rownieZ pojecie naprezenia. :

B. Zakladamy, ze funkcjonal dziatania W _]est niezmienniczy wzgledem grupy
- przeksztalcent euklidesowych
X% o xE fgbe¥, o,

2.7
@7 T ->=1ts = am,

gdzie x* sa wspOhrzednymi punktdw przestrzeni odniesienia, a T — wspOirzednymi
czasu, Zakladamy poza tym, Ze grupa jest infinitezymalna. Jako wynik tego postulatu
otrzymujemy nastepujacy ukiad zasad zachowania:

zasada zachowania pqdu

(2.8) 5 k%z fmdAdA_o
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zasada zachowania momentu pedu

0 0L L oL ey 2 of. N of. N
2. S ¥ 7w Pu.x EY ST A w X, 4
o oYk o W, 0% 4

oL .\ _
+Wx“ dA dd = 0;
zasada zachowania energii

oL
(2.10) — =0

ot -
Szezeghly dotyczace wyprowadzenia powyiszych wzordw mozZna znalezé
w pracy [5]. .
C. Zakladamy, Ze wzgledem grupy (2.7) sa réwniez niezmiennicze funkcje L i L.
Wynikiem tego zaloZenia sg wzory

oL, - JL o a£+af; Fafi_o

Tt w0 T o tap o
(2.11) . R R -

oL oL oL, oL, oL | oL

T t =y =0, —u,t—— + =t Syt
‘)’P[,kx Yo x P2 L 73] P Wy aqp[JkK Yo x EE ¥y an Xn

. oL, of. oL oL, oL .

ax[kA X, 4 + Wi"{z]"’ B?Exz]"f" 5‘;—?1}; F_Cz;,A’f‘ g?ffﬁxz] = 0.

We wspomnianej juz pracy [5] wykazano, ze zwigzki (2.11) sa warunkami dostatecz-
nymi zachodzenia zasad zachowania (2.8 — 2.10).

Na skutek zalozenia C funkcje L i £ mozna budowaé w ten sposOb, aby ich
argumentami byly zmienne, wystgpujace w nawiasach ponizszych wyrazefi:

L= L(XX, Eq;, v*),

12) L=1(z4, 74, XX, Err, 9%, Cyys Crops By, By, Dy, Dy),
gdzie
: 2B = V’fﬂK Y180 — Gy,
Cry = w’fKtpfA 8l Cra = V5 @ 4 81,
(@.13) By = y*r ¢ gm, By = vy ¢ gu,
D, E*T.chx 4.91 £kl Dy = Tr"]fK étgkh
gk = yk — pk e

oraz gdZie wykorzystano zalozenic

(2.14) : - detyf > 0.
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D. Jako ostatnie zaloZenie przyjeto, Ze réwnania ruchu (2.5) sa niezmiennicze
wzgledem grupy przeksztalcen Galileusza
(2.15) xF > xt 19k v, oF == const.

Zmiana funkcjonatu W, wywolana przeksztafceniem (2.15), ma postaé

16 ' A f(aL oL tdA dA)dQ
(2.16) W= g 5@ v —I— W v d,
gdy%

.17 Ph— phtok g, 'q;]f‘K-—:r 'y)]‘:K, TJJ]"—> 'tj}"’—{—‘i’)k

oraz ¢f— @, co wynika ze zwigzku
(2.18) oyF — yEfpk g

i zaleZno$ci (2.13)g.

Aby zmiana AW nie wplywala na réwnania ruchu, powinna byé przedstawialna
w postaci calek powierzchniowych

(2.19) o* f(aipk f—dA dA]dQ dv = o* f[F§K+Fk+

T
+ f (F,ng4-h) dA dA] dQ dr.
AxA

Ze wzgledu na lokalno$é w czasie i przestrzeni £2 oraz wykorzystujac oznaczenie
(2.4) otrzymujemy _
- ' 0.2 . . -
(220 oo Ff ¢V F it f F4 ,aA da.
Adx 4

Rozwigzanie tego rownania moZna napisa¢ w postaci
| . .
(220 L= 5 po P9 gut 0 ot ¢ ¢ g — € (X7 Bg) —
- feM (ZA’ ZAJ XKJ EKL’ CKA? EKAD BK? EK’ DK’ 'ﬁK) dA_ dA'
Adxd .
DaleJ przyjmujemy 9% = 0 (por. [2]). Wtedy z (2.21) wymka_]q 2wiazki

1

L=t P wgm — & (XX, Egp),

@.2) B
L=— €ng (z4, 24, x%, Exr, Cras CKAa By, Bg, Dy, DK) L

Wzory (2.22) stanowia punkt wyjscia dalszych rozwaZafi.
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3. Stan przemieszczenia ciala z mikrostrukfura

Qprocz omoéwionych zatozen dynamicznych przyjmiemy dodatkowe, Ze ruch
o$rodka moZna opisa¢ wektorami przemieszczenia. Mianowicie niech zachodza
zwiazki:

&
pF = Og X¥4u® (X%, ),

(3.1}
g = 8% ZAL wk (74, X% 7).

Funkcje u* sg wspolrzednymi wektora # makroprzemieszezenta, a funkcje wk sa
wspolrzednymi  wektora w mikroprzemieszezenia. Bedziemy dalej dopuszezali
jedynie jednorodne odksztalcenie mikrostruktury. Wtedy wektor mikroprzemieszeze-
nia ma postaé 4 '

(3.2) wk = e, 8t 2.

Wprowadzenie powyiszego zwiazku bardzo zaweza klase badanych zagadnien,
ale pozwala jednoczesnie w sposéb najprostszy wprowadzié do malgroo_}ﬁisu poprawki
wynikajace z istnienia mikrostruktury i mikroefektu skali. Tensor wl’i, opisujacy
mikroodksztalcenie, jest jedynie funkcia X* i 7. Jest wiec mikrojednorodny i makro-
nigiednorodny. Jego czes$¢ symetryczna opisuje odksztalcenia objetosciowe i postacio-
we, a czg§é antysymetryczna — obr6t mikrostruktury, zlokalizowane] w czastee X.

Wykorzystujac zwigzki (3.1) i (3.2) we wzorach (2.13) otrzymamy
By = (g Oy +1 ¥ ) gm,

Cra = (é}fr—l—uk,{) CU?':,'E 8% &x = Cryy

By = (O tul0) (B tw,)) 6 em 7,

By = (O+u* ) (0w, 8 g Z7,

Dp = (88+u") &, 6% g Z4,

‘I_)K = (6;‘.'{—!—1#’71() a'iﬂ_f &% gm zZ4

(3.3)

Worowadzmy dodatkowo oznaczenia

(3.4) - Dyy = gni ?P]?K (;"n,f & = (5fzgc+”fc1{) o7 0')“11 Lt
e P

éKL = gy g 0f ﬂ’nl = (ﬁ’fﬂu’,cx) 51{ wnz gkt

Wiedy
Cry = EKA = éKL -5,14',

By = 9" x 8 g 2 4-Cr 05 27,
(3.5) B= y¥ o 0 gu ZA4- &y 65 24,

Dy == Dy 05 Z4,

Dy = Dy, 8% 74,
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Zwiazki (3.5) pozwalaja przyjaé funkcje dynamiczne L i L w postaci
L= ug % o' gt — € (X5, Egy),
(3.6) ,\ 7 7 f(L

L - GM (ZA, ZA, XK, EKL’ CKL’ DKL)‘

Ziienne By i Bx moZna bowiem wyznaczyé znajac zmienne Egy i Cyp 1 tym samym
nie sa one niczalezne. Wspolczynnik uy w funkcji L mozna interpretowac jako
«makrogestosés ofrodka na jednostke objetosci przestrzeni £2. Nawet w rozpatry-
wanym przez nas uproszczonym modelu z ogdinych kryteridéw teorii dynamiczne;j
nie wynika mozliwo$é wprowadzenia odpowiadajacej jej wielkosei w przestrzeni A
mikrostruktury.

Przyimiemy wreszcoie jeszeze jedno zalozenie odnosnie budowanej teorii nieli-
niowej. ZaloZymy mianowicie, ze funkcje €,, mozna przedstawié w postaci

(3.7 o = 0 (24, Z4 ¢ X X, By Crro Dir)

-Jak to wynika z przeprowadzonych rozwazan funkcja € nie zalezy od mikrozmien-

nych materialnych Z*. Podziatu okreslonego wzorem (3.7) dokonujemy w ten
spos6b, by funkcia ¢ miala wymiar energii. Jest to celowe ze wagledu na pdznicjsza
linearyzacje. Funkcja &(Z4, Z*%) ma wtedy wymiar [I/emS]. W przypadku naj-
prostszych oddziatywan coulombowskich funkcja 0 (Z4, Z) ma postaé

1

(3.8) O R R Yo s

gdzie / jest pewnym charakterystycznym wymiarem mikrostruktury. Przypadek
ten omoéwiono szczegotowo w pracy [6].

4. Uklad réwnah przemieszczeniowych
e

Roéwnania przemieszczeniowe otrzymamy bezposrednio z réwnail ruchu (2.5).
W tym celu przedstawimy w formie rozwinigtej najpierw zwiazki (2.6), wykorzystu-
jac funkcje L i £ w postaci (3.6). Dla tensora t’f,c mamy

. a2 de L f deps i
= s T ~— dd dA =
* o' x oy e o9t ‘
O 0E, ( 06 OE,, o ol  0¢ 0DLM)
. iaELM a‘i”,clf ¢ OE; o a‘/”ffr ()aLM ‘)?PI,GK 0Dy aTPI,cK ’
gdzie .
CRYN. a= f §(Z4, 7% dA, dA

A A

jest wspélezynnkiem poprawkowym, wynikajacym z uwzglednienia efektéw skali
w mikrostrukturze. Wykorzystujac zwiazki (3.3); 1 (3.4) mamy

Rozprawy InZynierskie -~ 8
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OF, '
() ;’ - 1)“3’ 74 611KJ) 1 = (65L+u,'!(L) 61]‘\:4') L1,
L o
oC
(42) e = §& 5" Wik,
T
Dy, .
a,q)l,cK = Of &y gy
Tensor 15, po wykorzystaniu (4.2) bedzie mial postaé
4 o L [dA 5 +a"6
43) th= 5}“{5;( ) grta T (6, +2!) gn Y o1+
G
+ Do Of Wik
: &L,
Podobne przeksztaleenia wykonamy dla tensora i
of. _ . 0¢ o6 OC
fd = zazA,ZA :5ZA,ZA . KL_
- - a%{c,«i ( )a‘PlfA ( ) 0Cy, ‘)‘?’IfA
PoniewaZ jednak
aCKL z A 1 H A
(4.4) opF , = Y g &y, = (af(‘!‘”, x) &k 0%,

wigc ostatecznic mamy

~

de
(4.5) = & (Z7, ZA) (5 +ul ) g 61

Tensor my; preyjmuje szezegdlnie prost postaé ze wzgledu na zalezno$é (3.6)1:

0L  OL

{4.6) = PR = pY = o P grr = pg W Gz,

natomiast dla wielko§ci m mamy

oL d¢ 0e ()D oo,
g, = — . A FAy 4 74 "KL %,
. Mg ok a(Z4, z9 o d (24, )&DKL aw = ()qjk ,
skad -otrzymujemy
N Q€
@7 = — 824, zA) aL g vl (ZH ! =
= — (2, ZA) gm (5§(+u ) 0F (ZH7h

Zwigzki (4.3), (4.5), (4.6) i (4.7) sa odpowiednikami zwiazkow fizycznych klasycznych
teorti. Jak wynika 7 budowy zwigzkéw (4.3) i (4.6) wiclko$¢ 15, moze byé interpreto-
wana w rozpatrywanym przez nas przypadku jako tensor makronaprezes, a wiclkoéé
my — jako wektor makropedu. Natomiast nie ma takiej interpretacji dla tensoréw
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4, 1 mp. W kazdym punkcie Z mikrostruktury ich wartosé zalezy dodatkowo od
wyboru punktu Z, kiérego oddzialywanie na punkt Z chcemy obliczy¢. Wyrazem
tego jest wystgpowanie we wzorach (4.5) i (4.7) wielkosci 8 (24, 7M.

Aby napisa¢ réwnania ruchu «w przemieszezeniach» musimy jeszcze rozpatrzyé
wyrazenia 0.2/owk i of,joyk. Ze wzgledu na zwiazki (2.11)3 i (2.11)4 plerwsze z nich
moZna napisaé w nastepujacej postaci:

~

oL of, _ de a _
=2 fa—wdgldd — 2= gyl Of fé(ZA,ZA)(Z")‘ldAdA;

oyt A% 0Cxr A%
skad otrzymujemy
oL _ Q€ .
(4.8) ok ot —— g (Sl ) g,
gdzie
(4.9) a, = & f §(zA, Z4 (z4 ' dA dA.
A% 4

Drugie ze wspomnianych wyrazen przyjmuje postaé

~ -

ol _, fe oC
—_fc: — 5(ZA,ZA)""X"-_"'KT;L,
oy OCy Op
co prowadzi do wzoru
o A Zd ¢ ! A (7dy-
(4.10) " R (2%, 2% 35 & (Sh—+uly) 82 (29!

Podstawiajac otrzymane zaleznoéci do réwnan (2.5) ostatecznie mamy

A -

Jde o¢ de
{ (8L udt )gkl+a{ O +u'p) gt o5 8 wirrt-

0, -
de _ . d¢
@.11) + @DKL'S L +bk = g Ut s e g (8, +u'y) ags
2 5 5 [1 i) 1]+ 1., Y
aCKL< i) gun R R e
| 5 —
“zh ()DK G

Funkcja & (Z4, 74) dla obszaru ograniczonego jest funkcjs monotonicznic malejaca

i ograniczona 7z wyjatkiem co najwyzej punktu Z4 = Z4. Z fizycznego punktu
widzenia jest jednak uzasadniona regularyzacja nawet w tym ostainim przypadku AU
W zwigzku z tym mnozac réwnania (4.11), przez Zt Z2 73 i uwzgledniajqc niezas:
lezno§é zmiennych Z4 otrzymujemy z tych trzech réwnaf szesC,- pozwalaJaCCYCh-"f'
wraz z (4.11); okresli¢ dziewieé nieznanych funkcji u® i wer Nalezy do:nich;: i
wiscie, dotaczyé odpowiednie warunki poczatkowe i brzegowe. .-
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Po-lprzeprowadzeniu wspomnianej wyZej operacji i odpowiednim zgrupowaniu
wyTazen ofrzymujemy

A

[(Be+ a)ak ("31 k_|_aé(5i! )] X
0B, . COE,. @Gptuy)ta 0E T ap, ,Kﬂ’ =

A

-

(4.12) = po i+ o ay (Gt uly),

KL

~ ————

o€
(6i'(+ 23 1() = ((3 +u K)

~ acKL

Druga grupa réwnan (4.12) powinna byé speim'ona w calym obszarze A dla kazdego
74, co najwyiej z wyjatkiem punktu Z4 = Z4, oraz punktéw osobliwodei sit
by. Jesli te ostatnie maja charakter zmiennosci typu (Z47, (24125~ ! lub
(Z4 Z2 27, to pozostaja z lewej strony omawianego réwnania ich czesei regularne.

Z roéwnania (4.12); wynika, Ze wektor ¢ jest wektorem sprzezenia odksztalcen
mikrostruktury z polem makroodksztalcer, W rozpatrywanym tu zagadmieniu
nieliniowym sprzgzenie to czedciowo przenosi sig roéwniez przez wyrazenie, zZnajdu-
Jace sig przy wspolczynniku « w nawiasie kwadratowym. Natomiast wplyw mikro-
efektu skali na zjawiska makroskopowe wyraza si¢ wystapieniem we wzorze (4.12);
wyrazu ad6/oF; .. W tym sensie wspolezynnik « opisuje badane przez mas efekty
skali. Do zagadnienia tego powrdeimy jeszeze po linearyzacji ukladu (4.12).

Nie ograniczajac ogélnodci rozwazan moina przyjaé, ze uklad wspolrzednych
przestrzennych jest ukladem kartezjanskim i utozsamié go z ukladem wspotrzgdnych
materialnych. Réwnania przemicszczeniowe beda wtedy mialy postaé nastepujaca:

l( de n ae)a (aé n e )J 5
oFy, aaEI,m 1k, 1 From g oD, Wk Jer B ==
o

BT 1 (amk -+ UL, m,

0Cm1

A =

(5mk+uh m,) % (meIGJrMh m)
gdzie .
Evm = ug, my-+} wn, 1 un, m,
(4.14) O = (Gemtun, m) o,
Dy = (‘3fcm+uk, m) .

5. Zagadnienje liniowe

- Zal6zmy obecnie, ze gradienty odksztalcenia mato réznia si¢ od jednodci. Wtedy
(5.1) ) lug, i} <€ 1. -
Précz tego przyjmijmy, Ze pochodne 0&/0Cu 1 96/0Dum sa tego samego rzedu, co

0€/0E,, oraz 7o tensor wy opisuje mate odksztalcenie, wolno zmieniajace sie w cza-
sie, fzn.:

5.2) lop] €1,  lon! <€ L




MIKROEFEKTY SKALI W DYNAMICE OSRODKA CIAGEEGO 555

Réwnania rochu (4.13) przyjma wtedy postaé

P

( de o ) 5 - oc
derm | Osgm ) m by = potistom domy
5.3 . N
-3 dc ( o€ )

awm % ()(I);k ?
gdzie
5.4 Ekm = Wk, m)

W ~roéwnaniu (5.3); pominigto rdéwniez wyraZzenie zawierajace wyraz (g, m)
zakladajac, #e zmiany makroodksztalcenia w czasie sq rowniez powolne.

Dalsza linearyzacja dotyczy fizycznych wlasnodei materiatu. Przyjmijmy mia-
nowicie, Ze funkcje e i ¢ moZna przedstawié jako funkcje kwadratowe ich argumen-
tow: '

. £ = % Armln €km Eln, :
(5.5) . . » L 2 e .
€ == & dimiu Ekm Eln—+% Dkmin Whkm it Cemin ©Om Wintdrmln Ekm Oy,

 We wzorze (5.5); pominigto efekty krzyZowe 2 wgy z tych samych powoddw, dla
ktérych odrzucono je we wzorze (2.21). Z powyzszych zwiazkéw wynikaja zaleZnosci:

Je
= drmin €ln
aé‘k'm ,
dE
FY o Akmin Sm—i—dramm Dim,
Ehm
(5.6) .
dc . R
= bmictn Win+ dinmk Ein,
Owmi '
o . .
== Clema Wmne
001

Wstawiajac te wzory do réownan (5.3) otrzymujemy
[((I,g;mm—}—a &Tcml'ﬂ.) et a]cml'n wtn}, m+bk =

(5-7) == fkp I”431«7"1'0!”@. (Emkm Cﬂin‘i'alnmk Bm),

bl.’cmﬂ, mmn‘l‘ flmwlk Emn = Clkmﬂ. wmn

Z powyzszych réwnan jasno wynika, ze sprzezenie pol mikro- i makroodksztalcen._
- jest dokonane za posredmctwem wspolezynnikdw o oraz efektow krzyzowych
opisanych macierza dimin. Wstawiajac- réwnanie (5.7); do (5.7)p) dostrzegam
7e sprzezenie przez wspolezynnik ag istnieje jedynie w zagadmenlu d P [

(5.8)

(flicmn‘,n‘l‘a akmln} Lt dl_ﬂmln wtn], ns+bk = ﬂo_ulg-“kam G
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Tym samym w przypadku statycznym bez efektéw krzyZowych réwnania ulegaia
rozprzgzeniu. Pole mikroodksztalce jest implikowane przez makroodksztalcenie

(5.9) wpg = — dmnir (B pgr Erans
gdzie
(5.10) By Brima = Spm dgn-

Natomiast wspolezynnik o okresla wplyw efektow skali w mikrostrukturze
na makroskopowe wlasnosci oérodka. Jedli nie mozna uvstali¢ z gory jaki typ mikro-
struktury nalezy przyja¢ dla badanego materiatu, nalezy go wyznaczaé eksperymen-
talnic. Ma to miejice we wszystkich przypadkach materiatéw o naturalnej struktu-
rze. Jebli natomiast mikrostruktura jest wymuszona, np. przez zatopienic w materiale
wiokien, siatek, wydrazenie otwordw itp. wspdlezynnik ten nalezy wyznaczaé teore-
tycznie, przyjmujac pewien typ dalekich oddzialywarhi elementéw mikrostruktury.

Na zakoniczenie dodajmy, Ze tensory okreélajace funkcje € i € posiadaja pewne
wlasnofci symetrii, ktdre wynikaja w sposdb oczywisty ze wzordw (5.5). Mianowicie

Urmin = pkin = Apmal = nkm.,

amnm = amkm == &kmm = amkm,
(5-11) z)km?.n = Blnkm,

&Icmlﬂ = Elnlcma

dimin = dmkin.

Pominiemy tu rozwaiania, dotyczace ewentualnych grup symetrii materiatu
z mikrostrukturg, jako wykraczajace poza ramy postawionego zagadnienia.

i
N
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PesmomMe

MACHTABHBIE MUKPO2®®EKTEI B JTUHAMWKE CHIAOUIHON CPEALI

B paGoTe naeTcsa amayu3 ypasHeHHH TeNa ¢ MHRPOCTDYRTYpOH. TIpmmersis BaPHAHACHHBLH
dopManmsM, BEIBOFATCS CHCTEMA YPARHEHMH B OepeMEHIEHNNAY, B KOTODHX YUATHIBAETCS NBATEKAC
BO3NSHCTBAS MEKDOSTEMeATOR cpensl, KpoMe TOro, HpefONaraeTes, Yro MAKPOCTDYKTYpa
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MOXET TONBEpraThei TONLKO ONHOPORHEM AedopMarnusaM, FIDeNCTaBNeqHbs PEIyALTATH ABIA-
10TCH YEOGHEIM criocofoM ommcanms MACHTTA0HEIX 3(MpeRTOB UL MATEPHANIOB © CCTECTBOHHON
W BHIEYXICHHON CTPYKTYPoH, Ha psny ¢ amammsoM 3Tux 3hQexros i JmHeHHOH 3aHavH B paboTe
JIATOTCA IMHEAPA30BAHHEIE YDABHEHMA B TICPEMCINCHUAR, KOTOPEe OOCYENAIOTCA ¢ TOH e caMoH
TOMKH 3PEHHA, ' ‘

Summary
MICROEFFECTS OF SCALE IN DYNAMICS OF A CONTINUUM

The present paper contains an analysis of the equations of a body with microstructure, By
applying the variational method the set of equations in displacements is derived, in which remote
action of microelements is accounted for, It is assumed in addition that the microstructure can
underzo homogeneous deformation only. The resulls obtained furnich a convenjent method for
describing microeffects of scale for materials with natural and artificial (forced) microsiructure.
In addition to the analysis of these effects for the nonlinear problem the paper contains linearized
equations in displacements which are discussed from the same point of view.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKE PAN
ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH

Praca zostala zlozona w Redakcji dnig 12 czerwea 1968 r.






