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O RUCHU CZESCIOWO BEZINERCYJNEGO ZACHOWAWCZEGO UKEADU
MECHANICZNEGO

ANDRZEJ BZADKOWSKI (WARSZAWA)

Moizliwo§é sprowadzenia rzeczywistego ustroju konstrukcyjnego do ukiadu
dyskreinego o skonczonej liczbie stopni swobody pozwala badaé ruch takiego
ustroju przez badanie dynamiki modelu ukiadu pomyélanego, jako skoficzony
zbiér punktéw materialnych, powigzanych wezajemnie i z nieruchomym ukladem
odnjesienia tlumikami i sprezynami, ktére odpowiednio modeluja wewngtrzne
1 zewnetrzne sity dysypacyjne i zachowawcze [1}. Dotychczasowe prace z dynamiki
ukladéw mechanicznych dotyczyly nieomal wylicznic modelu mechanicznego,
powstalego z elementéw w formie nieliniowego modelu reologicznego Voigta.

Pewne przypadki wymagajg {aczenia szeregowego elementéw reprezentujacych
sily i prowadza do uogélnienia poprzedniego modelu mechanicznego dopuszczajac
zerowanie sig pewnych mas w modelu. Przypadki te maja miejsce, kiedy 1) cechy
wewnglrzmaterialowe opisane sa lepiej micliniowym modelem reologicznym Max-
wella lub mieszanym Voigta-Maxwella 1 2) isinieja specjalne
wzgledy konstrukeyine, np. przy bezposrednim szeregowym
oddziatywaniu na sicbie elementdw sprezystych i ttumiacych
(jesH uzasadnione jest pominigeie mas tych elementow).

1. W pracy rozpatrzymy silnie nieliniowy model
" mechaniczny M o jednym stopniu swobody bez thumienia
z charakterystykami sprezystymi laczonymi szeregowo
(rys. 1). Celem pracy jest badanie wlasnodci ruchu tego
- ukladu przez zbadanie przebiegu trajektorii fazowych na
plaszezy#nie x, * ruchu masy m oraz na plaszczyZnie z, z
ruchu punktu 4. Zachowanie si¢ punktu ztaczenia sprezyn A
moZe byé interesujace z technicznego punktu widzenia,
a jednoczesne badanic ruchu na dwéch rzutniach prze- 7
strzeni fazowej E4 = {(x, %, z, 2)} pozwala wyjasnié pewne . Rys. 1 .
osobliwodci ruchu tego ukiadu.

O charakterystykach sprezystych bedziemy zakladali: a) f;, /2, f12 sa funkcjami
klasy Cl; b) spelnione sg warunki f(0)=0, f(—& = —f(5.

Dynamike modelu M (rys. 1) opisuje rdwnanie rdézniczkowe

(1) : mi = —fia (v — ) —fo ()
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wraz z nastgpujacym warunkiem przedstawiajacym rdwnowage sit w punkcie A:
Si2(x — 2) = f; (2).

Warunek ten w dalszym ciagu bedziemy oznaczaé

2 ' ¢ (%, 2) = f1 (2) — fiz (x — z) = 0.

O warunkach poczatkowych dla (1) bedziemy zakladali, ze w chwili poczatkowej
spelnione jest (2), tzn. Ze ¢ (x, zg) = 0 dla #5 = 0, co fizycznie oznacza, 7e w chwili
poczatkowej w punkcie A nie dziala Zadna sila zewnetrzna (zalozenie C).

Oile rozwiklanie réwnania (2) wzgledem z jest mozliwe, wyznacza ono w ogélnym
przypadku nicjednoznacznie z = z (x); a zatem réwnanic (1) moze micé niejedno-
Znaczng prawa strong.

2. Rozpatrzmy badany model mechaniczny w innym ujecin (rys. 2), ktére
pozwoli na obrazowa interpretacje warunku (2). Konstrukcja przedstawiona na
rys. 2 ma trzy sprefyny. SpreZyna o charakterystyce fi» przewinigta jest przez blo-
czek i polaczona jest w punkcie 4 ze sprezyna -—f) (charakterystyka przeciwnego
znaku niz w modelu M). Masa m moze poruszaé si¢ wzdluz osi X, ktora stanowi
jej prowadnice, analogicznie punkt zlaczenia spreZyn 4 moze poruszaé sic wzdhz
osi z. Jak fatwo sprawdzié, w ten sposéb pomyélana konstrukcja jest oczywiscie
z punktu widzenia dynamiki identyczna z modelem mechanicznym M.

Rys. 2 ' Rys: 3

WprowadZmy uklad wspélrzednych x; Az, poruszajacy si wraz z punktem A4,
(3) i=in j=—J,

i nanieSmy na rys. 2 krzywa (1) wyznaczona przez warunek (2) w ruchomym ukladzie
wspoOlrzednych w postaci '

4 @ (%1, 21) = f1(z1) — fia (xy — 2) = 0. ’
Zauwazmy, ze warunek zobrazowany krzywa (4) jest torem ruchu masy w ruchome;j

plaszezyinie xi, z;, tzn. ruchu masy m wzgledem puntktu 4. Wykorzystamy te

(1) Dla prostoty rysunek 2 zostal opracowany przy zaloZeniu, e funkcja ¢ jest jednd]edno-
znaczna.
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interpretacje do ustalenia pewnej analogii mechanicznej, ktéra przydatna bedzie
do wyznaczenia ruchu ukiadu A,

Niech w ukladzie mechanicznym I (rys. 3) masa m porusza si¢ po krzywej
geometrycznych wigzéw skleronomicznych dwustronnych 1. wyznaczonej przez (4)
w plaszezyinie xi, z; pod dzialaniem sit wyznaczonych przez funkcije sit

Fy—2 (21

3) UMﬂﬂ=~Lfﬂﬂ&%ﬂ@—@+fﬂ@£+fﬁ@@]
0 Q0 ]

i niech ruch unoszenia ruchomego ukladu wspolrzednych x; Az bedzie tak dobrany,
aby ruch masy m w bezwzglednym ukladzie wspolrzednych x0z byt prostoliniowy
wzdluz osi x, tzn. aby ’

©) Feix, r=hxbizn g =z

co wobec rownosci (3) prowadzi do réwnafi

=ratrr lub x=1xy, z,=2z,
P

Y]

=ribre b xe=x, oz, 2,
r=r,4r; b x=x, z,=z.

1. Wykazemy, ze ruch ukladu 9 jest réwnowazny ruchowi ukladu M, poniewaz .
zjawiska dynamiczae w obu tych ukladach opisane sa takimi samymi réwnaniami.
IT. Wyrazimy calke enmergii w ukladzie M, a przez I i w ukladzie M.
Na wstepie okse§limy pole wektorowe sit wyznaczone przez (5). Na podstawie
zajoZenta a) funkcja

U(x1, 1) = — [F1z (31 — z0)+F1 (z0)+F (xp)]

jest sumag funkcji cigglych (jako funkcji granic gbrnych calek funkeji ciaglych),
a wiec pochodne tych funkcii okreslone sg przez funkcje pierwotne. Tak wige

oU (xy, '

“%%@%~meﬁMﬁmﬂ
I

o {xy,

ﬁ%%@_—mwwmmﬂm}

Fﬁnkcja skalarna U (x, z;) wyznacza pole wektorowe sit
(8) F(xy,21) = grad U (xy, 1)
Iub skalarnie )
Fr = — [f12 (x1 — zp)+f2 (x1)),
Fp = — [fi(z0) — f12 ey — 2)],
ktore spelnia warunck bezwirowosci

02U (x,z1)  R2U(x,21)

(8

k]

0xq 021 23 0xy
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a wige pole wektorowe (8) jest potencjalne. Stacjonarna funkcja sit U (xy, z;) wyzna-
cza energie potencjalna na plaszezyinie xq, z;:

© V(xy, z1) = U (x1, z1)
 Mozemy napisaé rownania ruchu masy m w ruchu wzglednym (rys. 3) w postaci
(10) mry (x1, 21) = F (%1, z0)-+7 grad @ (v, z)+H[— mry (x, 2)],

gdzie warunek wigzow okreflony jest przez (4). Na mocy (6) réwnanie rézniczkowe
(10} ma nastepujaca postaé skalarna:
“ O (xy, 21)
myy = Fp (%1, Z;)Jrﬂu“*—l—— )
(10) !

mzy = Fy, (xl,zl)Jrﬁ.M +mz .
021

Zalozenic a) zapewnia istnienie skladowych grad ¢ (x|, z;), mamy wicc

d‘P (xla ZI) — a(p(xls 21) . + a‘P (xls Z;)

(11) dt aXI X1 621 2y = 0.
Uklad réwnan (10°) po wykorzystaniu (7) i (8") prowadzi do réwnan

mxy = — [fi12 (x1 — zr+f (x)]1+2 Op (;th zy) ’

( ¥
— [f1{z) — fiz (s — zl)]+zm

i pozwala wyrugowad mnoznik wiczdéw 2. Przy warunku (4) z ostatniego réwnania
tego ukdadu wynika, ze 4 = 0 i ostatecznie (10”) przyjmuje postaé w ukladzie iner-
cjalnym
mx = — [fiz(x — 2942 (x)],
fi2lx —z) = fi(zy

Roéwnania te sg identyczme z réwnaniami (1) 1 (2), 2 wige teza I jest dowiedziona.
Wniosek 1. 1 = 0 fizycznie oznacza, Ze nie ma reakcji wiezéw, a wige krzywa

L przyjetych «wigrdw» istotnie jest torem swobodnego ruchu masy m w ukladzie 2.
Wniosek 2. Z (11) wynika réwnanie

Opfoxy |

Wf);; X1,

kidre przy zaloZeniu c) jest réwnowazne (4) i ze wezgledu na (7) moze zastgpowac

warunek (2) dla d¢fdz; # 0. Istotnie (11) jako pochodna zupelna po scalkowaniu
prowadzi do zwiazku

Zy & —

@ (x1,2) = C

przy czym stala C =0 wyznacza sig z zalozenia c).




O RUCHU CZESCIOWO BEZINERCYINEGO UKRADU ZACHOWAWCZEGO 503

Pokazemy, 7e dla ukladu 9t opisanego réwnaniami (10) i (4) istnieje tzw. uvogdl-
niona catka energii [2]. W tym celu rozpatrzymy poszezegllne wyrazy réwnania
{10) pomnoZonego skalarnie przez r; uwzgledniajac, ze 4 = 0, czyli Ze

LI e

(12) mrlrl—Fn—mrAn

Poniewaz ruchomy uklad wspdlrzednych nie obraca sie w stosunku do ukladu
inercjalnego, dla dowolnego wektora a prawdziwa jest zalezno$é da/dt — d' afdt,
gdzie symbol d'/di oznacza roiniczkowanie w ukladzie ruchomym. Stosujac zasady
rézniczkowania w ruchu wzglednym otrzymamy

- d’ (m}%)_ d(mri)
T\ T a7 )

_e erad Ud’ r1 dU dU

=" dt  dt’
. e - s d {mi? d [mi?
mMrgr) =— mMrr) — ML r = E(T) —_ 217(7)

W rezultacie tych przeksztatcen (12) ma postaé

d (mr2, dU

dt (_) @
ktora prowadzi do calki energii

mr2

5 U—i—const

Po wykorzystaniu (6), (7) 1 (9) znajdziemy

mx2
13) ‘ 5 +Vx,z) =",

gdzie h jest stala dowolng i wyraza calkowity energie mechaniczna ukladu 9V,
a wigc 1 M (co dowodzi H). '

Wniosek 3. PoniewaZ dopuszezamy niejednoznacznosé rozwiklania warunku
(2) ze wzglegdu na x i z, naleZy podawaé warunki poczgtkowe w postaci

(14) x(0) =xp, z(O) =2, x(0)==x,

mimo Ze (jak wynika z zatozenia c)) tylko dwa 2 nich sg niezalezne. Sprecyzowanie
warunkow poczatkowych (14) pozwoll na jednoznaczne okredlenie ruchu ukdadu.
_ Wniosek 4. Unieruchomiajac uklad wspoOlrzednych poruszaiacy sie wraz

z punktem 4 mozemy interpretowaé ruch uldadu M (rys. 4) jako ruch punktu P
po krzywej okreslonej przez (2).

Kazdemu polozeniu na krzywej odpowiada énergia potenqalna okreslona
przez (9) 2 uwzglednieniem (7}, a wice ¥ (x, 2). Przyjmijmy, % tylko rzut P, punktu
P na o8 x skupia calg masa m, a wicc i calkowita energi¢ kinetyczna ukladu mx2/2;
wtedy catka energii ma postaé (13). Odpowiednio bezmasowy rzut P, punktu P
" na of z bedzie reprezentowal punkt 4 modelu. -

Rozprawy Inzynierskie — §
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3. Przy dalszych rozwaZaniach wygodniej bedzie rownania (13 i (2) preedstawié
w postaci normalnej: ,

X =¥
. 1
(15) y= "l —29+LE)
‘ Cgix, z) = 0

Iub ze wzgledu na wniosek 2 w postaci réwnowaznej

x = ¥,
. 1
(15') ‘ §=——inl—2+H M)
_ dp/ox
 oglez

¥ P
g ‘
zZ
3
D
12 T) R R .
i
0
—_m e
p X

Q('A:(th'_pzqi_;-)

bl

Rys, 4

Zalozymy dodatkowo, ze d) — funkecja ¢ jest jednoznaczna wzgledem z(2).

Zgodnie z interpretacia podana we wniosku 4 bedziemy badali ruch punktn P
na plaszczyinie x, y.

Uklad réwnai (15) wyznacza w przestrzeni fazowej E4 trajektorie ruchu punktu
P, ktore lezg na dwuwymiarowej hiperpowierzchni wyznaczonej przez ostatnie

(2) Zalozenie to nie wyklucza moZliwodci badania przypadkéw niejednoznacznosci wzgledem
x lub pigjednoznacznodei wegledem x i z, ktére wymagajg innej nieco procedury badania.
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réwnanie ukladu (15). Sladem tej hiperpowierzchni na plaszezyinie x, z jest krzywa
L. Dla okreSlenia trajektorii bedziemy wyznaczali ich rzuty na plaszezyzny fazowe
x,y i z,z stanowiagce odpowiednio obrazy ruchu masy m i punktu 4.
Kat pochylenia stycznej do krzywej L w punkcie P (rys. 4) wynosi
: Opfox
dploz
Wprowadiniy podzial plaszczyzny x, y na kolejne obszary D; (i= 1,2, ..., n;
= 1) rozdzielone normalnymi do krzywej L réwnoleglymi do osi x. Oczywidcie

w tych obszarach krzywa L jest §cifle monotoniczna (zalozenie d), tg w jest stalego
znaku W zaleZnodei od znaku tg w mamy dwa typy obszaréw Dy:

tgw — —

m o dla  tgw >0, tzn. kledy sign x = sign z, _
pr  dla  tgw <0, tzn. kiedy sign x = — sign z.

Zgodnie z poduzialem na obszary Dy w przypadkua przegiecia krzywej L ze styczng,
pionowa mamy do czynienia z graniczeniem obszardw tego samego typu.

Weory (7)1 (9) okreflaja energie potencjalng V (x, z) wzdluz krzywej L jest ona
funkcja ciagly. Dla dowolnych warunkdéw poczatkowych (14) mamy wyznaczony
odpowiedni obszar D, oraz calkowita energi¢ mechaniczng

2

m
=22 (g, 20).

Odpowiednia krzywa catkowa zbudujemy korzystajac z (13) i (2), tzn. biorac
jedynie pod uwage punkty na krzywej L.

Niech bedzie dane rozwiklanie (3) warunku (2) dla poszezegdinych obszardw
Dy w postaci

(16) z=z{x) dla  zq_ <2< zg.

Energie potencjalne dla tukéw krzywej L zawartych w odpowiednich obszarach Iy
okreslié mozna w zalezno$ci od jednej zmiennej x:

(17) 7 Vi(x) = V (%, z: (%))
Na podstawie (13) réwnania

. 2
(18) Fi = ]/;;; [F — Vi()]

wyznaczaja trajektorie na rzutni x, y odpowiadajgce obszarowi Dj. Trajektorie
¥ (x), ¥ {x), Zrzotowane z obszardw Dy 1 Dy (k # 1), oczywiScie moga prze-
cinaé sig, o ile odpowiednie rzuty tukéw krzywej L na of x zachodza na siebie. Przez
wykorzystanie ostatniego réwnania ukladu (15" i funkcji (16) mamy natychmiast
krzywe catkowe na rzutni z, z.

(3} Jesli rozwiklanie warunku (2) jest niemozliwe, moZemy wykresinie przeprowadzi¢ badanie
przyblizone, Nalezy w tynt celu: 1) zbudowad krzywa L na plaszezyZnie x, z, 2) wykreslic rzut V (x)
trojwymiarowej krzywej energii potencialnej ¥ (x, z) obliczonej dla punktéw krzywej L i 3) korzy-
stajac z (13} wykredlié rzut trajektorii y (x} [3].
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Zbadajmy przypadek, gdy punkt P poruszajac sig po krzywej L zblizy si¢ do
punktu Q; = (xg,, zq,) TOzdziclajacego obszary Di i Diyq (rys. 4). Przyjmijmy, Ze
energia mechaniczna vkladu jest na tyle duza (h > Vy,, (xg, 24,)), Ze vklad posiada
w chwili zblizenia i osiagnigcia punktu Qy energie kinetyczna, tzn. |x| > 0. Rozpa-
trzymy dwa przypadk1

1. Niech D; i Dyyq bedyg obszarami roznych typbw. PoniewaZ punkt P nie moze
opuscié krzywej L (wniosek 1), a prawo zachowania energil musi byé zawsze spet-
nione {IT), wigc przy zachowanym warunku |x| >> 0 predko$é x nrusi zmienié znak.
Istnieja dwie rOwnoprawne alternatywy przebiegu zjawiska:

A przejScie punktu P do obszaru nastepnego, czyli

sign x* = —sign x**,  sign z* = sign z**;

B powrdt punkiy P do obszaru poprzedniego, czyli

sign x* = — sign x**,  signz* = — sign z*¥,
.gdzie % oznacza stan przed dojsciem P do Oy, **¥ — stan po odejéeiu P od Qs

2. Niech D; i D;yq beda obszarami jednego typu. Z tych samych wzgledéw
co poprzednio tez sa dwie alternatywy przebisgu zjawiska:

A przejcie punktu P do obszaru nastgpnego, czyli

sign x* = sign x**,  sign z* = sign z**;
B powrdt punktu P do obszaru poprzedniego, czyli
sign x* = — sign x°", * signz* = -— sign z*%.

W obu przypadkach mamy [tg w] 555, o0, co oznacza, e Eélj,;";@ﬁoo [prawa
strona ostatniego 7 réwnaf (15°) w punkiach Q; posiada niecigglo$é).

Zmiana znaku predkosci masy przy zasadzie zachowania energii w przypadku
1. oraz 2. B oznacza, Ze rjawisko przejécia punktu P przez ¢ nosi charakter idealnie
sprezystego odbicia masy m w polozeniu xg,.

Wyznaczymy poloZenia rownowagi ukladu mechanicznege M opisanego réw-
naniami (15), w ktorych wspélrzedne ukladu zachowuja w czasie staly warto$é,
a predkosci sg rowne zeru. W pizestrzeni fazowe] E4 odpowiadaja im pewne polo-
zenia R = (xr, 0, zr, 0) punktu reprezentujacego, tzw. punkty spoczynku.

Zerowanie sig prawych stron réwnan roZniczkowych (15), tzn.

(19 y=0, fiulx—2+fH{x)=0,

nie jest warunkjem dostatecznym, aby wspolrzedne przestrzeni F4, wyznaczone
przez (19) i ostatnie réwnanie uktadu (13), byly wspokrzednymi punktéw spoczynku.
Warunek dostateczny jest wyznaczony przez uklad rownan .

1o’ : oplox
( ) _ J”:O, flz(x“z)_i"fZ(x)ﬁO’ a(p/azy

powstaly z przyréwnania do zera prawych stron ukladu réwnan (15).
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Niech uklad (19) ma j-te rozwiazanie
(20} Xp= X, Y= 0, z3=1z,
lezace wewnatrz obszaru Dj. Poniewaz w obszarze Dj

dgfox

W:B’ |B| < oo,

tgw =

wiec wszystkie réwnania uktadu (19) sa spelnione i istotnie Ry jest punktem spo-
czynku.

Niech j-te rozwigzanie ukladu (197) lezy na granicy obszardw Dy 1 Diyy, tZn.

(21) x"f = xqis Yi= 0’ 27':, = Zq‘.

Wspéhzedne (21) moga nie wyznaczaé punktu spoczynku. Istotnie, w punktach
rozgraniczajacych obszary

1 dploz
tgw  Oplox - ’

a wiecirzecie rownanie ukladu (15"} wyznacza wspolrzedna z; jako symbol nieoznaczo~
ny. Punkty Q;= (xq, ¥ Zq, z) przestrzenl E+ sq punktami nieciaglosci trajektorii
ze wigledu na nicoznaczno$é z. .

Mozliwe sg jakosciowo réZne przypadki nieciaglofei trajektorii w zbiorze pun-
ktdéw okredlonych przez (21) w zaleznodci od tego, czy

op/0x

. 5ojoz 7
Pl

dia h— Vg, jest zerem, czy wartodcig skoficzona, rézng od zera (4).

4. Pokazemy zastosowanie przedstawionej metody okre-
dania krzywych catkowych rozpatrujac uklad mechaniczny '
(rys. 5}, w kidrym polaczono szeregowo sprezystodé liniowa k
z nieliniowa f; (z) = oz +-f23, gdzie k, a1 f sa to wspdk
czynmiki state. Badanie przeprowadzimy -w zaleZnosci od

Fi(z) =az+[325

wspolezynnikéw charakterystyk. Ay 1
Zalozenia a) i b) sg speinione; bedziemy zakladali: I) z
k >0, 2) zachodzi c). - Falx-2)=k{x-z)
Rozpatrzymy réwnaniarézniczkowe ruchuw postaci asy == '
. .k . k . 'L'
@) er 3T, 60 ETymin g

gdzie ostatnie réwnanie ukladu réwnowaine jest warunkowi algebraicznemu

(23) : , - k(x— 2) = az-t f

(4) Szczegblowe badanie punkiow osobliwych wykracza poza ramy {ej pracy.
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wyznaczajacemu kizywa L. Warunek ten napiszemy inaczej:

23y p(x,2) = Btpztgqx = 0,
gdzie

24 _ a-kik . k
249 5o 1 5

Energia potencjalna ukladu wynosi
o k a o ) il .
Vx5 = T,z-(x — z)2+ 5 7 + PRk

a za pomoca (23) mozna przedstawi¢ ja w postaci

B [ da-4-k ala-k) ]
= — 6 4 2
(25) V{2 % 326 + 5 F + i 221,
Wyznaczmy wspélrzedne punktéw ; rozgraniczajacych obszary Scistej mono-
tonicznosci krzywej L z warunku dgpfoz = 0:

2p P _ 2 (a-+k) etk
xﬂ‘l.z:i«\q:igal/—“é“*q:—g‘k— T

‘ i
241,2:¥2q~$l/—-§-_— JF]/—G,;EC-

Oczywifcie wspélrzedne te istniejg w dziedzinie liczb rzeczywistych, a wiec dla p <0
Dla p >0 cala plaszczyzna x, z jest -obszarem typu DI, krzywa I odwzorownje
Jjednojednoznacznie x w z. ‘

Okreslimy polozenia réwnowagi ukladu mechamicznego (%,, zr)), ktérym odpo-
wiadaja punkty spoczynku Ry w przestrzeni fazowej E4. Warunek konjeczny [zero-
wania dwu pierwszych réwnan (22) przy spelnionym warunku (23%)] WYZRACza
na plaszezyinie x, z wspolrzedne jako pierwiastki rzeczywiste réwnan

(26)

zr (p+p+q) =0, x =1z

w postaci _ . .
(27) x1‘1 = Zrl - 03
@ - Xryy = 7,y = TV —(pg) = F ]/* ¥

dla o/ < 0. Wspélrzedne (27) wyznaczaja polozenia réwnowagi przy o # —k,
a wspélrzedne (28) przy a # k/2 [wykluczone przypadki odpowiadaja nieoznaczo-
nosci prawej strony ostatniego réwnania (22)].

- Rozpatrzymy wszystkie mozliwe przypadki obrazéw fazowych rozpatrywanego
ukladu z wyjatkiem przypadku banalnego f = 0 i fizyczaie nieinteresujacego przy-
padku catkowicie ujemnej charakterystyki: o < 0, f§ < 0.

Przypadek a < —k, 8 > 0. Trzy picrwiastki rzeczywiste (27) i (28) wyznaczaja
trzy polozenia réwnowagi; istnieja dwa punkty rozgraniczenia obszaréw (26)
na krzywej L, prey czym x¢ >0, z4 > 0 (1ys. 6a).
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Korzystajac ze znanych wzoréw otrzymamy rozwiklanie warunku (23°) ze wzgle-
du na zmienna z. W poszezegdlnych obszarach D; (i = 1, 2, 3) mamy odpowiednio

/2
— dla

0 X :;- —Xg,
sin 6 (x
zy (%) = ®
P 2
2 — 37 c08 a(x)-l—?n da —x¢€ X< xg
: P 4
29) z (x)=2 —gcos|e (x)+ 3 75
P \
Zi/uscoss(x) dla  —xg<x< Xy
73 (x) = ) *'g"
___Smu—- dla X = -7Cq,_

gdzie

3 1 " arc c:os);l
6(x):.Zarctg]/tg—z—arcsin(—f), g(x):mTui_

Oczywiscie bedziemy przyjmowali tylko wartoéci gidéwne funkeji odwrotnych.
Podstawiajac (29) do (25) otrzymamy poszczegdlne galgzie energii potencjalnej
odpowiadajace obszarom Dy (i = 1, 2,3) w postaci

[ & L dy’
sin6 6 (x) sint d(x) sin? § (x)

] dla x € —xq¢,
Vy(x) = 5 )
d {d?- cos6 [6 )+ ﬂﬂ] — dycost [s @+ a'z] +

2
+dy cosz[.s (x)+ ?:’z]} dla — x¢ € x < xqs

i

(30) Vo(x)=dy {dz cosé [a (x)+ —;i :n:] — dycost [a (x)+ % 3‘15] +

“-dy cos? [s {(x)+ -g" 7]},

dy [dy cosS & (x) — dy cosd ¢ (x)+dy cos2ee (x)]

dl - s. "'-<~. Cofs
V3 (x) — ‘ a Xa X Xq
d2 ’ : d3 d4

4 sin® o (x)  sin4 8 (x) + sin? & (x)

] dia x > xg,
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gdzie
2 {atk)? 16
d1:—3“"—k——>0, dgz—?(a—}-k)>0,
2
dg.: m--?{4a—i—fc)>0, d4:——‘-6t.>0.

Przebieg zmiennosci encrgii wzdluz krzywej I ilustruja rys. 6b; i rys. 6b,.

- Zbadamy szezegSlowo krzywa energii potencjalnej ¥ (x) w postaci analitycz-
nej (30). Krzywa ta sklada sie z trzech galezi Vi (x) i posiada of symetrii x — 0.
Wazystkie galezic krzywej sa wypulkde i maja po jednym minimum okreslonym przez
wspdlrzedna Xr, odpowiedniego polozenia réwnowagi.

by

Cr

Rys. 6

Latwo wykazaé, ze w punktach X i K, po obu stronach ktérych odpowiednie
galgzic majg roiny zapis analityczny, sa one gladkie i np. dla punktu K, wyznaczaja
energie

. 10k4-a
Vi (xg) = 9
i kat nachylenia stycznej
d¥s 2./ atk
im —=——|/ — (o--4k).
R 3p (4

Minima funkcji dla galezi Vi (x) i V3 (x) moga byé dowolnie polozone wrgledem
punktow K, i K.
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Meozna wykazaé, ze punkty K, 1 Kz, 3 53 punktami osobliwymi krzywej V{(x):
w punktach tych spotykaja sig, nie biegnac dalej, po dwie galezie krzywej, przy czym
obie w punkcie spotkania majg wspdlng stycznag i sa w poblizu punktu osobliwego
po tej samej sironie stycznei. A wige punkty Kj 2 i K3 sa punktanu Zwrotu
drugiego rodzaju. Np. K3 3 wyznacza dodatnia energie

1 (k)2 (k — Sa)

(31) Vo= Val=xd = V3 (%) =[5 — 15
i styczna o machyleniu .
fm 2 g AL }/w ot k) < 0.
gty G5 gy OX 3 3p

Punkty K i K; leza poniZej Ky, i Kp 3, wiec galgzie odpowiadajace sasiednim
obszarom nie przecinaja sie.
Zauwazmy popadtio, Ze
tim ¥ (x) = co.
F+too
Zgodnie z rozwazaniami z p. 3 korzystajac z zaleZnodei (18) otrzymamy rzuty
¥ (x) trajektorii, jako rzuty krzywych stalej energii mechanicznej na plaszezyzng
fazowa x, p (rys. 6¢1). Z trzeciego réwnania vkladu (22), wyrazajac y przez (23),
otrzymamy rzut frajektorii na plaszezyzng z, z (1ys. 6¢co) w postaci

. V h—Vy
(32) z = 4] {“ ey I Jr€3+ (64 224“85)2] N
gdzie '
k2 i k—38a
a=2,,20 o= gp>0 a T g 70

eq = 30 >0, es;a+k>0.

W zaleznoéci od poziomu energii 2 mamy rézne rodzaje trajekiorii. Dla i < Vo
wszystkie krzywe na obu rzutniach fazowych, niezaleznie od ebszaru Dy, sa krzywymi
zamknietymi, lezacymi w odpowiednim obszarze Dj, ktére przebiegaja dookola
centréw znajdujgcych sig w punktach spoczynku Ry (j= 1,2, 3) (5). _

Dla k= Vy trajektorie sa krzywymi nieciaglymi, Wspdlrzgdne punktow @
i @, wyznaczaja na rzZutniach linie niecigglodci: proste x = xq,, ¥ == Xg, N2 rzutni
x, y sa liniami odbicia sprezystego (por. p. 3), odpowiadajgce im proste z = zg,
iz=zymaz 7 s3 asymptotami trajektorii. Rozpatrzymy (np. zgodnie z alternaty-

wa A) przejécie punktu reprezentujacego np. z obszaru Dy do Dy, W obszarze Dy
punkt-obraz porusza si¢ po odpowiedniej trajektorii (poloZenie 1), dochodzac do
linii nieciaglosci (polozenie 2). Nastepuje przeskok do polozenia 3 na rzutni x, ¥,

(%) Latwo sprawdzig, rozwijajac prawe strony ukkadu (22), przy znanym rozwiklaniu (27),
wg szeregu Maclaurina w punktach spoczynku i stosuiae kryterium Peincarego dla jednego stopnia
swobody [3], Ze rzuty punktdw spoczynku na obie rzutnie sg punktami osobliwymi typu centrum,
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ktéremun odpowiada. granica z = —co na rzutni z, z. Dalszy ruch odbywa sie po
trajektorii obszaru Dy (polozenie 4) az do nastepnej linii niecigglodci itd.

Dla i = Vg trajektoria, przedstawiona na rys. 6 linia grubg, oddziela od siebie
rozne jakodciowo rozwigzania. Jak widaé z (32) trajektoria

z2 -2

(329 . k(k—8a) BT A =

’ 59 mfi 59

na rzatni z, z jest odeinkowo ciagla elipsa posiadajaca punkty nieciagiodcel w punktach
przecigcia z liniami niecigglosci. Na rzutni x, y odpowiadaja jej krzywe zamknigte,
po jednej dla kazdego obszaru, przy czym krzywe sgsiednich obszaréw sa styczne
do siebie 1 do linii nieciggloéei.

Rys. 7

Przypadek —k < a <0, §>>0. Wszystkie trzy pierwiastki (27) i (28) sa
rzeczywiste 1 wyznaczaja poloZenia réwnowagi. Krzywa I jest monotoniczna
{rys. 7a) i z (23) znajdziemy :

3 2 a—|—k]/ a--k
‘ Ak 1 3k 3

33 = ; — .
(33) z 2]/35 ctg 2arctg tgzazctg

Wspéhzedne polozed réwnowagi okreélaja maksimum energii (27) i dwa minima
(28), kidre odpowiadaja na obu rzutniach fazowych punktowi siodfowemu i punktom
centréw (rys. 7). Wszystkie trajektorie sa ciagle.

X
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Przypadek ez 0, § > 0. W tym przypadku istuieje tylko jeden pierwiastek
rzeczywisty (27), ktéry wyznacza polozenie réwnowagi. Mamy tutaj jednognaczne
rozwikianie (33). Na rys. 8§ przedstawiono wykres funkeji energii i obrazy fazowe
ruchu. ' ‘

Przypadek o > k/2, § < 0. Przypadek ten jakoSciowo jest identyczny
z poprzednio omowionym przypadkiem o << —k, §>>0; wszystkie poprzednie
rozwaZania i wzory maja zastosowanie i tutaj. Wyniki przedstawiono na rys. 9.

Przypadek 0 <ea<k/2, f<0. W przypadku tym wszystkie pierwiastki
(27) 1 (28) sa rzeczywiste i wyznaczaja polozenia rownowagi ukladu. Dwa punkty
Q1 i Q3 okredlone przez (26) wyrnaczaja linie nieciaglodci (rys. 10).

b,
a
X
Gy
* )
- =
A ¥

Rys, 10

. Enkrgia potencjalna. (rys. 105, 1 10b;) o postaci analitycznej (30}, podobnie jak
w przypadku poprzednim, w polozeniu réwnowagi (27) posiada minimum, a w po-
toZzeniach (28) maksima, wszystkie w obszarze D,. Punkty K, 5 i K5, 3 sa punktami
zwrotu pierwszego rodzaju.

Rysunki 10c¢; i 10cy przedstawiaja nastgpujace obrazy fazowe:

Dla h < Vimax (x’fz.azf’z, J mamy w ofoczeniu punktu spoczynku R;, ktory
jest typu centrum, krzywe zamknigte; w otoczeniu linii niecigglodci trajektorie
sa nieciqgle (zZjawisko odbicia sprezystego). Punkty (xq,0, zg, 0) ({ =1,2) nie
sg punktami spoczynku.

Dla s = Vmax trajektoria przechodzi przez dwa punkiy spoczynku Rj {(j= 2, 3)
bedace siodlami. Trajektoria ta jest rdwniez nieciagla.
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Dla h > Vmax wszystkie trajektorie s3 nieciagle.

Wyniki dotyczace obrazdw fazowych omoéwionych przypadkéw przedstawiono
na rys. 11 z zaznaczeniem ilodci i rodzaju punktédw spoczynku i chrakteru trajektorit
w zaleznodci od wspdlczynnikéw a, § i k. W obszarach zakreskowanych wystepuja
trajektorie nieciagle. - ‘

Bk
Trajektorie 7./r 77,

;/%meczqgte Wezystkie| trajeklorie ciggie
/ S
/ - g2 2 Z
5 8 E 5
é ~ = =

. oe/k

Teenirum Z Tstodto ~———— 1 cenlrum £ feenlrum ———l/:-—

-3

1 centrum
2 stodla

Trajekiorie mecaqgtc%
Pk s R
Rys, 11

Konstrukcje krzywych catkowych dla ukiadu przedstawionego na rys. 5 oparliSmy
na calce energil w postaci (18), dla ktérej potrzebna jest znajomosé energii w postaci
V = V (x). Przy badaniu pelnego modelu przedstawionego na rys. 1 energia dodat-

&= -
kowej sprezyny f f2 (&) dE dodaje si¢ do rzednych poszezegélnych galezi krzywej
b

¥ (x). Jesli dodatkowa sprezyna jest liniowa, charakter ruchu nie ulega zmianie,
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Pesiome

O NBHKEHMM YACTUYHO BE3WHEPLIIOHHOW KOHCEPBATMBHOM CHCTEMBEI

B paGoTe pacCMaTpHBASTCHA CHNLHO HelHHCHEAS MEKAHAYECKAH MOJALIL ¢ OHHOH CTENeHBIO
cpoBfomnl Ges medanbEpORaHEE, ¢ YOPYIAME XapAKTCPUHCTHKAME, COSIEHEHHBIME IFOCHETOBATEIE-
HO. Hconenopamucs CBOMCTBS HMBIKEHWA 5TOH CHCTEMBI, IyTeM WMCCTIEHOBAHEH KPHBOH (a30BLIX
TPACKTOPEH NBEKCHEA MaCCH H JBEKCHES TOUKH COCHHeHES npyxmd, OGcyxmanca upumep,
AIGOCTPEPYIOLAN Pa3HEE CIYIAH Pa3peiEa (as0BEIX TPAaeKTOPHHA, OCHOBBIBAA HX KOHCTDYKIHIO
HA WHTEIDANS SHEPTHH.
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Summary
ON MOTION OF A PARTLY INERTIALESS CONSERVATIVE SYSTEM

The paper deals with a strongly nonlinear mechanical single degree of freedom dampless system
with spring elements connected in series. The motion of this system has been investigated by con-
sidering the phase trajectories of mass and of connecting points between the springs. The given
exgmple illustrates various cases of the discontinuities of the phase {rajectories constructed on
the basis of the energy integral. ‘

ZAKEAD TEORH KONSTRUKCII MASZYN
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKL
POLSKIEY AKADEMIT NATK

Praca zostala zloiona w Redakeji dnia 27 kwietnia 1968 r.






