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WYBOCZENIE PRZY PELZANIU
GEOMETRYCZNIE NIELINIOWEJ POWELOKI KULISTEJ

ZBIGNIEW BYCHAWSKI, HENRYK KOPECKI (KRAKOW)

Zagadnienie wyboczenia powlok wykonanych z materialéw lepkosprezystych
stanowi wazny problem z punktu widzenia zastosowah technicznych. Okreélenie
krytycznych wartosci obcigZenia, zaleZnego od czasu stanu napreZenia w powloce
oraz charakteru jej deformacji w czasie, wymaga w wielu praktycznie waznych
zagadnieniach teorii geometryceznie nieliniowei.

Problem wyboczenia przy pelzaniu plyt i powlok w ujeciu geometrycznie niehi-
niowym byl przedmiotem rozwaZaf jednego z autoréw w pracach [1 i 2]. W pracy
[1] przedstawiono zagadnieniec wyboczenia wycinka powloki walcowej 7 materiatu
liniowo-lepkosprezystego, obciazonej wzduz tworzacych. Praca [2] dotyczy proble-
mu zginania i wyboczenia wycinka matowyniostej powloki wykonanej z materiatu
lepkosprezystego.

W niniejszej pracy przedsta;wimy zagadnienie lokalnego wyboczenia przy
pefzanin geometrycznie nieliniowej powloki kuliste] o malej wyniostoSci wykenanej
z liniowego materiatu lepkosprezystego. ObciaZenie powloki stanowi stale w czasie,
réwnomiernie rozloZone normalne ciénienic zewnetrzne.

1. Rownanie konstytutywne oraz zwiazki geomefryczne

Zakladamy, e powloka wykonana jest z niefcidliwego materiatu, ktéry spehia
rownanie konstytutywne

(1.1) ey = L [5y5],

gdzie L jest liniowym operatorem calkowym, i tensorem odksztalcema 51y dewia-
torem naprezenia.

Operator L przyjmujemy w formie
s
(1.2) Lif1= fof@ ce—ds,
to
gdzie 8 = 3/or, C (¢t — t) jest funkcja pelzania, ¢ chwila obserwac_u, T czasem bic-
#acym, #y chwila poczatkows.
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Calkujac przez czefcl réwnanie (1.2) otrzymujemy
t
(1.3) LIf1=1(®) C©0)—f(to) Ct—to)+ [ F()oC(t—)dr.
ty

Skladowe dewiatora napr¢Zenia mozemy wyrazi¢ przez skladowe tensora
odksztalcenia za pomoca operatora odwrotnego L*. Zwiazek (1.1) przyjmuje wow-
czas postac

{1.4) 83j = L*¥ [esy], gdzie L*=0L-1,

Dla osiowo-symetrycznego zagadnienia powloki kulistej skladowe tensora
odksztalcenia przedstawimy w formie(l)

1 i
(15) €1 =1 [.S'1] = ?L(Zﬁj—(}‘z), [ “-—-‘“L[.S'z] Z?L(ZG‘Z—G’I),

gdzie o) i oy oznaczajg odpowiednio naprezenia potudnikowe i réwnoleinikowe.
Naprezenia te mozemy przedstawié przez odksztalcenia za pomoca wzordw

(1.6) o1 = L*(2e1-tey), 02 =L* (2eptep).

Obciazenie powloki stanowi stale w czasic zewngtrzne

| 'l cignienie o intensywnoSci p.
W pewnym (dowolnym) miejscu powloki znajduje si¢
T niezalezne od ohbciazenia niewielkie wgniecenie, ktére uwa-
E‘ I samy za male odchylenie od ksztalttu idealnego. Wgnie-
ol cenie to zwicksza sie w czasie na skutek pelzania materiatu
powloki. Wiclkoéé wgniccenia w dowolnej chwili-czasu ¢
charakteryzuja ugiecie w oraz promied wgniccenia ¢,
ktore ogdlnie biorac zmieniaja si¢ w czasie. Zakladamy da-
lej, Ze promiefi wgniecenia ¢ jest maly w pordwnaniu
z promieniem kuli R.
Zgodnie z zatoZeniami teorili nieliniowej (maly tensor
Rys. 1 odksztalcenia, skoficzone ugiecia rzedu grubosei powloki,
stata grubo$¢ powloki w procesie deformacii) zwiazki
geometryczne miedzy skiadowymi tensora odksztalcenia a przemieszezenlami
daig zaleZnodci

an du i( dw )2 dwy dw  w U oow

e = — 4+ _ _ [ —_——
Lo 2\ dr d & R’ 2" R’
gdzie u jest przemieszczeniem w kierunku promieniowym r (0 < r < ¢), w ugigciem,
wp ugigeiem poczatkowym.

W dalszych rozwaZaniach bedziemy przyjmowah dla uproszezenia, ze wielkoSci
¥ i ¢ sa nicraleZne od crzasu.

(1) Dla uproszczenia zapisu opuszczamy jeden wskaznik.
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Odksztalcenia okredlone zwiazkami (1.7) sa zaleZne od siebie. Droga eliminacji
Z tych zwigzkdw pizemieszezenia u©  otrzymujemy warunek nierozdzielnosci
odksztalcei

I8 des + 1 B 1 (al’w)2 dwg dw ¢ dw
(8 o TTema =T\ T e d TR e
2, Warunki réwnowagi

Rownanie réwnowagi momentdow sit wewnetrznych drzialajgeych na element
powloki ma postaé

2.1

gdzie M) i My oznaczaja odpowiednio momenty sit wewnetrznych w kierunkach
poludnikowym i réwnoleznikowym. Ze wzgledu na zatozenie malej wyniostosci
powloki momenty te mozemy utozsamié¢ odpowiednio z momentami promieniowym
i obwodowym jak dla ptaskiego problemu kolowego. Q oznacza jednostkows sitg
Poprzeczng okreflong z warunku rownowagi sit (rzutéw na kierunek normalnej
do elementu powierzehni odksztalconej)

. +hdF(dw+dwo+r)_ 1
@2) Q=v r odr\dr dr R/ YT 0
gdzie p oznacza cisnienie Zewngtrzne, £ grubo$¢ powloki, .a F funkcje napresen
spelniajaca zwiazki

) " 1 dF _&F
23 M e I i

Skladowe tensora odksztalcenia wyrazimy przez wprowadzona funkcje naprezen.
Otrzymujemy w ten sposéb ~

1(2@ ﬁq l(ﬂF 1@)
- —_ 2—-“—L

3P\ & e ) @ " rdr

Q24 e =

Jezeli okreslong zwiazkami (2.3) funkcje naprezet wprowadzimy do warunku .
nierozdziclnodei odksztalcen (1.8), to

3[1 (dw)2 dwg dw 1 dw]

d
(2.5) —L(V2F)= — ol e

dr dr R _a?"

gdzie operator

. V2F—1d(dF)
(2.6) T ar\ &l
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Z ¥olei okreslimy momenty Mq 1 My wyrazajac je przez ugiccie w. Na podstawm
(1.6) mamy

hi2 Rz
2.7) My = f L% (Qeypten)zdz, My— f L* (2eyp+eqp) zdz,
—Ri2 —kf2

gdzie h oznacza grubo$c powloki, za$ ejp 1 ep 53 sktadowymi odksztalcen zginania:

dzw 1 dw

(2.8) elp = _ZW’ €yp = _;Z?

Calkujac réwnania (2.7) po uprzednim podstawieniu do mich zaleznoéci (2.8)
otrzymujemy

L (d2w 1 a’w)

. £ ———
M= =5 L\ 4z ™ r o dr

(2.9)
. e ] L*(d2w+2 dw)
2 12 dr2 rodr ]

Jezeli powyzsze wyrazenia wprowadzimy do réwnania réwnowagi (2. 1) otrzy-
mamy ostatecznie

d 6 dF {1 dw 1 dwy 1 6
@210) - [L* (V2 W) 5 —= |- wv="0.

B a\yr @ty @ TR

Uklad rdwnai (2.5) i (2.10) formuluje problem lokalnego wyboczenia przy pel-

zanin geometrycznie nieliniowej mato wynioslej powloki kulistej pod stalym ciénie-
niem zewnetrznym. i

3. Naprezenia w powloce

Rozwigzanie ukladu réwnan podstawowych (2.5) i (2.10) polega na znalezieniu
funkcji napregzefi F oraz funkceji ugigeia w spelniajacych powyisze rdwnania. Majac
wyznaczong funkcje napreZzen F obliczamy naprezenia o i o 2 zaleZnodei (2.3).

Podamy tutaj przyblizone rozwigzanie ukladu réwnan (2.5) i (2.10). W tym celn
uczynimy zalozenie, ze funkcja ugiecia w dana jest zaleinodcia [4]

ENY | w(H) =f (@O 11—,
przy czym dla ¢t =0
(32 o w(O=w = 10—,

Parametry £ i fJ oznaczaja ugiecia §rodka wgniccenia odpowiednio w- dowolnej
chwili i w chwili poczatkowej, a ¢ = r/e.

Wprowadzimy przyjeta funkeje ugiceia (3.1) wykorzystujac warunck (3.2) do
rownania nierozdzielnoéei odksztalcen (2.5). W ten sposdb otrzymamy
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[d . ] (11)21 oo . 6k 3
B3 Lj(V F)h =2\~ ?(f T2 e — oWk & —fle—e%,
gdzie '

f L
G4H r=5. ="

Catkujac dwukrotnie réwnanie (3.3), a nastgpnie wyznaczajac stale catkowania
z warunkow brzegowych

(3.5) o '{L (%f—)]m—o, lL (i %)]rﬂcz*li(ae),

 gdzie oy charakteryzuje jednorodny stan naprQZenia w powloce kulistej obcigZonej
ci$nieniem zewnetrznym o intensywnoéci p.

. PR
3. 6y =
(3.6) 00 =

otrzymujemy nastgpujace wzory na naprefenia:

1 dF {1 [ R\ "
o= o L {“4“ (";) (f24210f) (60> — 4g4+¢5) —
I A L] {h\® h
- ree-o gl (?)f"’*“”:ﬁf]}’
@) C#F (1R . |
n=ga = L {“Z' (C) f 2+.2f o.f) (18¢% — 20044-7¢8) —

1 A s <4 1[(h)22 h]}
— 3 glOE=5 = T\ ) RS

4, Funkcfa vgiecia

Rozwigzanie problemu dla naprezen oraz dla ugiecia okre§lonego zaleznoscia
(3.1) wymaga wyznaczenia parametru f jako funkcji czasu (ugigeic powloki w punkcie
o = 0). W tym celu zastosujemy meiodg Galerkina. Oznaczajac przez X lewa strong
réwnania (2.10) otrzymamy nastgpujace réwnanie wariacyjne:

A1 "ded 0
“.1) f g T =0,

1)

ktére po wykonaniu catkowania doptrowadzimy do réwnania operatorowego dla
parametru f '

@2) (A+-2Bf) L* [f 1B+ Cf) L* [f2] — Df = DfY.
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Tutaj wprowadziliSmy nastepujace oznaczenia:
A=28,13 02— 4y f3 8+adtar, B=Ppf382—yd,

. 1R(R)2 a“h(x)z a7
(43) C:ﬁﬁ > D_ngh P s _'R ¢ > ﬁﬂ_ﬁs

5 (4)2 2
Yo" g B T\3) s AT g

Jednym z przypadkdw, w ktérym réwnanie (4.2) sprowadza sig do réwnania
alegbraicznego, jest przypadek, gdy operatory L i L* majg postac

1

@4 L=z,

L¥= 2@,

co odpowiada niescisliwemu, liniowo-spre¢zystemu materiafowi powloki o module
odksztalcenia postaciowego G. Dla tego przypadku mamy na podstawie (4.2)
rdwnanie

‘ D D
(4.5) Je(A42Bf)+ B+, — 50 fe = 55 foes

gdzie f3, oznacza odchylenie od idealnego ksztaltu powloki w punkcie ¢ = O.
Wrprowadzajac oznaczeniz

B 1 o
¥ :fe—}—E, 28 = E[ZB-"—CB (4—D)—DC2f3,1,
(4.6)

1 D
= — —— (B2 {0 N — —
3p o By, b=z,

rownagie (4.5) mozemy przedstawié w formie
4.7 P34-3Py4+25 = 0.

W przypadku gdy f3, = 0, co odpowiada zaloZeniu, ze powloka nie posiada
poczatkowego odchylenia od ksztaltu idealnego, réwnanie (4.5) sprowadza sie
do kwad}'atowego réwnania algebraicznego '

(@4.8) 82 Bof%— 38yofu—D = 0

uzyskanego przez WoLMmIrA [4].

5, Rozwigzanie dla opdlnego liniowego maferialu lepkospreiystege

W przypadku gdy L i L* sa operatorami catkowymi, opisujacymi liniowe lepko-
sprezyste wlasnodci materiatu, rozwigzanie réwnania (4.2) posiada bhardzo ztoZona
forme. Réwnanie to jest wtedy nielinfowym réwnaniem catkowym dla zaleznego
od czasu ugiecia f.
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Podamy przyblizong metod¢ rozwigzania rownania (4.2). Zasadniczo istnicja
dwie mogliwoéci przedstawienia takiego rozwigzania w przypadku, gdy operator
L# jest liniowym operatorem catkowym. Jedna z nich jest metoda kolgjnych przybli-
zefi. Pierwsze przyblizenie uzyskuje si¢ tu pomijajac wyrazy nieliniowe w réwnaniu
(4.2). Rozwiazanie nzyskane z pierwszego przyblizenia, podstawione do nieliniowego
rownania (4.2), pozwala z kolei na okreflenie drugiego przyblizenia itd.

Druga z mefod, kiora tu przedstawimy, polega na zastosowaniu perturbacji.
Rozwigzanie w tym przypadku przyjmujemy w postaci szeregu potegowego

(5.1 S=fotfi 6+ 824,

gdzie 6 (por. réwnanic (4.3)) jest malym parametrem charakteryzujacym geometrig
powloki.

Yezeli szereg (5.1) podstawimy do réwnania (4.2), a nastgpnie przyréwnamy
do siebie wspdlezynniki przy tych samych potggach parametru, fo otrzymamy
rekurencyiny uklad liniowych rdéwnan, w ogdlnosei catkowych dla wspdlezynnikow
f05f13f29 et
ar L* [fo] — Dfy = Dfy,
ay L¥ [f(] — Dfy == vo [2 Qf5-1/0) L¥ (f)+L* (3,
ay L* [ fo] — Dfy = 2p0 [2f5-1-/o) L* (fo)+-L* (fo /)l —

— Bo(fIH/DL* (F) — 260 (f&+/0/0) — 2v0 1+ 00l L*(fo)-

................................

(5.2)

Powyzszy ukiad réwnan calkowych mozna z kolei sprowadzi¢ do vktadu rownad
rézniczkowych dla wspdtezynnikéw fo, f1, f2, ... droga réZniczkowania i eliminacji
calek.

W tym ostatnim przypadku warunki poczatkowe przyjmuja postac

(53) f() (t()) :ff” : ﬁ (IO) =0, lz 1: 2,3, ..,

gdzie f, oznacza ugiccie dla stanu natychmiastowego.
Calkowite ugigcie, ujmujace poczatkowe odchylenie f9, wynosi zatem

(54 f*=fotf,
przy czym spelnia ono warunek poczatkowy
(5.5) 1) = fy =13+

6. Model materialu relaksujacego

W przypadku, gdy wlasnosci lepkosprezyste materiaty powloki opisuje model
Maxwella, operatory L i L¥ przyjmuja odpowiednio postacie

t
t 1
(6.1) ff—L[g]Zi—i},)*-ﬂfg(T)dr,-

ty



352 ZBIGNIEW BYCHAWSKI, HINREYK KCOPECKI

Ie.d.]

Lt P Gty
(6.1) g=L*{k)=2Ge " [k(ﬁ— f e ch'] \
tll

gdzie n oznacza wspolezynnik lepkosci oraz ky = k& (#g).

Operator (6.1); nalezy podstawi¢ do réwnania (4.2). Otrzymane ta drogg réwnanie
catkowe posiada jednak bardzo zloZona postad, dlatego tex wprowadzimy operator
(6.1); bezpofrednio do rekurencyjnego ukiadu (5.2). W rozwaZaniach naszych
ograniczymy sie do uwzglednienia pierwszego przybliZzenia, tzn. do rdOwnania
(5.2)> wiacenie.

Podstawiajac operator (6.1); do réwnania (5.2)1, olrzymujemy nastgpujace
réwnanie catkowe

P ety ~E t—tp
{6.2) 2Gay [fe+ f dfge 7 dz‘] e " -- Dfy = Dfy,
&y

ktore droga rézniczkowania wzgledem czasu i eliminacii catki sprowadzamy do
rownania rézniczkowego o postaci

, G ¢

(6.3) So— — Hfo = — Hfy,
N Ui

gdzie e

o4 D . D

{kropka oznacza pochodny wzgledem czasu).

Rozwiazujac réwnanie (6.3) otrzymujemy

¢
. et
(6.5) fo=rtoe T =1
przy wykorzystaniu watunku poczatkowego (5.3).

Podstawiamy z kolel operator (6.1)3 do réwnania (5.2),, 4 nastepnie - podobme
jak w przypadku réwnania (5.2); — eliminujemy caltki. Otrzymujemy w ten sposéb
réwnanie rdzniczkowe dla pierwszego przyblizenia f1:

(H-1) ¢ty
+

, G
68 i HRi=20 {[(H+1>J%+H2fo]e”

2Z wa—ty
FHOHAD S e b

ktdrego rozwiazaniem jest

" T Cne-ty  Ew-na—ty
67 A =2 g {larnfmglle " - o ]
Caa—ty  Cae—ty
~QRHAY S [e " —en b

Ograniczajac sie do pierwszego plzybhzenla. (5.2);, mozemy przedstawié rozwia-
zanie dla funkcji f w postaci
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(6.8) f=fotdf.

Analizujac rozwiazanie liniowe (6.8) wnioskujemy, ze dla H = oo, tzn. dia
obcigzenia zewneirznego

6.9 B 12 h(c)2
(') pkr*_mS_GE Rl

ugiecie f roénie nieograniczenie w sposéb natychmiastowy, natomiast dla p <<
<< pur, tzn. dla H > 0 ugiecie zmierza do nieskoficzonodci w nieskoficzonym prze-
driale czasowym. : :

7. Model ciala pelzajacego

Rozpatrzymy obecnie przypadek, gdy material powloki wykazuje pelzanie
opisane modelem Kelvina. W tym przypadku operatory L i L* maja odpowiednio
postacie : : ‘

[

1 _ L
k= LIg] =2fg(r)e ",
(7.1) : "

g = L¥ [k] = 2nk+2Gk.
Podobnie jak dla modelu Maxwella ograniczymy sig przy przedstéwieniu rozwia-
zania do pierwszego przybliZenia, tzn. do wykorzystania zwigzkéw (5.2); i (5.2)2.

W tym celu podstawiamy operator (7.1); do réwnania (5.2);, otrzymujac réwnanie
rozniczkowe

7.2 "+"‘GJ'—G”D*"’ J =1 D¥ S
(7.2) Jo nfﬁ_vy'f"’ =1—=D%,  Dr=—n
Roxzwiazanie powyzszego réwnania ma postac

D* — G -ty
73 . | f0=7f3[1—e A

Z kolei podstawiamy operator (7.1)z do réwnania (5.2)z, otrzymujac w ten spo-
séb réwnanie

. G G D* S rit—tp
a4 St 7% = n {?27{4 [(Jﬁl)e " +1]+

N o
- e—%(ﬁ_%}] [4r--3) ;O +3]).

Rozwiazaniem powyzszego rownania jest funkcia

5 Yo g DF {G [4 . D* ] _%m_tu)_'i“
(7.5) flwal ) nJ —D+2— @ = —1n)e



354 ZBIGNIEW BYCHAWSKI, HENRYK KOPECKI

p¥\ D¥ s, % iy,
(7.5) +[(4+3T)_T(4J_3)e Al H][l—e Y t)]}.

fe.d.]

Ograniczajac sie zatem do dwdch wyrazéw rozwiniecia (5.1), mamy
(7.6) f=rftréf

Z zaleznodcei (7.3), (7.5) 1 (7.6) wynika, ze, gdy czas zmierza do nieskoficzonodci,
ugigcie [ dazy do wartodei skonczongj

. Rt EA R it

) Jo =10 7 [1+ o jfo 4-f 7

Nalezy zwrocié uwage, e tego rodzaju zachowanie sie powloki ma migjsce
wowczas, gdy parametr J > 0, tzn. gdy

i, 12 l:(c)z 4 h(c)2 .
7.8) <5 G\ TS5 ER\ R TP

W przypadku gdy J << 0, czyli dla p > p* ugiecie roénie do nieskoniczono$ci dla
t — 00, Fakt ten latwo wykazaé, jezeli w réwnaniu (7.3) i (7.5) przyjaé

(7.9) J=—J¥ <0,
W szezegdlnym przypadku, gdy J=0 (p = p¥), otrzymujemy odpowiednio

. 0 &
fo =D*fo;(f—‘l‘0),

¥ & & oﬁm(i[. i_qu E
(7.10) £} 4 o D*fy e 1+ e (14+-D*) (t — tg)+

L R s
+? 0] D*(t—tp2| (1 —1p),

skad wynika, Ze f* zmierza do nieskorniczonoéci, gdy t — co.

Z réwnai (7.3) i (7.5) wynika ponadto, ze dla J = —J¥ proces charakteryzuje
sig prawie staly predkodeia ugiecia w czasie (mate odchylenie od liniowosci), podezas
gdy w przypadku J > 0 predko$é ugigein ma postaé wykladnicza.

Nalezy zauwazyé, ze réwnanie operatorowe (4.2} przyjmuje dfa modelu Kelvina
forme rdwnania rézniczkowego, ktdre da sig scatkowaé w sposdb Seisty. Tak wiec,
podstawiajac operator (7.1); do rdéwnania (4.2), otrzymujemy po przeksztalceniach
nastgpujace rownanie roZzniczkowe:

G f(Cf2{3Bf+A—D) D fo

(7.11) S oG AR A 2 2GR ARfIA

ktérego rozwiazanic mozna przedstawié w formie

B A
! (f2+-2cf+ E) df G

{1.12) f ) E 2_|_f:5 5 X _‘:?(r——t@),
Fo f+3cf C fﬁzgfo
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gdzie prayjeto
(7.13) Jo =1t =0.

Droga analogicznego podstawienia, jakie zastosowaliSmy w réwnaniu (4.5)
doprowadzamy réwnanie calkowe (7.12) do nastgpujacej postaci: -

: y—% v2-+K G
.14 medy: ~ Lo,
o
gdzie
B B . A B\? B
(7.15) Yo=ht =% K=2)C_'—(E) s r=It e

1 -
3P = — EE(B2+CD).

Mozna wykazaé, ze dla f3 > 0 réwnanie algebraiczne
(7.16) Y33y +25 =0

posiada jeden pierwiastek rzeczywisty yi. Mianownik wyrazenia podcalkowego
w réwnaniu (7.14) moZna zatem przedstawi¢ w postaci

{(7.17) . (y — »0) 2+ y+(243P)].

Podstawiajac powyZsze wyrazenie do réwnania (7.14) oraz wykonujac operacje
calkowania otrzymujemy ostatecznie

=3 |40t | [ fHOREIP) [10nrimy
118  |z—" L NI + = [2(Co+ ) —
Ffo—n Je-tr1fo+(i+3P) 2V D,
2f+n 2fotn G
~ (By-+ B (arctW—arct T)——t—t ,
(Bo-+-B1) 11l g 27D g 2VD, ?7( o)
gdzie wprowadziliémy nastepujace ozZnaczenia:
2 2243P yi (Vi43P
A{):%l‘s Boz“'}’]lp—, C{):l—j)“‘—), Dy = 3(3i+-P),
(1.19) o o ()
1 Dy’ LT T Dy 1T g fo="7¢

Réwnanie (7.18) przedstawia Scisle rozwiazanie nicliniowego réwnania 10Z-
niczkowego (7.11) w formie uwiklanej-w przypadku, gdy wiasnosci fizyczne mate—
riatu powloki daja si¢ przedstawi¢ modelem Kelvina.
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Z rozwiagzania (7.18) wynika, Ze dla crasu ¢ —- oo funkcja ugiecia f roénie nie-
ograniczenie, jefli tylko spelnione sa warunki:

(7.20) »1#0, Ay+EA; >0, By+KB <0,

1
i< —?(313—1?:2), P < 0.

8. Uogélniony model parametrowy

Rozpatrzymy obecnie przypadek, gdy whasciwosei fizyczne
materiatu powloki moga by¢ przedstawione modelem {rdjpara-
metrowym, zioZonym z elementu Kelvina szeregowo polaczo-
nego ze spreZyng o stalej sprefystodei Gy, Dla takiego mo-
delu operatory L 1 L* maja odpowiednio ksztalt

E {#t—=

&
1 1 - 3
@&.1) k—Lk%3a€®+§hfﬂﬂ€" e,
S

Rys. 2

t
—n-t) G T TEAS
g=L*Tk]l=¢ ko+ 2Gy fok (v) ?k(r) e ]dv:}.
(]

Podobnie jak poprzednio ograniczymy si¢ do rozwiazania w pierwszym przybli-
Zeniy.

Podstawiajac operator (8.1)2 do réwnania (5.2);, a nastgpnie eliminujac catki
otrzymujemy '

. G
(8.2) f0+?xf0 :‘QHfg.
Tutaj wprowadzono oznaczenia

O =—11— s =, 0= s s
7 G 1 — Dy 2Gg o

Q=1+ oD
0 G’ 1 —Dg°

(8.3)

Rozwiazanie rdwnania (8.2) ma postaé

« & -ty

(8.4) fo= Qo Ot fo— Qo fDe T,
gdzie

Dy
35 “ TG Dy
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Réwnanie (5.2), po podstawieniu operatoréw (8.1), i eliminacji calek przyjmuje
postaé

@ .
6O Tt =g py R R I G

F2 @) L* (f+L* (PD+OL ()} = X (1),

gdzie f; jest okreslone zaleZnoscia (8.4), a operatory L* [fo] 1 L¥ [f3] sa odpowiednio
réwne

G
A “G ety —ne—tp
@7 L*(fi) = 2Gy [a—}—fe be " Yilce ’ ],
- . A - 20—t
L¥(f3) = 2G| 2+ die 7 " e Y 7Y

przy nastepujacych oznaczeniach:

11—
a=f3 %, b:-Q‘I—__';E(fe“a'QO): ¢ =foth —a,

1
d=8Qya2, i= 5 [(1 — 2 (2022 a?) — 2fa Qya(l — )],
0—2%

; 24 _ 1
j= QOE_—% [fe—Spa(l—2)], = m{go ¢l
— ) 2 220 fea [(1 — %) (80 — %o} — (&9 — 20)]4-82% a2 [($20+
) (829 — 2) — 2 (1 — 2) (g — 2) +(1 — 22) (229 — W)}

(8.8)
— 200)(L2y —

Catkujac réwnanie (8.6) otrzymujemy
_n
ay (1 —Dy)

‘, - . _ -«E%(tftn)
(8.9) fi {a+[b (t — tg) — (c+ay+d]e " -+

< G
_ — 2w liiy) _ —(@+— 0t}
tce T e 7

El

gdzie

£
o= Rafbal)+(HD], I =2 c @ — 1),
' _ G
8.10) b= (!2 o %) [2a (fo — af0)-+2fs b (2 SH-a2)+],
1
¢ =—(Qy — 24) [2fe b (fo — ap) Hl.

Rozwigzanie przedstawimy w formie

(8.1 S=fo+0f,

gdzie fy i fll sa okreélone zaleZno$ciami (8.4) i (8.9).
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W granicznym przypadku, gdy & — oo, przy zalozeniu, Ze » >> 0, z réwnania
(8.11) otrzymujemy

Yo

W przypadku szczegdlnym, gdy » =0, tzn. dla

2 GGy & ( (:’)2
R 3

(8.13) =3 srec &%

na podstawie réwnania (8.2) znajdujemy

e
(8.14) Jo=Fe 2130 — to).
¢

Wowcezas rownanie (8.9) przyjmuje postaé

Yo =
815 A= & (1—Dy) [a (r— t0)+ b (t— s+ — c(t — )} —
1. —ni-tp 1 ( 1 _) —e¢—ty 1 (_ d)]
—gdt—toe —gletgdie +olet ol
gdzie

a=a*d¥ L h¥ ¥ m* b =b*d¥fa¥ g ¥ ¥, = g* Dr Lt
d == B¥ o L% g, = ¥ dF ¥ PR ¥,
G _ G
a* =20 [(— +2)fg+f6], b* = zngfg,
. Je ) G fo Jo 1 G
- 0 L. £ :_ I
¢ -_fg ( fo_l_ + G() 'QU ? d ' fo .Qg .Q() G() ?

(8.16) 1

1 G
*‘:—_4 0 # o 0 R 7-0 S i |
g QO Gofl)s h 2(2f0+f6)! t ZQGOfD’ J * QO GO foa
k* Do 1 2 G O(QG 0 ) 2( )2 0 1
= —&dCT, “fe—zGﬁjO G0f0+f6— GO fD'Q()’

# G O(Q G 0 ) *—(_i)z @
mr= Eo".fo "'(';—O_fo‘l“fe ’ nT = fo ‘QO

Z. postaci réwnan (8.14) oraz (8.15) wnioskujemy, Ze w przypadku, gdy obcigge-
nie zewngtrzne spelnia zaleZnod¢ (8.13), ugiccie zmierza do mnieskonczonodci
w nieskonczenie dlugim okresie czasu.

Rozpatrzymy z kolei przypadek, gdy wiclko$é » przyimuje warto$¢ mniejsza od
zera, tzn. gdy -

8.17) 1-Dyg>0, 1—QyDy<0
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lub

R

(8.18) 5

12 GG h(c)z 2 h(c)2
E 5

5 G4G, E\E] <P <5 Gy
Podstawiajac do rownan (8.4) i (8.9) zaleinodei
(8.19) we=—un <0, p=—uy<<0,

znajdujemy, Ze ugigeie bardzo szybko zmierza do nieskoficzonodel w skoficzonym
przedziale czasowym. I tak réwnanie (8.4) przyimuje w tym przypadku postaé

. AT ~
(8.20) fo= el BoriofD e 0 Qo vnfl.

Gdy % = —co lub » = oo, ugigcie rosnie nicograniczenie w chwili poczatkowej
t =0; wéwczas 1 — Dy = 0, a obcigZenie

8.21 12 G h ( ¢ )2
( . ) Dy = 5 0 RVR!
9. Rozwigzanie dla patychmiastowego stanu sprezystego

Przyblizone rozwiazanie dla powloki z materialu o liniowej charakterystyce
sprezystej mozemy uzyskaé z uvkladu réwnan operatorowych (3.2). W tym przy-
padkn otrzymujemy kolejno

Do 0 __ Do 02 ( Do 0)
(9.1 Jeo = 1 — Dy fo, e —al (1 D)2’ © 3 1 — Dy Tof-

Rozwigzanie dla stanu natychmiastowego pizedstawimy w formie

(9.2) Je = fept+0fe.

Z powyiszego wzoru wynika, ze funkcja ugiecia f; rofnie nieograniczenie dla
Dy =1, tzn. gdy

0.3 712 h(c‘)z
(9.3) P = 5 O p\R) -

10, Whaioski

RozpatrzyliSmy problem wyboczenia przy pelzanin geometrycznie nieliniowej
malowynioste] powloki kulistej dla pewnych szczegdlnych wlasnosci lepkospre-
zystych materialu powloki. PrzyjmowaliSmy, e w stanie neutralnym powloka
posiada niewielkic wgniecenie, kidre moZna uwazaé za male odchylenie od ksztalttu
idealnego. Problem traktowaliémy jako lokalne wyboczenie powloki kulistej pod
wplywem stalego zewnegtrznego cisnienia o intensywno$ci p. Przyjmowalismy,
%e w procesie deformacii promien wgniecenia ¢ nie ulega zmianie,

Rozprawy InZynierskie — 6
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Przyjecie konkretnej formy dla zaleznej od czasu funkcji ugigeia w oraz zastoso-
wanie metody Galerkina pozwolilo na wyraZenie naprezef i rOwnania na ugigeie
srodka wgniecenia w ogdlnej formie.

Podali$my rozwigzanie téwnania podstawowego przy zastosowaniu perturbacji,
przy czym maly parametr okreSlal geometrie powloki. W wyniku przedstawilismy
rozwigzanie w postaci rekurencyjnego ukladu liniowych réwnat operatorowych.
Jako przypadki szczegOlne rozpatrzyliSmy niektdére postacie operatordw dla prostych
modeli reologicznych (modele Maxwella i Kelvina, model vogdlniony) oraz liniowo-
sprezysty material powloki.

Metoda rozwiazania pozwolila na znalezienie pierwszego przyblizenia dla funkeji
ugiecia zaleZznej od czasu. W przypadku modelu Kelvina przedstawiliSmy ponadto
rozwigzanie $ciste dla funkcii ugigeia, podane w formie uwiklanej. Jako przypadek
szezegolny podaliSmy w formie réwnania algebraicznego oraz w formie perturba-
cyjnej rozwiazanie dla stanu natychmiastowego, ktére pozwolito na okreflenie
warunku poczatkowego dla ugigcia w.

Proces wyboczenia przy pelzaniu zalezy w sposdb istotny od whasciwosci fizycz-
nych materiatu powloki. Dla stanu natychmiastowego wartosé ci$nienia krytycznego
okreflié moZemy jako cifnienie, kiodrego wielko$é powoduje natychmiastowy
nieograniczony wzrost ugiccia fi Na przyktad dla modelu Maxwella i modelu
uogdlnionego warto$¢ ci$nien krytycznych wyraza sig odpowiednio formulami:

model Maxwella o R

10.1 —mak(c)2
( ') pkr_s }]{v »

12 hfeV?
%=?%Eﬁy

Z postaci powyzszych wzordw wynika, ze warto$¢ ci$nienia krytycznego uzaleZnio-
na jest od promienia wgniecenia ¢ oraz od promienia krzywizny powloki R. Nalezy
zauwazyé, ze krytyczna warto$é cisnienia nie zalezy od poczatkowego odchylenia f3.

Wykazaliémy, ze w przypadku modely Maxwella dla p << pgr ugigcie f zmierza
do nieskoficzonoéci w nieskonczenie dlugim okresie czasu. Przyblizone rozwiazanie
dla funkeji ugieciz /, uwzgledniajace cfekt geometryeznej nieliniowosci powloki,
wskazuje na wykladniczy charakter wzrostu ungiecia w czasie.

Dla modelu Kelvina okreélili§my zachowanie si¢ powloki w zaleznosci od cisnie-
nia znajdujgc, Ze dla

model uogdlniony

10 12 & ( c )2 .

nastepuje stabilizacja ugiecia réwniez w przypadku geometrycznej nieliniowosci
powloki. Dla p = p* nastepuje nieskoriczenie wielki przyrost ugiecia f w nieskofi-
czonym. przedziale czasowym, jeZeli natomiast p > p¥, nastepuje bardzo szybki
wzrost ugigcia (ugiecie jest wyktadnicza funkcja czasu). Scisle rozwigzanie dla mo-
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delu Kelvina wskazuje na to, Ze ugiecic dazy do nieskoficzonofci w skoficzonym
przedziale czasowym. Gdy cinienie p = p* nastepuje wzrost ugiecia w czasie, przy
czym, jezeli ograniczamy si¢ do uwezglednienia przyblizenia liniowego, ma on
charakter liniowy. Wplyw nieliniowo$ci geometrycznej powoduje w tym przypad-
ku male odchylenie od procesu liniowego. Szybszy wzrost ugigcia nasigpuje na-
tomiast wtedy, edy

(10'3) Po <p <pkrs

poniewaz zaleZno$é ugiecia od czasu ma wiedy charakter wykladniczy.

Nalezy podkresli¢, ze przedstawiona tutaj analiza miafa charakter raczej ja-
ko$ciowy anizeli ilodciowy. Wynikalo to z przyjecia prostych liniowych modeli
reologicznych. MozZna si¢ jednak spodziewaé, Ze pewne przedstawione tutaj wyniki
dla procesu wyboczenia przy pelzaniu odnpsza sie w przyblizeniu réwniez do ma-
terialéw rzeczywistych. Dotyezy to zaréwno wielkosci ciénien jak i charakteru
Zmiany ugiecia w czasie.

Dalsza, bardziej dokladna analiza problemu wymagalaby, zalozenia zmiennoéci
w czasie promienia wgniecenia oraz przyjecia bardziej ogdlnego, nicliniowego
rownania’ konstytutywnego dla materiatu powloki. ZaloZenia te moga mieé istotny
wplyw na wyniki przy badaniu wyboczenia geometrycznie nlehmowych powlok
pebajacych
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Peazrowme

TIOTEPSA YCTOUYHUBOCTH IIPHM ITOJM3VUECTH
TEOMETPUYECKH HEJIVMHENHON COEPHYECKOM OBOJIOYKH

PaccvMaTpeBaeTes BODPOC DOTEPH YCTOMMMBOCTH FEOMETPHUSCKA BeImMHeinol, momorodt che-
PEUeCKOl 00O0mOYKH, B3 JHACHHOrO BAIKO y'JIpyroro MaTepHana, NOUBEpXEHHON HeHCTBUIO TO-
CTOAHULIX BHEITHEX ABACHHMA.

ITpepmenaraercs, 910 Iepesl NPHNOXCHEA HATPY3KH, 000a0uRa mMeeT HeOOIBIIYED, JIOKANE-
HYI0 BOTHYTOCTH, SBIIOINYIOCHA MANEIM OTIOHCHECM OT HICAILHON dopMel. OOcyxmaeMerit
EOIPOC, PACCMATPHBAETCA KaK JIOXAILHAS YCTOHMMBOCTS CHCphYccKol o0ON0YKE HPH ION3YYeCTH.
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BrBORAICA Heausedyoe YPAaBHCHES 3a[add, IDCIJIATAR dpopMy BOTHYTOCTH H BUf mpoTEGa
HethOpMAPOBAHHCI'O SHCMEHTA obonouxn. JjIa onpefenenns CEPENRER nporua, peraercs OCHOB-
Hoe HeTEHEHHOE ypappeHHe B OOEPATOPHOM BHAC APH HCIOILIOBAHHM METONA Tanepruna.

B obimeM ciyvae H3MUCCKOTO 38XOHA, KOI7IA OTEpaTOpPHl HAXOMLUHECH B OCHOBHOM ypas-
HEAWH ABISOTCA JIFHEHHLIME HHTErpaJBHbIMH OHCDATOPAMH, 3TO YPABHCHHG CBOMMICH K pe-~
KYPPEHTHOH CHCTeMe HHISTPANbHBIX AEAECHHBIX YpaBHeHmd, TONYYeHHBIX IyTEM neprypoaumii.
Mansit mapaMeTp AMEeT TEOMETPHYUECKOS SHAYCHUE M BRIDAKACTCH DAIMCDAMU o6oioIEd.

JaroTcs peleHEs AT ocoGrX CIYYACB BI3KO-YUPYTEX Te ¥ OPEBOAHTCA 00CYXIeHAS JIONY-
yeHHEME pelnenyil, B xavecTse ocoGoro ciydYas DONYYAETCH, TAWKE, DCILCHHS A yopyroi obo-
FEOUKHL

B zaxroucHRe o6CyAaeTCa IoBecHIe s 0GOROUKK B LIPOMEcce NONIYHECTH, B 3ABHCAMOCTH
OT De/DTIVHEI HATPY3KY M (MB3RYeCKEX CBOWCTR MaTepuajia 0BOMOUKHA. ’

Summary

CREEP BUCKLING OF A GEOMETRICALLY NONLINEAR
SPHERICAL SHELL

The problem under consideration is that of buckling of a geometrically nonlineat spherical
shell of small rise made of a linear viscoelastic material, loaded by a constant external load. It is
assumed that before the load is applied, the shell has a small local concavity constituting a smalt
deviation from its ideal shape. The problem is treated as that of local buckling of a spherical shell
under conditions of creep.

The nonlinear equations of the problem are derived by assuyming the form of the concavity
and the form of the deflection of a deformed element of the shell, In order to deterrnine the deflection
of the centre of the concavity we solve the fundamental nonlinear equation in the operator form,
by applying the Galerkin method.

In the general case of the physical law, if the operators involved in the fundamental equation
are linear integral operators, this equation can be reduced to a set of linear integral recurrence
equations obtained by perturbation. The small parameter has a geomeiric sense and is exprossed
in terms of the dimensions of the shell.

Solutions are given for particular cages of viscoelastic bodies with a discussion of the results
obtained. As a particular case we obtain the solution for the elastic shell.

In conclusion the behaviour of the shell in the course of the creep process is discussed in function
of the load and the physical properties of the material,

ZAKEAD MECHANIKI OSRODEOW CIAGEYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
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