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JAN JAWORSKI, WOJCIECH MARKS (WARSZAWA)

1. Wsiep

W pracy [2] rozwazono szczegdlowo zagadnienie ksztaltowania belek sprezonych
Zz warunku wyrdwnania wyteZenn na podstawie hipotezy A. Caquot. Podano tam
zalezno$¢ okreélajaca wytezenie tworzywa podana przez autora hipotezy [1] oraz jej
zmodyfikowana postaé, ktéra moze byé bezposrednio zastosowana w zagadnienin
ksztaltowania belek. Sformulowano réwniez zadanie wyznaczania funkcji grubosci
$rodnikéw w przekrojach poprzecznych belek sprezonych, poddanych n stanom
obcigZenia. W ofrzymanym rozwigzaniu wystgpuja stale, ktérych wyznaczenie
(zwlaszeza w przypadku wielu standéw obciazenia) jest klopotliwe, gdyz wymaga
rozwiazania uldadu réwnan nieliniowych.

W celu Iatwiejszego rozwiazania tego zagadnienia w niniejszej pracy przedsta-
wiono metodg kolejnych przyblizen. Postugujac sie tg meloda moZna wyznaczyé
grubo$¢ §rodnika w okrelonych punktach kazdego przekroju poprzecznego belki.
Otrzymane wyniki moZna tralitowaé jako dostatecznie dokladne badZ tez wykorzystaé
je iako pierwsze przybliZenie rozwiazania Scistego.

Opracowano réwniez program na maszyng cyfrowa Elliowt 803-B do wyznaczania
szerokosci érodnika w r punktach przekroju poprzecznego belek.

W pracy przyieto nastepujace oznaczenia:

2a  wysokoit belki,

szerokos¢ poik,

grubosé polki,

minimalne otulenie kabli sprezajacych,

rzedne srodkow ciezkosei uzbrojenia sprgzajacego,

grubo$¢ srodmika,

rozpigtos¢ belki,

pole przekroju poprzecznego,

moment bezwladnodci przekroju poprzecznego,

moment statyczny,

modut sprezystosei liniowej,

sila sprezajaca

moment zginajacy,

sila styczna ,

My, T+ maksymalny moment zginajacy i odpowiadajaca temu momentowi sila styczna
w przekroju o odcigtej #,

Ha‘umhmkhhma‘nb



300 JANW TAWORSKI, WOJCIECH MARKS

Ty, M maksymalna sita styczna i odpowiadajacy tej sile moment zginajacy w przekroju o od-
cietej u,
¢ Tmaprezenie normalne,
T naprezenie siyezne,
o1, 02, 03, ¢ stale charakieryzujace tworzywo belki.
Tndeks p oznacza obcigfenia ruchome, indeks g obciazenia stale. Kreska nad (pod) symbolem
oznacza najwicksza (najmmniejsza) jego wartosd,

2. Opis metody

Przedstawiona metoda kolejnych przybliZzed’ pozwala wyznﬁczyé w przekroju
poprzeczoym belki (rys. 1) grubo$é &rodnika w r punktach oraz grubos¢ pétki c.
Jako dane wystgpuja tu momenty zginajace
i sily styczne (w obydwu stanach obciaZenia de-
cydujacych o wytgZzeniu w poszezegolnych punk-
tach przekroju) oraz sila sprezajaca P.

Sposdb okreflania stanéw obcigZzenia, wy-
wolujacych najwieksze wytgienie w rozpatry-
wanym pizekroju, podano w pracy (3]

Pole 'przekroju, moment statyczny oraz mo-
ment bezwladnosei przekroju w tym przypadku
= sa nastepujace:

a-c

r—1

b m — 2bet Z (gr+8is1)

Rys. 1

i:03 1,2,...,}"

— 2 1
) Ss—bc(a—%)—F(i ) 2(g1+gi+1)(25+1)

3»—-1

bhed 2 . —
(3) = % +2be ({,I — %) +2 ( ¢ ) 2 (gz+gi+1 (2l+1)2

Warunek wyrdwnania wyteZerr wedlug hipotezy A. Caquot [2],

7 = (_g— +f)'; {6 — o) (o2 — 0},

ktéry ma by¢ spelniony w » punktach kazdego przekroju normalnego belkl prey-
hiera w tym przypadku postaé

Ty Ss ( P Myla—c)s
NENRCL I

4 7
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_ ]/[P_M M;c(a—c)s][_ 'Pi-'Mk(a_c)s]
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gdzie
=1, Jjezeli —yp =y lub y = yor,
k=2, jereli —ygr <y < ygr.
s=01,2,...,1

Wielkosci My, Ma, Ty i Ty wyznaczono na podstawie obwiedni maksymalnych
momentéw zginajacych i odpowiadajgcych im sit stycznych oraz obwiedni maksy-
malnych sit stycznych i odpowiadajacych im momentdw zginajacych z nastgpujacych
wzorOw: ' : '

) :Mlequﬂ?p“Ms, M2=M4+MZ~MS,
- T =Tt T Ty, Ty =TT —Ts,
gdzie

My = Mg -3 (My+My), Ts— T+ (TH4TS).

Rozwiazujac tOwnanie -(4) wzgledem gs oraz biorgc pod uwage, Ze moment
zginajacy 1 pole przekroju odpowiadajg wielkosciom napreZen normalnych cio
wystepujacych na krawedziach przekroju (przy takim przyloZeniu obcigZenia,
ktére powoduje powstanie maksymalnego momentu zginajacego) otrzymujemy
w kazdym przekroju normalnym belki nast¢pujacy uklad r-+2 réwnaf nieliniowych:

]Zﬁ‘kﬂgp - a—c r—1
(a-+0)(a—d)—28yl2 = 2bet ff:;o (gi+gis1)s

2Mia  bed c\? a—c
= =—— +2bcla— -] +2
6 2 r

3 -1
) Z (gi-tgisy) 24-1)2,
P B

o—0 2
c
© pela-2) s
PRNpTERNS 21 (Bitgir1) QiHDFgor1 (251
t=8-
B ( 2r )
B It
e @)
Tk( 2r )

Uklad réwnaf (6) moZna rozwiazaé metoda kolejnych przyblized. Obierajac
érednia grubosé frodnika g, w przekroju belki wyznacramy a i ¢ z réwnan (61
i (6),. Po znalezieniu tych wartofci obliczamy grubo$é érodnika w 7 punktach
ze wzoru (6);, a nastepnic znajdujemy

. - 1 r—1 .
(N : govl = E—z;o; (gi+8i+1)-

Obliczenie to powtarzamy dopdty, dopoki $rednia zaloZona grubosé §rodnika
gz i obliczona g..; nie bedg réznily sie dostatecznie mato.
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Ze wzgledu na maly wplyw zmiany grubosci $rodnika g na moment siatycz-
ny S i moment bezwiadnosci I proces przyblizania jest szybko zbiezny.

W przypadku gdy wysoko$é przekroju jest okreflona a priori uklad réwnaf
(6)) (6} redukuje sig do rownania (6)z, z ktérego wyznaczamy e.

Gdy ksztaltujemy belki hiperstatyczne lub gdy chcemy uwzglednié wplyw
rozmieszczenia materiatu wzdtuz belki na sily wewnetrzne, to mozna rozwigzywaé
zagadnienie stosujac réwniez metode kolejnych przyblizen. Postgpujemy wéwezas
w sposéb nastepujacy. Wyznaczymy sily wewngtrzne jak w belce o stalym momencie
bezwiadnosci i polu przekroju, a dalej ksztattujemy ustréj w sposéb opisany po-
wyZej pod dziataniem znalezionych momentdw zginajacych i sit stycznych. W tak
uksztattowanym ustroju obliczamy momenty bezwladnosci i pola przekrojéw,
a nastgpnie znajdujemy odpowiadajace tym wielkosciom momenty zginajace i sily
styczne. Pod dziataniem tek obliczonych sit wewngtrznych ponownic ksztattujemy
przekrdj poprzeczny belki.

Wyniki otrzymane 7 drugiego przybliZzenia poréwnujemy z wynikiem z pierwszego
przyblizenia. W razie potrzeby przeprowadzamy dalsze etapy przyblizen w ten
sam Sposoéb.

Wskazana metoda sprowadza ksztaltowanie konstrukcji do dzialan arytmetycz-
nych i pozwala na wykorzystanie maszyn cyfrowych.

Do wykonania obliczefi za pomoca maszyny cyfrowej niezbedny jest program
skfadajacy sig¢ z prostych operacji arytmetycznych. Podstawa uloZenia takiego
programu jest tak zwany schemat blokowy. Dla rozpatrywanego zagadnienia ulo-
Zono odpowiedni schemat i program na maszyne cyfrowa Elliott 803-B w autokodzie
Mark-2. Program ten znajduje si¢ w bibliotece programoéw Centralnego O$rodka
Przetwarzania Informacji w Instytucie Elektrotechniki w Migdzylesiu.

3. Przyklad

Rozpatrywana belka ciagla stanowi usirdj noény tréjprzestowego mostu kole-
jowego. Rozpigtoéel przeset wynosza 40 m, 8 m i 40 m, szeroko$é ~ 4 m. Stosunki
rozpigtosci podporowych prezeset wynosza 1) :1:ly =5:1:5 (rys. 2).

Obciazenie ruchome preyjgto jak dla

01234567890 _ pierwszorzednych linii kolejowych okres-
;T e 2 T lone normg NC. Dynamiczny charakter
* 46,00 AN 2 obciaZenia uwzgledniono mnoZac piono-

we naciski osi taboru przez wspdlczynnik
dynamiczny, zgodnie z obowigzujgcymi
normani.

W zadaniu tym wyznaczono przekroje poprzeczne przesel skrajnych co 0, 7, [
obliczajac grubofci pélek oraz érodnikéw w 11 punktach kazdego przekroju.
W przgsle Srodkowym o rozpigtoSci 8 m przyjeto przekrdj staly taki, jak na podpo-
rze posredniej. Wplyw zmiennoéci momentéw bezwladnodei i pél przekrojéw na sily
wewngtizne uwzgledniono droga kolejnych przyblizen.

Zatozono, ze belka ma staly, wysoko$é 2a = 2,20 m oraz ze 2a/ly = 1/18,2.
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Za pierwsze przybliZenie przyjeto obwiednie sif wewngtrznych dla belki o stalym
momencie bezwladnosci i statym przekroju poprzecznym. Wprowadzajac te wielkosci
do programu otrzymano wstgpne ksztalty przekrojéw poprzeczoych. Rozkiad
momentéw bezwladno$ci i pél przekrojéw poprzecznych wzdtuz rozpigtosci mostu
podano na rys. 3.

Ustawierie I
0 1 7 2 4 5 § 7 8 g 10
H tl 1 1 i L I3 1 L
iy
M 4,0=40m
Obwiednia max T
hoad Wy o
g § 8 8§ g &
e ¢ &8 & §F 3 08
- | | i i
& = B I
E 5 &8 B 8
§ & & § 8
s T
Chwiedma M
w
2 8 8 3 8 s
b o Fu T o o
g 8 B 8 8 &

/ 78,601
330,063
—_4210,083
- 2207758

Rys., 5

W drugim przybliZzenin, znajac funkcje zmiennodci sztywnoSci, wyznaczono
linie wplywu momentéw zginajacych i sit stycznych we wszystkich rozpatrywanych
przekrojach za pomoca maszyny cyltowej Elliott 803-B. Wykorzystano przy tym
gotowy program Y B-2 znajdujacy sic w bibliotece programéw Instytutu Elektro-
techniki w Miedzylesiu. Na podstawie linii wplywu wykredlono obwiednie maksy-
malnych momentéw zginajacych i odpowiadajacych im sit stycznych (rys. 4)
oraz maksymalnych sit stycznych i odpowiadajacych im momentéw zginajacych
(rys. 5). Wielkosci ekstremalnych momentdéw i sit stycznych oraz momentéw zgi-
najacych od ciezaru wlasnego zestawiono w tablicy 1.
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Na podstawie wzoréw (5) obliczono nastepnic wielko§ci My, My, Ty, T (tablica 2).

Tablica 2
. Ustawienie 1 (M) Ustawienie 11 (3‘)
Przekrd) |— — —_—
M1 T4 My | T
0 0 4] 0 114,944
1 370,308 88,729 348,425 91,211
2 627,249 49,383 396,694 84,861
3 973,905 26,389 710,828 86,034
4 1164,107 --4,408 978,272 —75,560
5 986,091 —45,728 509,657 —95,343
6 540,939 —47,968 328,412 —111,886
7 311,059 —17,450 66,876 —143,129
8 —378,654 —67,619 —232.666 —-117,142
9 —732,304 —123,565 —612,821 —174,818
10 —1267,690 —146,360 —885,176 — 196,642

Wielkoscel sily sprezaiacej P obrano tak, aby mimo$rdd e byt mniejszy od @ — d
oraz aby napreZenia na dolnej krawedzi w przekroju 4 w przypadku dziatania
maksymalnego momentu zginajacego byly rdwne dozwolonynr.

Przyjeto P = 1760T w przekrojach 0 —9. W przgéle §todkowym przemdz:ano
dodatkowe sprezenie takie, ze P w przekroju 10 wynosi 2665T.

Przyjmujac wielkofci sit wewngtrznych z tablicy 2 jako dane do programu
otrzymano wyniki zestawione w tablicy 3.

Wyzngezanie ksztaltu przekroju w punkeie 0. W przekroju tym moment zgi-
najacy jest rowny zeru. Ksztaltowanie wedlug hipotezy A. Caquota sprowadza sig
Zatem do wyréwnania naprezef stycznych.

Rzedne grubosci $rodnika wyznaczono metods kolejnych przyblizen w sposoéb
nastgpujacy. Przyjeto ze wzgledow konstrukceyjnych, ze gruboéé polki ¢ = 0,20 m.
Obrano grubosé srodnika gg i obliczono pole przekroju A, moment bezwladnosei I
oraz funkcj¢ @y réwna w tym przypadku

o= L AV el 2)

Nastepnie znaleziono

oraz funkcje
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W dalszym ciagu znaleziono g droga kolejnych przyblizeri (przyjmujac za pierwsze
przyblizenie g = 0,5000):

0,50000, 0,55536, 0,62856, 0,63880.
Przyjmujac, Ze g wyznaczone w trzecim przybliZeniu résni sie dostateczpie

malo od g z drugiego przyblizenia, wyznaczono wielkosci g w poszezegdlnych
punktach. Wynosza one:

g0 = 0,70464 m, gy = 0,63819 m,
g1 =0,69701 m, gy =0,58072 m,
gy = 0,67461 m, 85 = 0,53764 m.

Kilka przekrojéw poprzecznych belki w punktach 0-10 pokazano na rys.
6 - 12, a widok boczny i przekrdj wzdluzny vksztaltowanego przesta na rys. 13.
Réznica pomigdzy rozwiazaniem otrzymanym ta metoda a rozwigzaniem
scislym polega przede wszystkim na tym, Ze otrzymujemy zamiast wzZoru na grubo§é
srodnika jej rzgdne w r punktach. Ré’nice pomiedzy rzednymi wyznaczonymi
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w obydwu przypadkach zaleza od przyjetej liczby punktéw r i juz prey r = 10
sq dostatecznie male. Wynika to stad, Ze moment bezwladnodci $rodnika stanowi
zwykle tylko kilka procent momentu bezwladnosci potek, a zastapienie doldadnego
ksztaltu $rodnika modelem przybliZonym przy wyznaczaniu momentu bezwladnosci
srodnika powoduje blad nie przekraczajacy réwniez kilkn procent.

Znajomos¢ grubodci §rodnika w kilku punktach wystarcza w praktyce do okresle-
nia poszukiwanego ksztattu. Wyznaczanie ksztattu $rodnikéw metoda kolejnych
przyblizen wymaga wielokrotnie mniej czasu niz metoda Scista. Wyznaczenie
grubosci stodnika w dziesigeiu punktach przekroju normalnego belki za pomoca
maszyny cyfrowej Elliott 803-B trwa okolo 100 sek.

Ksztalty wyznaczone ta metoda maja nastgpujace cechy: 1) sa optymalne
ze wzgledu na wyteZenie tworzywa okreSlone hipoteza A. Caquota; 2) charakteryzuja
sig ciaglym przejciem §rodnika w pélke, co powoduje znikanie karbu.

Ksztaltowanie wytrzymatosciowe nie zastgpuje projektowania, lecz jest dziata-
niem poprzedzajacym projektowanie. Dlatego tex parametréw ksztaltdw WYZNaczo-
nych w tej pracy nie nalezy traktowaé jako ostatecznych. Przy ich Wwyznaczaniu
nie uwzglednia sig bowiem czynnikéw konstrukeyjnych i wykonawczych. Proces
ksztaltowania pozwala na zastapienie intuicyjnego wyboru parametréw ksztaltu
przyjmowanych zwykle a priori ptzez parametry optymalne ze wegledéw wytrzy-
matosciowych.

Literatura e¢ytowana w tekscie

1. J. Courson, Course de resistance des materigux, Dunod, Paris 1955,

2. W. Marks, Ksztaltowanie belek z betonu sprgfonego z warunku wyrdwnywania wylezen wedlug
hipotezy A. Caquot, Arch. Inz. Ladowei, 3, 14 (1968).

3. W. Margs, Wyznaczanie migrodajnych siandw obcigsenia w kszialtowaniu przesel mostow
bellcowych, Arch. Inz. Ladowej, 4, 14 (1968).
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OIpelereHns (POPMEI CEYeHRI TPEXNPONETHOTO Kele¥HOMOPOIKEOLO MocTa, THcHoREE pacHeTst
NPOBOMMITHCE ¢ TOMOINBIC BBIYMCIMTENBHOM Mammusl Dmwort 803-B.
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Summary

AN ITERATION METHQD OF DESIGN OF PRESTRESSED BEAMS
ON THE BASIS OF THE HYPOTHESIS OF A. CAQUOT

This is a description of an efficient method for determining the form of the cross-section of
a presiressed beams from the equality condition of maximum reduced stress due by  states of load.
It consists In determining by iteration the thickuness of flanges and webs at any number of points.
The paper includes an example of determination of the form of the cross-section of a three-span
railway bridge. Numerical computation has been carried out by means of the Elliott 803-B computer.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODEOW CIAGEYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
POLSKIES AKADEMIH NAUK

Praca zostala zlosona w Redakeji dnia 15 maja 1967 v.






