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CHARAKTERYSTYKA LAMINARNEGO PEYNIECIA CIECZY NIENEWIONOWSKIE
ZA POMOCA MODELU REOLOGICZNEGO O TRZECH PARAMESR-A

WEODZIMIERZ PARZONKA (WROCLAW)

1. Wyorowadzenie

Opis zachowania si¢ cieczy nienewtonowskich metodami reologicznymi oparty
jest z reguly na kezywych plynigcia, wyznaczanych do$wiadezalnie za pomoca wisko-
zymetréw rotacyjnych lub kapilarnych. Krzywe te maja jednak charakter mniej
lub bardziej zlozony; najwieksza trudnofcia jest znalezienie dogodnych réwnan
umozliwiajacych wiadciwg ich aproksymacje. Podkreslic¢ nalezy, Ze tylko w przypadku
cieczy newtonowskich krzywe wyznaczane eksperymentalnie dobrze opisuja rze-
czywisty przebieg zjawiska. Natomiast w przypadku ciat nienewtonowskich otrzy-
mujemy z pomiardw tzw. pozorne krzywe. plynigcia, ToéZnigce sig tym bardziej
od krzywych dokladnych, im wigksza jest szczelina wiskozymetru. Charakterystyka
plynigcia ¢ieczy nienewtonowskich wymaga wige odpowiedniej aproksymacji za po-
mocg modelu reologicznego oraz wprowadzenia odpowiednich korekcji do po-
zornych krzywych plynigcia. ‘

Trudnofci matematyczne oraz brak wygodnych modeli aproksymujacych zto-
zone krzywe plyniécia dla cieczy nienewtonowskich sa powodem wprowadzenia
uproszezonych modeli reologicznych. Zaklada sig, Ze ciecz jest niefcisliwa i izo-
termiczna, a jej zachowanie jest niezaleZne od czasu.

W praktyce uzywa si¢ gldwnie dwaparametrowych wzordw Binghama (3]
i de Waele'a-Ostwalda [19]; niektére laboratoria przemyslowe opieraja nawet
jeszeze dzisiaj charakterystyke tych substancji na modelu Newtona [33] i tzw. po-
zorne] lepkodci. '

W niniejszej pracy przeprowadzono przeglad zloZonych modeli plynigeia.
Po stwierdzeniu braku wygodnych w stosowanin wzordw dokonano analizy nowego
trzyparametrowego wzoru Vodadli [35] z r. 1967 oraz zastosowano go do wyznacze-
nia krzywych plynigcia na podstawie danych doswiadczalnych uzyskanych za po-
moca wiskozymetru typu Coueite’a. Zaleta tego wzoru polega na tym, Ze jest on
uogdinionym wzorem w stosunku do wzoréw Newtona, Binghama i de Waele’a-
Osiwalda. Przyjecie, ze jeden lub dwa parametry sa réwne zetu, prowadzi odpo-
wiednio do tych wzoréw. Dla ulatwienia interpretacii wzoru opracowano graficzna
metode analizy krzywych plyniecia, ktéra umozliwia m.in. ustalenie wspolczynnikow
reologicznych. '
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Metode te zastosowano do opisu krzywych plynigeia jednorodnych mieszanin
gruntowo-wodnych. Stwierdzono, Ze model Votadl Iepiej opisuje ruch tych mie-
szanin niz stosowane poprzednio modele de Waele’a-Ostwalda i Binghama.

Postugiwaé sie bedziemy nastepujacymi oznaczeniami:

T

D/2

¢

¥

To

n

Ho
Knk
V
Regen
M

F

!

Tr

TRy TR,
Rll -RZ

. Fo
&

D, 25

tensor naprgzen,
tensor predkosci deformacii,
predkosé deformacii,

“ndprezenie §cinajace,

prog plynigcia,

lepkosé dynamiczna,

lepko$¢ plastyezna,

wspblczynniki reologiczne,

predkosé Srednia w rurze o Srednicy D,

uogdlniona liczba Reynoldsa,

moment,

promied, _

wysoko§¢ zanurzone] cz¢fel cylindra wewngtrznego,

warto§é v w szezelinie wiskozymetru Couette’a,

wartosci v, dla r=R1 1 r= Ry,

promienic odpowiednie cylindra wewnetrznego, zewnetrznego (wiskozymetra
Couette’a),

warto$¢ graniczoa r, wystepljaca przy T == Tp,

charakterystyka wiskozymeiru Couetie’a, obliczona ze wzoru (3.3),

predkosé katowa w odleglodci » od osi, o
predkosci katowe cylindra wewnetrzrego (v = Riy, =8 zewngtrznego (r = Rs,
@ =) ) '

typu

.pseudopredkosé deformacii, obliczona ze wzoru (3.13),

fikcyjna predkoéé deformacji, okreflona zgodnie ze wzorem (3.16},
é - 6’1‘:

12, — 4| wzglgdna predkosc katowa,

rzeczywista predkoéé deformacyi dla r — Ry,

2. Postawienie problemn

Zachowanie sig ciat plastyczno-lepkich pod wzgledem reologicznym moze by¢

opisane przez zwiazek tensora maprezen 1 tensora predkosei deformacji {28 1 34
Dla przypadku ruchu laminarnego w wiskozymetrach rotacyjnych o cylindrach
wspélosiowych oraz w wiskozymetrach kapilarnych i rurowych zwigzek ten upraszeza
sig do réwnania wigzacego naptezenie styczne v i predkosé deformacii G (rys. 1.
W najprostszym przypadku, tj. cieczy Newtona, réwnanie to ma posta naste-
pujaca: -

ey _—
-Dla ciat idealnie plastycznych mamy wzér Binghama [3]
2.2) T = 13-} p G-

Dla cieczy majacych zmienng lepko$c stosuje sig czesto wzbr de Waele’a-Ostwalda
(2.3)

T = kG™.
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We wzorach (2.1) —(2.3) 7 jest lepkoécia dynamiczng, 7y granica plastycznodci,
9y lepkoscia plastyczng, k& wspdlczynnikiem sztywnoéei, » liczba strukturalng.
Dla substancji pseudoplastycznych 0 <<n <1, a dla cial wykazujacych dylatacje
n>1. '

Wzoréw de Waele’a-Ostwalda (2.3) lub Binghama (2.2) stosujac linearyzacje

uzywa si¢ powszechnie nawet do aproksymacji krzywych zlozonych. Np. ANNEN
[11 proponuje okreflenie skorygowanych wspdlezynnikéw reclogicznych & 1 »
we wzorze (2.3) za pomoca stycznych przylozonych w rdZnych punktach pozornej
krzywej plyniecia. Metoda ta pozwala jednak tylko na okreslenie przybliZzonych
warto$ci wspOlczynnikéw reologicznych; w niektorych przypadkach moze ona
prowadzi¢ do powaZnych bledow.
"~ Cze$é badaczy, np. EpprECHT [11] otaz szkola radziecka (TUFRIN [14], EAskow
[13] 1 inni), zaleca aproksymacje krzywych plyniecia cial plastycznych za pomoca
wzoru Binghama (2.2), jeseli sa onme chociaz w przyblizeniu lniowe, Rowniez
WELTMAN [36] uwaZa za celowe uZywanie tego wzoru dla wszystkich krzywych
plyniecia majgeych odeinki proste.

Szczegdlows krytyke stosowania wzoru (2.3) do opisu krzywych plyniecia
o zmiennych wspdlczynnikach & i n przeprowadzif RuinNer [28], Wykazat on, Ze wzdr
(2.3) odnosi sic wylgcznie do przypadkdw, gdy ki n sq stale. Mimo tych zastrzezen
wzor de Waele’a-Ostwalda jest jednak powszechnie stosowany do opisu krzywych
plynigcia cial plastyczno-lepkich prrzede wszystkim przez szkole amerykafiska
(MeTzNER, DODGE i REED, por. [17, 18, 9, 38]) oraz szereg innych ‘badaczy. METZNER
twierdzi, ze wspolczynniki reologiczne do wzoru (2.3) sa w zasadzie stale w szerokim
zakresie predkodei deformacji, zwlaszeza przy przeplywie cieczy nienewionowskich
w rurach. Z tym twierdzeniem nie zgadzaja si¢ jednak wyniki szeregu badafh (por.
[1, 6, 15, 34, 35 i 37]). Autor niniejszej pracy zbadal kilka mieszanin gruntowo-
wodnych [21 i 23]. Stwierdzil, ze wspolczynniki & i »n zaleZne sa od predkosei de-
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formacji i zmieniaja si¢ w duzych granicach dla tej samej krzywej plynigeia. Znacznie
lepsze aproksymacje dat natomiast model Binghama.

W najnowszych pracach amerykafiskich (np. RipxeNA 1 Preoma [30], str
10— 11) uzywa si¢ w dalszym clagn wzoru (2.3) przy zastrzezenin, 7¢ «do czasu
ustalenia ogélniejszej formuly, ktéra wg wszelkiego prawdopodobienstwa bedzie
trzyparametrowa, wzor potggowy (2 3) deZIe Zfﬂeznosciac na_]CZQSCle_] stosowang
mimo pewnych zastrzezefin.

Reasumujac stwierdzié mozna, ze model Bmghama (2.2) nadaje si¢ do opisu
cial, majacych wyrazna granice plastycznosci 7o i prosta. {(w. przyblizeniu} krzywa
plyniecia 7 =1 (&) w obszarze T > 7o, natomiast wzér potegowy de Waele’a-
Ostwalda — dla substancji bez gran;cy plastycznodel 7o, lecz o znnennej 1epkosc=
opisanej przez dwie stale reologiczne & i n.

Istniejg jednak ciata nienewtotiowskie majqce wytaZng granice p}qucla oraz
zmienng lepkos¢ 1, 15, 28, 36, 37 i 38]. Stosowanie wzordw (2.1), (2.2) 1 (2.3) dla
tych cial jest czesto zbyt duzym uproszczeniem; trzeba wtedy wprowadzi¢ bardziej
skomplikowane wzory i odpowiadajgce im modele reologiczne. Ze wzgledu na wy-
mogi wiskozymetrii i zastosowafi praktycznych odpowiedni wzor dla takiego zlo-
sonego ciala powinien mie¢ nastgpujace cechy:

a) powinien nie zaleze¢ od czasu,

b) parametry powinny by¢ stale, j. nie powinny zaleZe¢ od predkodel defor-
macji G,

) wzér uogdlniony powinien w szezegdlnych przypadkach prowadzié do wzo-
réw prostszych.

Dokonamy z kolei przegladu wzordw dla ciat zlozonych. Jak w1adomo, do opisu
plynigcia ciat zZkoZonych zaproponowano szereg WZordéw [15, 31, 351 38]. NajwaZniej-
sze Z nich sa nastepujace:
wzor Prandtla

2.4) ' 7 = Asin—1(G/C),
wzt Byringa

(2.5) 7 = G/B-C sin (v/A),
wzdr Powella-Eyringa

2.6) v = AJG+Bsinh1(GC)
wzdr Willlamsona

Q.7 7 = AJGB+ G+ G
wzor Steigera-Oryego

(2.8) , G = AT3+-Cr,

wzdr Brianta

T A
(2.9) r—an(lJr e ) ,
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wzor Van Wazera

(2.10) T =k |GI*~1 G+1o,
oraz wzoOr Ellisa
- (2.11) . G = 7 [Pg+@, |7|Wm-1].

We wzotach tych A, Bi C lub 7y, 7, 1 Too 58 Statymi charakterystycznymi dla danej
substancji, @y i @1 — funkcjami. Modele (2.4) - (2.7) byly analizowane przez
WiLkmNsonA [38]. Stwierdzit on, ze zastosowanie ich jest znacznie trudniejsze niZ
wzoréw (2.2) i (2.3) i nie przynosi istotnych korzy$ei. Nie s3 one rowniez wzorami
nogdluionymi. Dotyczy to réwniez wzoru Steigera i Ory (2.8). Szersze zastosowanie
do opisu ruchu cieczy nienewtonowskich moga mie¢ natomiast modele (2.9) do (2.11).

Model Brianta zastosowany zostat przez MARTINA i le Fura [15] do aproksy-
macji k1zywych plyniecia pluczek wiertniczych. Przy duzych predkoSciach defor-
macy ( krzywa Brianta zbliza si¢ do krzywej Binghama, a przy matych wat tosciach
G — do krzywej plynigcia ciala de Wacle’a-Ostwalda.

Wzér (4.7) dyskutowany przez VAN WAzerA [34] jest rozszerzonym modelem
potegowym (2.3) z granica plynigcia. Zaleta jego jest moZno§é sprowadzenia go
do wzoréw dla ciat prostszych (2.1) - (2.3). Prog plyniccia v trzeba tu WyZnaczyc
bezposrednio, a nie odezytaé z pozornej krzywej plyniecia 7p = F(Gy); stata n
okre§la sie z nachylenia krzywej log £ = f[log (z5, — 7o)l Obliczenie statej &
jest jednak klopotliwe i wymaga numerycznego catkowania funkcii okreélajacej
predkoéé katowa £2. 'Wzdér Ellisa (4.8) jest wzorem zawierajacym wzory Newtona
i de Waele’a-Ostwalda jako przypadki szczegdine [34]. Dla cial majacych granice
plastycznofci Vax Wazer [34] podal uogdlnione réwnanie (2.8) 1 odpowiedni
wzér na £2, ktérego rozwigzanie wymaga jednak jak poprzednio catkowania nu-~
MErycznego.

Jak z powyiszego wynika, Zaden ze wzorow zhozonych wymienionych w tym
punkeie nie nadaje si¢ w pelni do charakterystyki plynigcia cieczy nienewtonowskich.
Nadaja sie one do opisu cial badanych przez danych autoréw [wzory {2.1)-(2.5)]
lub tez nie sa wygodne w stosowaniu [wzory (2.6) —(2.8)].

3. Analiza wzora Vocadli

Vo&apro zaproponowat w pracy [35] wzbr trzyparametrowy dla opisu ztoZonych
krzywych plynigeia. Jego postad tensorowa jest nastgpujaca:

oo o=V 3o e (V52

dla 5 (TZT) >‘Cl_2),
) 1
D=0 da —(I:D<7,

gdzie D, jest drugim niezmiennikiem:
Dy =D :D=DyDy
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oraz gdzie symbol T oznacza tensor naprezenia zloZony z dziewigeiu sktadowych,
a symbol D symetryczny tensor deformacii. Dla przypadku ruchu w wiskozymetrach
rotacyjnych i kapilatnych (3.1) upraszcza sig;

7= (" LKG)" dla T > 1,

(3.2) .
G=0 dla 7<1.

Wzor Vodadli jest jednym z kilku wzordw znanych w postaci tensorowej. Wediug
VAN Wazrra [34] wzory w tym zapisie znane sa wylacznie dla cial Binghama,
de Waele’a-Ostwalda i Reinera-Philipoffa.

Po podstawieniu K = #p i n = 1 otrzymuje sig ze wzorn (3.2) formul¢ Binghama
(2.2); dla 7y =01 K» = k wzor (3.2) przechodzi we wzér de Waele’a-Ostwalda
(2.3) dla ciat pseudoplastycznych 1 wykazujacych dylatacje, wreszcie przy 7o = 0,
K=y 1 n=1 otrzymujemy wzér modelu Newtona (2.1). Krzywa plyniccia
7 = f(() dla ciala Vo&adli nie jest linia prosta zaréwno w ukladzie kartezjafiskim
jak 1 logarytmicznym w odréZmienin od krzywych dla cieczy Binghama (prosta
wylacznie w ukladzie kartezjafiskim) i de Waele’a-Ostwalda (prosta wylgcznie
w ukiadzie logarytmicznym, rys. I).

Badanie modelu odnoszacego sie do wzorn (3.2) dla przeplywu laminarnego
w wiskozymetrze kapilarnym przeprowadzit Vofadlo [35]. Podal on metode
okreflania stalych reologicznych na podstawie danych doéwiadczalnych oraz
wykresu Ty, =f(8V/D). Voladlo podal takze réwnanie, ktdre spelniaja para-
metry bezwymiarowe, D (1, ¢f, Regey, X} =0, dla  okreflenia  wspdlezynnika
oporu rur ¢r, jak réwniez poprawki dla energii kinetycznej i dla ilodci ruchu, Dia
tych parametréw i wartoei poprawkowych podal on w pracy [35] rozwiazanie
réwnan ogdlnych za pomoca maszyn cyfrowych Elliott 503 i Minsk 2/22 otrzymujac
rodziny krzywych i tablice numeryczne.

W wiskozymetrach rotacyjnych typu Couette’a mierzy si¢ naprefenia styczne
na fciance cylindra wewngtrznego 7, w zaleZnosci od predkosci katowej &2 =
= |f2 — {21]. Nastgpnie opracowuje sie z reguly wykresy

20
T =S (-1"‘:_—1/;;) ,

przy czym a* zdefiniowane jest nastgpujaco:

——

R 1,
i * I ee—— TID ——1
(3. 3) 24 R% TR »

gdzie R=1ry =Ry ?—1 dla niepetnego $cinania oraz R = Ry dla pelnego Sci-
0

nania. W przypadku cieczy nienewtonowskich podstawowym problemem jest
okreslenie metody obliczania stalych reologicznych na podstawie wykresu 7z =
= f(Gyp), tzw. pseudorcogramu. W niektorych przypadkach konieczne jest réwniez
opracowanie wykresu dla ciala rzeczywistego (tZw. «basic shear diagram») dla
umozliwienia pelnej charakterystyki plynigcia ciala niezaleznie od przyrzadu.
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Pierwsze z tych zagadniefi dla modelu (3.2) zostalo rozwiazane przez autora
i Yotapra [25]. Podaje ponizej podstawowe wyniki tcj pracy.

Dla ruchu cial plastyczno-lepkich w wiskozymetrze Couette’a mamy nastgpu-
jace wzory dla naprezenia stycznego 7 1 dla predkosci deformacji G [28 1 24]:

M . db  dfu
34 2w Y7 ’JF=FE(_'
Ogélnie mozna napisaé
d [u
(3.5) , o (;) =f(2).

Dla wzoru (3.2) mamy
(3.6) f@ = @E" — -céf”) .

Po scatkowaniu (3.5) i przyjeciu kinematycznego warunku granicznego, jakim jest
brak poSlizgu na Scianie cylmdrow, otrzymuje si¢ nastgpujacy wzdr na rozklad

predkoscei:
i 1

N I Y B O . N
3.7 == ﬁ(ﬁ) (rRl —r ) — e n -
Z punktu widzenia warunkéw Scinania i rozkladu predkosci, moZna wyrézni¢
trzy mozliwe przypadki:
brak rochu

M
(3.8) Tp, — ?ﬂle '50:
§cinanie czesciowe
: M
(3.9) . TRy~ To = T, = 2—“;@,
$cinanie catkowite (pelne)
(3.10) Tg, = T0-
Dla predkoéci katowej wzglednej 2 otrzymujemy nastepujaca formule :
1 2z 2. 1/
@3.11) 12, — 0y = 2’}(;:1)” (Rfﬁ* - Rﬁ) -~ %m%

Przy pomiarze krzywych plyniecia nalezy wypelnié warunek (3.9) tub (3.10). Wpro-
wadzajac zaleZno$¢ (3.3), otrzymujemy nastgpujacy wzor na Tp:
1

1 22 K = ¥ " Ina® "
(3.12) Tp, = Ty T e -
l=% " 1=—m 1= i

W strefie czesciowego Scinania o nie jest stale i zmienia sig w zaleZnoSci od rp.
Ustalenie krzywej plynigcia jest dla tego przypadku bardzo trudne, gdyz wymaga
dodatkowego pomiaru granicy plastycznodei 7o zgodnie ze wzorem (3.8); znajac 7o
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moZemy dopiero obliczyé promienie rasiggu uplynnienia badane] substancii
i skonstruowaé wykres. Zagadnienie to bylo przedmiotem badafi autora i WOLSKIEGO
[26). W oparciu o pomiar przeprowadzony réwnolegle wiskozymetrem oraz wisko-
testerem stwierdzono, Ze dla mieszanin gruntowo-wodnych mozliwy jest bezposredni
pomiar 7y przez stopniowe zmnicjszanie predkosci katowej £2 i zmierzenie napreZe-
nia stycznego g, odpowiadajacego predkosci katowej &2 — 0. Dla szeregu substan-
¢ji pomiar taki jest jednak technicznie trudny i wymaga duZego dos$wiadczenia
pomiarowego. Xonieczne jest wykonanie badafl za pomoca dwoch Tub wigeej cy-
lindréw, przy czym wynik dla 7o powienien by¢ zblizony. Wymienione trudnoéci
powoduja, 7¢ z reguly dazy si¢ podezas badan wiskozymetrycznych do pomiaru
pozarnej krzywej plynigeia w strefie pelnego $cinania substancji w szozelinie wisko-
zymetru, tj. realizacji warunku (3.10).
Nalezy podkredlié, ze pseudopredko$é deformacii

. 20
(3.13) Gp=""7"
Y
rézni sie od dokladnej wartodei rzeczywistej perkbéci deformacji dla cial nie-
newtonowskich G. W przypadku ciata opisanego przez (3.2) predkosc t¢ o};reéla

wWzor
2 ! ;
2N (Ri\n
2 e (8
(3.14) G=ﬂ 2K (T‘l’m oy
) K n 1
]. - de

Poréwnanie (3.13) i (3.14) wykazuje, Ze przyjecie pozornej predkoci deformacii
Gp réwnej rzeczywistej predkosei deformacii G prowadzi do powaznych rorbicinosei
i to nawet w przypadku waskiej szczeliny wiskozymetrycznej. Dokladne rozwigzanic
polega na okreSlaniu statych reologlcznych na podstawie pomiaréw 7z, i &2
z uwzglednieniem rdznic pomigdzy G a Gp lub miedzy wykresem 7 = f (G} a wykte-
semn Ty == f (Gy). Dla modeli prostszych (2.1), (2.2) i (2.3) istnieja metody okresla-
nia tych statych reologicznych bezpofrednio z wykresu 7 = f (Gp); jedna = metod
podat autor niniejszej pracy [22 i 24]. Dla cial opisanych przez wzor Yoladli (3.2)
ta droga pie wydaje si¢ mozliwa. Votapro i autor podali w pracy [25] rozwigzanie
prostsze, polegajace na przeksztalcenin pozorne] krzywei plyniecia w kizywa
pomocnicza. Ma ono charakter ogdlny, umozliwia bowiem réwnoczesnie charak-
terystyke prostszych cial (Binghama i de Waele’a-Ostwalda) lub aproksymacig
krzywych plyniecia badanych substancji za pomoca tych modeli (rys. 2). Wzor
(3.12) mozna napisaé nastgpujaco:
1

1— —
a¥ 74"

N Gz)+

In a*

K
(3.15) W=

n L K {1\
1— W (1 - 'a?)
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Wprowadzmy do (3.15) fikeyjna predkos¢ deformacji

) i In a¥
(3.16) G=0Cpt— 1 = Grl Gy
=
Mozemy wiedy napisac
1
,, k 1T

.17 log T, =1 logG+n l'og—n— i

1= i

Ze wzoru (3.17) widaé, 7e ciato opisane przez (3.2) daje prosta log 7 =f (log ).

oy /

To,~@(Gp)
4
7
~at} Gp N yd
L~ P e
Stref A Pl o= Fl6) ———
p statego - // 5
1-057;, o« / ’ Q:K(A\%Q
Ry |- 1A Strel 40 a3
_‘zrrg{e;gnqgo | RO
T ‘b—w-wﬂl—]—
Lok
A%
14
16571 v ~ 6p,G
Rys. 2

Ze wzoru (3.16) wynika, Ze G, zmienia si¢ w zaleznoéci od a*; jest ono stale
wylacznie dla a* = const, ij. w strefic petnego écinania. Najmnicjsza warto§é
G otrzymuje sig dla ay, = 1, ktora wystepuje, gdy RR; —1:

{ 1
. Tt <
& gty kT
(3.18) 1Gyloey [Gj’}“"zﬂg e R

Metoda proponowana przez VOCADLA i autora polega na okredleniu tej wattosci
G, w strefie pelnego §cinania, ktéra naleiy dodaé do zmtierzonej pseudopredkosci
deformacji (';j*,, aby otrzymaé szukang prosta log 7, = f(log G) (rys. 2). Po znale-
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zieniu prostej log 7, = flog @) spetniajacej wymienione wyZej warunki moZna
na jej podstawie ok1eshc stale reologiczne 75, K 1 n w sposdb nastgpujacy:

a) wspblezynnik n okreéla si¢ z nachylenia prostej

_ AdlogTy
(3.19) ‘ n=— oz &

b) gra nicaplastycznoécei 7 jest ta wartofcia 1z, , ktora odpowiada czynnikowi
[G3)sy (rys. 2). Wynika to z tego, ze gdy o* — 1, 7 — 7p;

¢) staly K okresla sig ze wzoru (3.18), ktéry mozna réwniez napisaé nastgpujaco:

"
(3.20) K= —g5—.
[G’p]o;"'=1

Wzér (3.2) opisuje zachowanie sig substancji bardziej ztoZonych. Dla modeli
prostszych, do ktérych odnosza sig wzory (2.1), (2.2) 1 (2.3) otrzymuje si¢ naste-
pujace wzory na podstawie (3.12):

a) dla modelu Newtona, przyjmujac n =1, K= oraz 7, =0, mamy

(3.21) Ta, = G 3
b) dla modelu Binghama po podstawieniu n =1 oraz K =1y otrzymujemy
. In a*
(322) TR]_ = Gp?’]p—l“f[) _ﬁ"““I_ M
1=
a

¢) dla modelu de Waele’a-Ostwalda wprowadzajac 7o = 0, K* = k uzyskujemy

Gp a¥
(3.2%) Tr, = k Y — 1
1 *1j6

Ze wzordw (3.21) ~ (3.23) widaé, ze dla wymienionych modeli prostszych moZna
okresli¢ state reologiczne bezposrednio z wykresu 7 = f (Gp). W przypadku ciala
Newtona krzywa mierzona pokrywa sig z rzeczywista krzywa plynigeia i nie wymaga
zadnych korekeji. Natomiast subsiancje binghamowskie oraz ciata pseudoplastyczne
i zmieniajace objgtosé maja pozorne krzywe plynigeia, rézniace sig od krzywych rzeczy-
wistych (dokladnych). Niemniej dla obu modeli dwuparametrowych, do ktérych
odnosza sig wzory (2.2) i (2.3), mozliwa jest latwa korekcja krzywych pozornych
plynigcia: w obu przypadkach w strefic pelnego $cinania sg one prostymi rdwno-
leglymi do krzywych rzeczywistych (SciSle rzecz biorac krzywa plynigeia dla ciala
Binghama jest prosta w ukladzie wspSlrzednych kartezjafiskich, a krzywa plyniecia
dla ciala de Waele’a-Ostwalda prosta w ukladzie wspélrzgdnych logarytmicznych).
State reologiczne 7, (Bingham) i » (de Waele-Osiwald) otrzymuje sie wprost
2 nachylenia pozornej krzywej plyniecia. Wspblczynniki 7o (Bingham) [lub k
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(dc Waele-Ostwald) okresla si¢ z korekcji pozornych wartosci tych ws_pélczynnikéw
7o lub kw zgodnie ze wzorami (3.22) i (3.23) przyimujac Gp = 0 i Tp, = To W (3.22)
oraz Gp==11 7, = kap W (3.23). Dokladne wyprowadzenie tych wzordéw oraz
metode korekeji podal autor w [24].

4. Wyznaczenie rzeczywistych predkoSci deformacii

Rreczywista predko$é deformacii na Scianie cylindra wewnetrznego jest okreslona
zpodnie ze wzorem (3.4) przez

dd
4.1) GL= Ry (d )1

Ze wzordw (4.1) i (3.2) otrzymujemy
' i - dd 1in :
{4.2) Tr, = | T T H KRy A ( +EG)™.

Eliminujac 7, ze wzordw (3.12) i (4.2) znajdziemy

1
. . - a® Ty t/n In a*
(4.3) Gi1= Gy v R % -
nil— T ”(1 Y

Na podstawie réwnanmia (4.3) otrzymujemy nast@pujqce wzory w1qzace Gii Gy
dla modeli prostszych:

a} dla ciala Newtona przyj'muja‘c jak poprzednio n =1, K= oraz 7 =0
(4.4) Gy = Gy;

b) dla ciala Binghama po przyjeciu n =11 K=1

. . 7 [ Ina¥*
(4.5) Gr=Gpt oAy 13

c) dia ciala de Waele’a-Ostwalda podstawi'ajqc =01 Kr=1F

v

. 1 a*
(4.6) Gy = Gf’“,;" —
1 ot

Wzory (4.5) i (4.6) wyprowadzone zostaly przez autora réwnick w pracy [24] na innej
drodze.
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Sposcb otrzymywania krzywej dla ciala rzeczywistego krzywej pozornef plynigcia.
Upro$émy (4.3), wprowadzajac oznaczenia

L
a* In a*
(4.7} A= T v B=— e
n(l - _OEW) n(l —a*”ﬂ)
Otrzymamy przy tych oznaczeniach
. . ,El,ln
(4.8) Gy = GPA+%(B— ).

RZ
W strefie pelnego §cinania substancii w szczelinie wiskozymetrycznej Tp = 7o Eﬁ,
R 1
¥ = é = const; 4 i B sa wiec w tej strefie stalymi dla danego przyrzadu i dla
danego materiahu, dla ktérego odnosi sig wzor (3.2). W przypadku écinania cz¢scio-
5 !

Wego (1’0 < Tp, < rgﬁg) charakterystyka przyrzadu o jest zmienna i osiaga swoja
1

warto§é minimelng a* = 1 dla R = R;. Dla 7z =7, a* >1, A1 i B—~>1;

ofrzymujemy wiec

(4.9) ‘ [G1lypey = Gp = 0.

Wzory (4.7) do (4.9) pozwalaja na okredlenie krzywej dla ciala rzeczywistego na pod-

stawie krzywej pozornej plyniecia TR, =1 (Gp)- Te krzywa dla ciala rzeczywistego

Try [] i 7
B | l_‘
Z
N FL P aé Qk@\ +
2 FN e
AN 2 il
Ri o*=RL/RE=const P, 2/” .
1w . _fo iyl 4 | et =const
SEEpaREESECC: i ==
Th= B S T S g M B 0 o+ const
T = = L = K
0 T - T,Q1=F(G1} ,//
—TR1=P(G,D) ﬁj/[
o™ const T
| 41
E—— @ i
1| A= B
a2 i nf1- Dc*'ﬁ"?
* o § 7 402 B 107 6,65, 8
[GP]O(*E‘f:F 1,90

Rys. 3
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= f(G1) mozna znalezé réwniez odmienna drogq z zaleinodci rzeczywiste]
piQdkOSCl deformacji Gy od fikeyjnej predkosei G. Na podstawie wzorow (3.16),
(3.21) i (4.3) dochodzimy do wzotu
1

1 -
a¥ 73"

(4'10) . G1:G—”—1'_"“‘?.
ntl — i

Wprowadzajac A zgodnie z (4.7) otrzymujemy wzdr uproszezony

?

i
4.11 =04 ——.
( ) G =GA X
Okre$lenie krzywej plyniecia dla tzeczywistego ciata, do ktdrego odnosi sig wzor
(3.2), nalezy wigc rozpoczaé od opracowania wykresu T = f(Gp), znalezienia
prostej log 7, = f{log G) i obliczenia stalych reologicznych 7o, Kin; po wykonaniu
tych czynnodci moZna juz okredlié szukana krzywa na podstawie krzywej pomocni-
czej [wzory (4.10) i (4.11)] bad? tez w oparciu o krzywg pozorna plynigeia [wzory
(4.7 ~4.9)]. Rysunek 3 ilustruje sposéb okreélania kizywej dla ciala rzeczywistego.

5, Zastosowanie wzoru o trzech paramefrach do opisu cial plastyczno-lepkich

Autor zastosowal model (3.2) i metode opisana powyzej do aproksymacji krzy-
wych plynigcia jednorodnych mieszanin gruntowo-wodnych przy uZyciu wisko-

Ty {dyn-cm™?)

07 - -
o= Used z Osohowie —
EREEER —
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Toy= %) WEEE Ze Y
\\ __-G‘C— =1 q, e
A ]
s 2ot
107 . ot | i
3 i e e
.D)—-—-— ol — ,ﬂ/
Zﬁanril O Ed
A e ey T
4 Fann \ 5
QTR4=F(G)
0 ]
e
v
\)J},o \Lﬁq
9
A+ const s
" l i 0 107 | %G, G (s
Gp,5 {577)

Rys. 4
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zymetru FANN. Ustalono stalereclogiczne 7q, Kin dla kilku réinych koncentracji '
kazdego z dwéch badanych gruntéw zwigzlych. Na rysunkach 4 i 5 przedstawiono
wykresy dla modelu Vodadli wraz z tabelami zawierajgcymi wartosei liczbowe sta-
tych reologicznych jako funkcji s'. Z tablic tych widaé, ze wspoOlezynniki reologiczne
7o i K rosng wraz z koncentracja s’, natomiast stala n maleje jednoczeénie z 5.
:Na rysunku 6 pokazano natomiast prébe przyblizenia krzywych plyniccia mieszanin
jednego z badanych gruntéw za pomoca modelu Binghama, tj. dla przypadkun = 1.
Wida¢ wyraznie, e G; # const dla wszystkich krzywych pozornych plynigcia;
dopiero wprowadzenie n # 1, tj. pelnego modelu Voladli pozwala na wlasciwa
aproksymaci¢ krzywych.

Whioski

Z przedstawionej pracy wynikaja nastepujace podstawowe wnioski.

1. Wzor trzyparametrowy Vodadli (3.2), bedacy uogélnionym wzorem Newtona,
Binghama i de Waele’a-Ostwalda, zastuguje na blizsza analize pod katem widzehnia
przydatnos$ci do opisu ruchu cieczy nienewtonowskich. Nadaje sie on zwlaszcza
do opisu ciat majacych wyraZna granice plastycznodei 7y oraz zmienna lepkosé.

2. Podane przez VOUADLA 1 autora rozwiazanie dla modelu (3.2) dla wiskozy-
metry Couette’a umozliwia aproksymacje zloZzonych krzywych pozornych plynic-
cia, uzyskanych za pomoca tego wiskozymetru. W pordéwnaniu z wiskozymetrem
kapilarnym wiskozymeir Couette’a ma duze zalety. Wyniki pomiaréw nie wymagaja
bowiem korekeji (w odréinieniu od krzywych uzyskanych z badafi rurowych)
droga skomplikowanych poprawek dla energii kinetycznej i dla ilodci ruchu.

.3. Podane w niniejszej pracy wzory na rzeczywista predkosé deformacii umozli-
wiaja bardziej $ciste poréwnanie wynikéw badan plastyczno-lepkiego plynigcia
materialdw przy uiyciu rdéznych przyrzaddw.

4, Wstgpne proby zastosowania modelu Vodadli do opisu krzywych plynigcia
mieszanin gruntowo-wodnych daly pozytywne wyniki. Stwierdzono, ze model ten
jest dokladniejszy od modelu Binghama i de Waele’a-Ostwalda.
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Peszlome

XAPAKTEPUCTHKA JJAMITHAPHOI'O TEHYEHMA
HEHBIOTOHOBCKWX JXUIKOCTEMH,
C TTOMOTIBEIO PEOJIOTHYIECKOM MOJEIH C TPEMSA ITAPAMETPAMU

B pabore paerca 0Gzop GonMYI, CIyRAOIEX OI4 COACAHAT KPHBLIX TEYCHUS HEHBIOTOHOBCKAX
xENKocTeid, KoHeTaTHpyeTes, 4ro jaBynapamMerpoesie Gopmynst Bunrema B Je Bems-Oceanbia,
9ACTO He AOCTATOYHEL JJIA TOYHOIO ONHECAHAA, TOTHA KAK MHOIOUACHCHESIS (OpMYIEL IS CIOXK-
HBEIX T€H He YAODHH B IpwvcHeRAy, BOJsRIEe JOCTORACTEA NPOABIIAST NPeIIOKEEHAN B FOCIeHHEe
spem# (1967) dopvyna Bouaming, DpelcTaBICHHAA B TCH3ODIOM BYOC E YOPOINAIOOIARCH ML
POTANACHHEIX W KANHIAPHBIX BACKO3AMETPOB HO (OpMYNBI

T = (ré"” + kG-)"' o T > T,
G o T <.

Or1a dopmyma senmeTes 0Gobmernoi dopMynoit, o oTEomeRmo Gopmyn Herorona, fe Bems-
Ocpanbia ¥ BARTeMa,

B paore nmaercs: pemende MOASNHE BOYANNHE HIf POTALHOHHOTO BHCKO3MMeTIpa THIR KysT,
rpadmIeckmit MeTOX ONpeHeNcHrS PEOOrHIECKAX TOCTOSHAENX Tg, K, B H upeobpajopanue A3mMe-
PHTERLOON KPHBOH B ASHCTBHTENBHYIO KPHBYIO TEHCHMA. DTOT MeTon 65U YCISIMHO NPAMCHEH
A ONNCAFMA KPWBLIX TETCHAH, ONHOPONHSIX IPYHTO-BOAHEIX cmecel, Ilomreepikmaetcs, 910
topMyna Bowammm Jyulme TOAHETCA IUIE ONFCAHMA ARIKCHAS FTHX cMecell, 9eM OpHMEHSEMBIE,
oo cux mop, mogem bumrema u e Bems-Ocpanmspa.

Summary

DESCRIPTION OF LAMINAR FLOW OF NON-NEWTONIAN LIQUIDS
BY MEANS OF A RHEOLOGIC THREE-PARAMETER MODEL

The present paper contains a review of equations for describing the curves of How of non-
Newtonian liquids. It is found that the two-parameter equations of Bingham and de Waele—Ostwald
are often insufficient for accurate description. On the other hand many formulae for complex
bodies are not convenient, Considerable advantages are offered by the recent (1967) Vofadlo
equation expressed in a tensor form and reducing for rotating and capillary viscometers to the
formulae

7= (ré'""'+f(é)" for 7> g

G=0 for < Tp

This is a peneralization of the formulae of Newton, de Waele-Ostwald and Bingham.
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The paper contains also a solution of the problem of the Vodadlo model as applied to the
rotating viscometer constants vy, K, n and the transformation of the measurement curve into the
real flow curve. This method is applied successfully to the description of flow curve of home-
geneous soil-water mixtures. Tt is found that the Vofadlo eguation describes in a more perfect
‘manner the motion of such mixtures than the models of Bingham and de Waele-Ostwald hitherto

used.
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