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Wstep

Praca stanowi probg rozwigzania zadania osiowo-symetrycznego w ofrodku
dyskretnym bedacym plaska, osiowo-symetryczng siatks, ktorej kazdy wezel polg-
czony jest z sasiednimi weztami czterema prostymi, sprezystymi pretami o réznych
sztywnosciach na rozc1qgame i zgmame lecz nie zmieniajgcymi sie wzcﬂuz dhugosei
pretow,

Kolejno$é postgpowania przy rozwigzaniu przyjgto zblizong do rozwigzan tra-
dycyjnych dla ofrodka cigglego. Mianowicie, opierajac sig na teorii osrodka dyskret-
nego [2,3 i 4](%) dla malych przemieszczen opracowanej przez I. TRACKIEWICZA

-otrzymano réznicowe, liniowe réwnania przemieszczeniowe. Réwnania te udalo sig

w konkretnych przypadkach (dla danych sztywnosci pretéw) rozwigzaé ogdlnie,
okreslajac stan odksztalcenia i naprezenia _
w ofrodku za pomoca funkcii, zawiera-
jacych stale dowolne, latwe do wyzna-
czenia z warunkow  brzegowych. Prace
zilustrowano konkretiym przykladem,

1. Rownania podstawowe

W pracy oprzemy si¢ na opisie dys-
kretnego osrodka sprezystego oraz opisie
stanu odksztalcenia i naprezenia w takim
ofrodku wprowadzonym po raz pierwszy
przez H. FRACKIEWICZA W jego pracach _
[2,3 1 4].

Stan odksztalcenia okreslajq wektor przemieszczenia V i obrotu £; stan napr@-\
zenia — momenty M, i M, oraz sﬁy Q,iQ, (rys. 1):

‘ Rys. 1

(11) V_‘veis .Qv_[qv is V,i=1,2,

' Q= e, legf=1, M, =me;.
Geometria ofrodka opisana jest przez obiekt podstawowy g, ",-"i odpowiadajace mu
wspolezynniki koneksii [ E.k 'w dwuwymiarowym ukladzie wspolrzednych &%, &2,

() W pracach tych znajdzie Czytelnik objaéxiienie__oznaczeﬁ__, ktére “nickiedy opuszczamy
w artykule niniejszym.
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Zwroty zaznaczone na rys. 1 uwazamy za dodatnic. Wektory obrotu £2 i momentéw
M, s3 prostopadie do plaszezyzny rysunku.

Przyjmiemy, ze punkty ofrodka stanowia wezly plaskiej ramy, skladajacej sig
2 prostych pretdw o statych sztywnoéciach na rozcigganie C, oraz na zginanie D,.
Zatozymy téwniez, Ze przemieszezenia mozemy traktowad jako mate. Otrzymamy
wowcezas nastgpujace zwigzki fizyczne: ‘

C,
qi = gsfz V, 9" & 5J+ (5';_ 5{ gsv) ®
12D, & ( Yy L )
1.2 ' X e o 4, 0 v?)“gm,
(1.2) ]/gw(dév)z 2 P
2D, k)
m, = — (3a)+A ©w— Vv, o* ev‘,) ,
]/gw (:v v

gdzie g;; oznacza sktadowe obiektu podstéwowego, &} jest delta Kroneckera, A, przy-
rostem funkecji w kierunku osi &, V, 2° pochodna kowariantna w osrodku dyskret-
nym, A& przyrost wspdlrzednej oraz

1
V, 0" = {(Aé" 5;§+rg;,,) Au—i-F,fv]‘v"

(1.3) g = det gy,

5V ' — . .
- =V§’ gsv=esv]/3, e =1, ey =—1, e =€, =0.

Zaleznosei fizyczne w formie rozwinietej przyjma postac [4]

(o
9’; (g, )3,'2 (Vi 0! g1+ Ve 2 gay) T+
L 12D 12D, ( . 1A Vg—v 2)
- —Aio——Vy o),
(811)3’,2 ]/g @ 2 ! 11 P
- 12D 1 T
R RN )
]/ggu 2 &11
.. 12D 1 z
g = 7 2 (co—}—awdza)-l— gg Vz-vl),
2
14y ‘ig“ v
g5 = PITTEY (Vy 2" g1+ V3 0% g22) —
{822) 12D, g 1 ve
2512
s (L VE )
(822)3"2 ]/g (a) : g2
2D, 3y/g
my = — —==\3w+4,0— 4, 2],
Ve &1
. 2D, 3y
m, = — ——==\3w-t+4, @+ Vyoly, A4&=1.
/
Vg 822
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. Réwnania réwnowagi osrodka dyskretnego [4] maja nastgpujaca postac:
(15) Vv Qf:_ll_vﬂv Qf = 05 AV(mV+Aﬂ mv)+(l+A;a) ‘1£ By = 0’ U #= L Aé":l .

Sumowaniu we wzorach (1.5) podlegaja rowniez jednakowe wskazniki, lezace na
Jjednym poziomie.
Roéwnania (1.5) w postaci rozwinietej majg forme

\Z! Q;‘i‘vz Q%“‘Vz; ‘Ii‘i’viz ‘I; =0, V, Cﬁ"f‘vz q_§.+v21 Q§‘1‘V12 43 =0,

(1.6)
Ay (A, my)+ A, iy + 4y my) — (14 44) ]/§ @ {1+ 45) ]/g q; = 0.

2, Zadanie osiowoe-symetryczne

Bedziemy poszukiwali rozwigzania dla siatki osiowo-symetrycznej, obcigzone]
réwniez na brzegach osiowo symetrycznie (rys. 2). W tym przypadku wszystkie
wielkodcei zalezne bedg tylko od jednej zmiennej &', Przyjmiemy oznaczenie £! = x.

Rys. 2

Geometria takiej statki [4] jest okre$lona przez nastepujace zaleznofci:

p* - —pPx(l—cost)|
g2y = —p?x(l—cost) 2p?x(1 —cost) s
@1 ry=TI}=r,)=Tr}=0, I'h=—, I'}=—,

rh=—2(—cost)x, I} =—2(-cost)
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Pochodne kowariantne po uwzglednieniu osiowej symetrii i wzordw (2.1) moiemy-
przedstawi¢ w postaci

V,al = 4, ab, Vi = % [@-+(1+x) 4y @],
at
2.2) Voal = —2(1 —cost)xe®?, V,a® = o — 2 (} — €08 1) a7,
Vipal = Voot = —2(1 ;cos e+ (14x) 4, a1,
Vipaa? =V, a* = %Al at— %(1 —cost) [a* +(1+x) 2!1 a?).

Zaleznodci fizyezne (1.4) wyrazg si¢ wtedy nastgpujacymi wzorami:

1
g; (x) = " Cy (x) [o! (x+1) — ol (x) — (1 - cos t) 4q x 2° (x}] —

12 1_—cosf[1' ) 1 o . ]
_-p—aD1 )it Ew(x—l—l)-i-—zmw(x)—smtdlxv ()1,
pon_ 1 - [1 1+l. -A~z]
g; (x) = FDl(x)xsint -Z—a)(x—l—) 2co(x)——smrf L x ot ()],
_ 6D, (x) 1 .
g, () = el sint o* (x)].
q° sintsin—z—,
C 1 : ‘ :
CY pw=-20 e a—csnx P @I
2p sin—
2 :
3D, (x}) .
; [0 (x) — sin# 2% (x)],
x% p® sin tsin X
2
my{x) = — FDI (x) [0 (-1 2 (x) — 3sin ¢ 4, xv? (x)],
| 3D, (5)
my (x) = — R [ (x) — sin ¢ 2* (x)] ..
‘  X.psin—- :

2

Wstawiajac funkcje (2.3) do réwnan réwnowagi (1.6) po pewnych przeksztalceniach
otrzymamy rownania przemicszczeniowe;

Ly ()+Pro(x) =0,
2.4) | : S [P (x) — (1 —cost)xv* (x)] = 0,
Ly (xHPyo(x)=0.
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Operatory wystepujace w powyzszym ukladzie réwnan maja nastgpujace znaczenie:

t 1 1
L, = 2[cos—i—ExzD2 (x)—sim‘zl'llr)‘1 (x) Aq x],

Py 4, Dy (x)(E+1

(),
2.5) | Sl.ni

t 1
Ss = 4, Cy (x) 4, f2sin-2—E; C, (%),

P Ay Dy (x) [3x (E+1)+E+2]s ’

1l

gdzie
Ep(x)=px+1), Adig@=E—-De@ =g+ —o®):

Zauwazmy, Ze drugie réwnanie ukladu réwnan réznicowych drugiego rzedu
ma rozwigzanie, jeSli jest spelniony warunek

(2.6) 2t () = x (1 — cos 1) 9 {x).

Jest to ‘warunek nierozeiggliwosci maﬂq rownowazny prostopadlodci wektora
przemwszczema V do osi &;:

(2.7 ' Vee, =0
lub inaczej

olg, +otg, = 0.
Po uwzglednieniu (2.1) otrzymamy warunek (2.6).

Uktad réwnaid przemieszezeniowych (2.4) przy zaloieniu nierozciagliwosc
siatki mozemy przedstawi¢ w formie

(2.8) L v* (P x) =0, T30 ()+Ps(x) =0,
Funkcje 22 (x) i @ (x) sa rozwigzaniem w przypadku antysymetrycznego rozktadu

obciazenia wzgledem osi ¢! (1ys. 3¢). Natomiast przy obciazenin symetryczaym
wzglgdem osi &' (rys. 3b) mamy

2.9 22(x) =0, (x)=0.
Ulktad réwnan (2.4) spfowadza si¢. wtedy tylko do jednego réwnania
2.10) S, 0t (x) =0,

Rozwigzaniem ukladu réwnan przemieszczeniowych dla dowolnego, osiowo-
symetrycznego rozkiadu obcigZenia, zgodnie z zasada superpozycji, jest suma
rozwigzan dla rozkladu symetrycznego i antysymetrycznego wzgledem osi &':

.11 21 (x) = o' ()+ol (%), ) =2*(), oF=aok).



738 ’ JANUSZ SLEZEWICZ

b X

Rys. 3

3. Rozwigzanie dla przypadku symetrii

Roéwnanie (2.10) mozna napisaé w postaci .

t
2sin .
) C, (0 Cy (x+1) 2 )
(31 P (x+2)— (H' <, (x+1) + Ci(x+1) x+1
. ¢ (x) -
X g (x+1)+m‘v (x) = 0.

Przyjmiemy, e satywnoéci sa stale €, (x) = G, (x) = C = const; otrzymamy
wowezas.

- Ly, -
(32 &+ (x+-2)—2(x+1ﬁiv'sin?) o! (DD o' (x) = 0.
Przyjmijmy oznaczenie ' '

3.3) | ) = B (x)

()’

-gdzie I'(x) oznacza funkcje Eulera. Po wstawicnin (3.3} do (3.2) otrzymamy

(3.4 B(x+2)—2 (x+1+sin%) B letDtx (x41) B(x) = 0.

‘Réwnanie (3.4) rozwiazemy stosujac podstawienie Laplace’a [6]
: . ,

(3.5) B =[5t p@)ds.

a

Wstawiajac funkeje (3.5) dQ réwnania (3.4) oirzymamy -
G:6)  [x— 25+ 5" p ()5 o' (D +

+ f [sga” (s)3+2s¢" (s)+ (.s' — 2Zsin %) @ (S)] *ds=0.
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Zazadamy, aby funkcja podcalkowa byla réwna zern:
t
3.7 se" (s)+2s¢’ (s)+ (S — 2sin 7) o(s) =0,

" Rozwigzaniem réwnania rézniczkowego (3.7) jest funkcja

f t
(3.8) () = yse [1( ]/2551nﬁ)—|—K1(l/233in—2~)],

gdzie 7, (1) i K, (¢) sa to funkcje Bessela urojonego argumentu. Po przyjeciu granic
“calkowania @ = 0, b = oo funkcja. ¢ (s} spelnia réwnanie (3.6). Wykonujac catko-
wanie zgodnie z (3.5) otrzymamy rozwiazanie réwnania (3.4):

. . 4 t
(39 B =4, xE1D W (2sm ) +By F(r—!—l) M (25in 5) ,
. x, %=
gdzie W, , i M; , sa to funkcje Wluttakera, a A, i By stale dowolne,

Uwzgledniajge podstawienie (3.3) otrzymamy rozwigzanie réwnania przemie-
szczeniowego (3.2):

ot ‘
(3.10) vl(x) = 4, I{x-+1}) fo _1_(28i1‘l ?) +8, xM_I l(ZSin '2—)
"2 T2

lub w innej postaci
t —
(3.11) 21 (x) = AT (x+1) Y’(x+1, 2; 2sin ?) +BLE_, (— V2 (1 —cos 1)),

gdzie L} oznacza wiclomian Laguerre’a, a ¥ (a, b; ©) konfluentng funkeje hipergeo- -
- metryczng.
Stan naprezenia okreslimy ze wzorow (2.3) pamigtajac ze
_ w=0, v2(x)=0.
Otrzymamy wdwczas '

HW = 45w, #@=0, @@=,

(3.12) c
c}i(x)“—‘——t—ﬁ‘ (), T”ﬁl(x)=on n;z(x)=0.
x*2p sin?

4. Rozwiazanie w przypadku anfysymetyii

Uktad réwnan (2.8) po. wstawieniu operatoréw (2.5) i uporzadkowaniu wzgledem
sZtywnosci mozemy przedstawié w nastt;pujqcej postaci:
L D, (x)

E =z [sm £ (x) — @ (x)]+

sin? : _ .
4.1 : TAD, (x) [(E+1) @ (x) — 2sin t4x02 (x)] = 0,
34x Dy (x) [(E+1) @ (x) — 2sin 1 dx2? (x)]+

4D, () (B+2) & () — 3sin £ 4x3* (x)] = 0,
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albo inaczej

(4.2) Ea(x)+4b(x) =0, 3dxb (x)+A4d(x) =0,
gdzie
1 D; (x) LA n
a(x) = ) p {sin t;vz (x) —ew ()],
sin——
(4.3) 2

b (x) = Dy () [(E+-1) é () — 2sin £ 4x 0* (3)],
d(x) = Dy (%) [(E+2) @ (x) — 3sin £ Ax &> (x)].
Latwo wykazaé, Ze funkcge a(x), b (x) i d (x) nie sa niezalezne i spelma]a nastqpu—

Jace réwnanie
3

f X
{4.4) sin—d——<@a (x) +

[(3x+2) b(x)—@x+1)d(x)] = 0.

_ 27D (%) "Dy (x)
Réwnanie (4.2), mozemy latwo rozwigzac:
(4.5) Ixb(x)+dx) = —B = const.

Z uktadu trzech rownad (4.2);, (4.4) i (4.5) wyrugujemy funkcje a (x) i d (x). Otrzy-
mamy wiedy

@46 (D b (D) — [GeF1P B () - () (B4 D] x

1 fe
xbh(X)Hp)xPb{x—1)= -Z—B(2x+1) a(x}),

gdzie \ _ ’
Dy (x+1) 2 D, (x+1)
4.7 x) = — , @ =
@7 B =5 ™= 5
sin——
2
Po wyznaczeniu b (x) i d(x) mozemy z réwnan (4.3) wyliczy¢ przemieszezenia:
1 ‘
Ao (x) = 3b (x)—2d (x)},
(9 = 5o [0 () =24 ]
(4.8) .
Np oy
Axv? (x) le it 16 (x) — d (x)] 1+ fw( ).
'Wykorzystujaac wzory (2.3) znajdziemy sktadowe stanu naprezenia:
) = — t d b . -2 d(
g (x) - pa g ) (JC), my (JC) = P X),
NN . .3
{4.9) g ) = xp?sin ¢ @, max) = P xa(x),
1 6 ~2 = 3
q; (%) PPsin t afx), g, (x) = xp?sin ¢ a (x).
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Zajmiemy si¢ rozwigzaniem réwnania (4.6). Zaltozymy, e D, (x) = const = D,
Wowcezas fi(x) = 1 i réwnanie (4.6) mozemy przepisaé w nastgpuiacej postaci:

(410) (417 b (1) — [+ 1D° 3546 (x) Bx2+3x+1)] x
) 1
X b (0)-FxP b (x+1) = Y B(2x+Da(),

gdzie
2D
4.1 a(x) =
sin—i—l')1 {x)

Zastosowanie transformacji Laplace’a do tego rownania napotyka na trudnosci
ze wzgledu na to, Ze¢ otrzymamy réwnanie rézniczkowe trzeciego 1zedu o wspol-
czynnikach pigtego stopnia, dla ktérego trudno jest znalezé ogdine rozwigzanie.
W naszym przypadku wygodniej bedzie rozwigzaé réwnanie nastgpujgcym sposobem,

Rownanie (4.6) jest typu

(4.12) a (x) y 342D +a, () y e+ D +a () ¥ (x) = F(x),
gdzie
(4.13) y (@) =b@x—1).

Roztozymy wspélezynnik na skladniki

(4.14) ay (x) = a; (x)+a;" (x)

w taki sposdb, aby spelnione byly réwnosci

a2 (%) y (r+2)+a; () y (x+1) = u (x+1),
@ () Gt Db ()7 () = 9 (D) u (),

Wtedy réwnanie (4.12) mozemy przedstawi¢ w nastepujacej postaci;

(4.15)

(4.16) ux+Dtp (D ux) = Fx),

gdzie ¢ (x) jest dowolna funkcja zwiazang z wspdSlezynnikami a, (x) zaleznoscia
do(x+1)

@17 @ () = 9 (94 () m.

Uwzgledniajac w réwnaniu (4.6) zwigzek (4.17) otrzymamy

1 ' 1
(4.18) a(x) = PGP {x3 [¢ () F1]4+(x+1)° [—(m -+ 1}}

gdzie ¢ (x) jest dowolng funkcja taka, aby a (x) > 0. W naszym przypadku przyjmie-
my takie ¢ (x), aby pozbyé si¢ mianownika we wzorze (4.18). Nastapi to, gdy

. 1
(4.19) o (x4-1)=— m—i

Rozprawy (nzynierskie — 13
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Réwnanie réznicowe, nieliniowe tego typu rozwigZemy stosujac podstawienie
w(x)
p(x) = PYER

ktore sprowadzi to réwnanie do ukladu réwnan liniowych [5]. Po rozwiazaniu
otrzymamy

@20) )=
x-tk+1
gdzie k jest stata dowolna. Wstawiajac zalezno§¢ (4.20) do (4.18) otrzymamy
@21) f——
Gkt 1)

Réwnanie (4.6) rozwiazemy ograniczajac sig do przypadku, gdy wspotezynnik |
a {x) dany jest wzorem (4.21).
Zaleino$é (4.16) po uwzglednieniu (4.20) przyjmie postaé
497 ) x-+k B 2x+1
*-22) wOAD — TR T

Przez podstawienic

{4.23) u(x) = P (x)
olrzymamy proste. rownanie

I3 1 :
{4.24) As(x) = 5 BQx+1)="5 B (x2-}-2x4+1 — x2).

Rozwiazaniem tego réwnania bedzie funkcja
' : 1
(4.25) s{x) = A+ -EBxZ.
Réwnanie (4.15) po uwzglednieniu (4.20), (4.14) i (4.16)' mozemy napisaé w formie
A+ 1B g
5 Bx

(x+k+1)xy(x)
x4k

(4.26) 3y x4y — = u(x) =

x+k
Dokonajmy nastgpujacego podstawienia:
4.27) y (x) = (x+k) z (x);

otrzymamy wtedy

1
—By2
A+2Bx

{4.28) Az (x) =

X3 (x-+k) (k1)
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Rownanie tego typu dla x calkowitych ma rozwiazanie [5]

X1 A+-Bﬂ
(4.29) z(x)=H+ Z 1. (n+k) (n-+k+1) °

gdzie I jest stala dowolng.
Po uwzglednieniu podstawient (4.27) i (4.13) otrzymamy

* 1
(430)  b(x) = (+kt1) [H+A Z Soroen

+ EB,_Z; n (n+k) (n+k+1)]‘

W powyzszym wzorze pierwsze dwa wyrazy zawierajace dwie stale dowolne 41
$q rozwigzaniem réwnania jednorodnego; natomiast wyraz ostatni jest szczegSlnym
rozwigzaniem réwnania pefnego.

Funkeje a(x) i d(x) okreflimy z réwnan (4.2) i (4.5). Otrzymamy wtedy

(4.31) a(x) =b(x—1)—b(), dx =—(xb(x)1B).

Stan napreZenia opisany jest wzorami (4.9). .
Stan przemieszczenia okreflimy ze wzordw (4.8). Wykorzystujqc wzory (4.31)
otrzymamy

4> (x) = [3 (1+2x) b (x)+28],

i
(4.32) D ( ) ]
Axv? (x) = m [(1-F3x) b (x)+B]+ “;;n'—tcb (x).

Po rozwiazaniu réwnania réZnicowego (4.32), dla catkowitych x otrzymamy

x«~1

(4.33) & (x) = N+ 2 BB (20 b () 4 2B).

Rozwigzanie réwnania (4.32), otrzymamy w podobny sposéb wykorzystujac
rozwiqzanie (4.33):

x—1

1 .
4.34) 22 (x)= < {M+Nx+ [(1-+3m) b (m)+ B+

smt D (m) "

+ o Z; Z RCIARELL (k)—|—2B]}

gdzie N i M oznaczaja stale dowolne.
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Druga skladowa przemieszezenia wyznaczymy tatwo ze wzoru (2.6); otrzymamy
wiedy

(435  o1(x) = (1 — cos z){M+Nx+ Z ) ( )[(1+3n)b(n)+B]+

*—1 H—1

1
+— Z 5, (]) I3 (1--2k) b (k)+23}}

H=2

5, Przyklad

Jako przyklad rozwigzemy ramg dla ¢ = =/2 (rys. 4). Przyjmiemy, Ze SZWWDOSCI
rozciggania sq réwne we wszystkich pretach:

¢n - G () = Cy (%) = const = C.

Natomiast sztywnofci zginania przyjmiemy takie, aby méc skorzystaé z rozwiazania
(4.30). W tym przypadku wspSlczynnik a (x) dany jest wzorem (4.21):

I
(5-2) a (x) = m

Z drugiej strony mamy z¢ Wzoru (4.11)

2
(5.3) a(x) = P

t bl
sin £ D (x)

gdzie D = const oznacza sziywno$é pretow obwodowych.
Poréwnujac (5.2) i (5.3) otrzymamy

(5.9 D (x) = (x+k+1)

sz
W naszym przykladzie przyjmiemy staly dowolng k = 0; wtedy sztywno$¢ gigtna
pretow promieniowych bedzie okreélona funkcja

(5.5 | Dy =— (x+1)

l/

Najpierw rozpatrzymy przypadek symetrii (rys. 5).
Po uwzglednieniu w rozwiazaniu (3.11) ¢ = #n/2 otrzymamy

(5.6) SL(x) = AT (x-+1) ¥ (x+1,2; Y2)4+BLL_ 1 (—V/2).
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Dwie stale 4 i B obliczymy z nastepujacych warunkéw brzegowych: -
~ - o - 1
5.7 vt ()=0, 73 = r Clot @2 (3)] = — ';P- '

Warunki (5.7) mozemy po uwzglednienin wzorn (5.6) przedstawi¢ nastepujaco:
| A (2,2; Y2 BLL (—y/3) = 0,
G8)  CUIGO G2y —~T@) PE,2; YD)
| +BIL} (—y2) — Li (—y D} = - P

P M \p\
A8
A B
Rys. 4 ‘ Rys, §

Wykorzystujac przedstawienie calkowe konﬂuenthej funkeji hipergeometryczne;
oraz wzory rekurencyjne [1, 7 1 8] latwo okreslimy wartosci funkcji w rozpairywa-
nych punktach:

V2

7(2,2; Y2)'= 3 +eﬁEi(— V2),
i Uy
¥3,2; y2) = 5 2+y2) [3 +elﬁE;'(%]/2)],
V - 1 i £ -
W42 YI) = 55 G+ D+ = @h3yD & Ei(—y2),

1
Y(5,25 ¥2) =y 14 TYE+Q4 19y D) 7 B (-],
Ly(—y2) =1, Li(—y2)= 2+y72,
1
I3 (—y2) = 443)/T,  LL(—y2) = 8+ 791/5, -

gdzie Ei(x) oznacza calkowa funkcje wyktadniczg.
Mozemy z kolei rozwiazaé uktad réwnati (5.8). Otrzymamy wéwczas

6 P 6 P{l/f
2

GO Atr e P mam e

+¢ B (;,/i" )J :
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Po wstawieniu stalych i uwzglednienin wzoréw (3.12) znajdziemy nastepujgce
rozwigzanie:

N P N P
V=70, )= —l;[y(x+1)—w(x)],

(5.10) L1
GW=7 5 @70, GE=gm=m6)=mm=0
gdzie
6 vz
G y () =——7>n Trays {r(v+1) ¥ (x+1,2; ]/“)—[

& Ei (4;/5)] Li_ (=Y 2)} .

W odpowiednich punktach przemleszczema i naprefenia pizyjma nastgpujace
wartoéei:

L 3z P C34y2 P
=1 U A ~1
o= a7 0@OT T S
P +2/2 P
w2 - -— 2 =2 ——e———— ——
G G@O= " piem 50 LOT T Ty
- - Top N 3+6]/2 P
1 — 1
vRTT g e YO Ty ¢

Zajmiemy si¢ rozwigzaniem przypadku antysymetrii (rys. 6).
Stale 4,B i H w funkeji & (x) (4.30) wyznaczy-
my z nastepujacych warunkéw brzegowych: M

22(1) = 91 (1) = 0,

G13) o) =o, qi @=0,
7 (3) = M 40 =0.
Pierwsze dwa warunki oraz réwnanie (4.3), dadza
.14 a(l) =0,
Ze wzoru (4.2), i (5.14) otrzgmamy >
(5.15) 4,5(0) = 0. Rys. 6

Z przedostatniego réwnamia (4.9) i warunku trzeciego otrzymamy

(5.16) (@) = ——d@) =M.

Czwarty lub piaty warunck po wstawieniu do réwnaf (4.9) daje

(5.17) b3 =0.
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Z réwnan (4.5), (5.16) i (5.17) wyznaczymy stata B:

(5.18) B=2M.

Z ukladu réwnan (5.15) i (5.17) wyznaczymy stale 4 1 H:
_ 504 B ‘ 113 B

G-19) A=—%7 7 =7 3

Po wstawieniu znalezionych stalych do réwnania (4.30) otrzymamy

MpG+1) [ 113 504 o N1
(520) p@)y=— 4 [617 617 Zn‘f(mH) g;nz(n—l—l)]'

Stale M i N wystgpujace w réwnaniach (4.33) obliczymy z dwu pierwszych wa-
runkéw brzegowych., Otrzymamy wtedy
(5.21) M=0, N=0.
W ten sposib za pomoca wzoréw (4.34) i (4.9) mamy okreslony stan napreZenia
dla obcigZenia antysymetrycznego,

Zgodnie z zasadg superpozycji (2.11) rozwigzaniem pelnym bedzie suma rozwig-
zan dla przypadkéw symetrii i antysymetrii. Przemieszozenia i stan naprezenia dla
naszego przykladu bedg wige opisane nastepujgcymi wzorami:

~ 1/2_ x—E 1
o () =L Z e B2 b @+ M),

TP 1 1 |
72 (x) = ;Ec{; g [(I+3n)b(n)+~—Mp] +

x—1 n—1

+ 22k+1 B+206 O+ M),

AR
2l (x) = E{Z ———[(l+3n)b(n)+ —-Mp] +
(5.22) ! st k. P
.. +ﬁ22,k+1 B O+205 (-4 o1} 2 5 (),

Ly = L 1 20y =
G =Dy @I = 5600, 4l () = 69

6
() == 5 bE—D—b.
G0 == sz ()~ b G Db (],

2 1 3x ,
m,; (x) = ;—[m (x)+ ?Mp], m, (x) = b(x)—bx—1)],

gdzie y(x) i b (x) okredlone sa przez wzory (5.11) i (5.20).
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Obliczymy przyktadowo wartodci przemieszezed i naprezen dla x = 2 (prze-
kroje A-A i B-B, rys. 4):

14512 Mp
- e - 2 e
©@="945 p- T

391 ]/2— Mp
19744 D’

VY2 Mp 3y2 P
9872 D T+4y2 C’

2! (2) =

Py = 3y/2 P 561 M
WO =TT 9%

22_561M 12_';'95M
6@ =gp 0 O Ty 7o
©.2) P 795 M
92 = = — -+ —~
2 28162 p 19744 p*’°
o = 4375 = 795
ml() - 4936 M> mz( )_ 4936 M‘ Rys.7

Momenty gnace s3 réwne my (2) 1 m, (2) (xys. 7); dodatni znak momentu jest
zgodny z obrotem wskazéwek zegara.

Sily normalne obliczymy latwo, mnozgc odpowiednio. wektmy naprezen przez
wektory bazy e, i es:

(5.24) - Q=g ee,.
Otrzymamy wiedy
(525) ' ]/— 4 8y
Tub w formie rozwinietej

’ 1 1 2 1 1 2
(5.26} N, = ]/_gTi— (91 811145 g21)5 N2 = E(ﬁz g12T43 822) -
Obiekt podstawowy dla ¢ = #/2 ma nastgpujacq postac:

. o —ptx
(5.27) T 8y T

_ pz x 2 pz x?
Stad dla x =2 sity normalne przyjm@ wartosci

3+3y2 3

(5.28) N (2) = 7+4]/'“ N2 (2) = ~—7—]7§:1§P
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PezromMme

TUTOCKA ST OCECUMMETPUYECKAS 3AJIAYA TEOPUU VIIPYTOCTH
B JUCKPETHOM CPEJIE '

Pabora ocHOBLIBACTCA EAa TCOPHE OHECKPETHOH cpeXbl, npeanomenHol X. OpoHIKeBHYEM.
Ana nockel ccecHMMeTpRuecKod CoTKH, oGmamatommed KecTKOCTHIO HA DACTANEHWE ¥ H3FHO,
3arpyXeHEON CCeCHMMETPHISCKH, BEIBOMATCH YPABHSHAA B IIEPeMECHIAY, SIBIIFOIMHEECs CHOTeMOM
Tpex PASHOCTHBIX NWHEHHEIX YpasHeHuii BTOPOTO MOPAAKA. JTH YDABHEHUS, JIS HAHHELIX KeCTKO-
cTell, pematoTca obmmEM cmocobomM. B OpHBEZCHHOM NpumMepe ONpeflensioTCH TepeMelNenns
W HAOPSAKSHTO0S COCTOMHES, HAXOAM TPOU3BONLILIC IIOCTOSHNLIE H3 KPASBEIX YCIOBHIE,

Summary
A PLANE AXTALLY-SYMMETRICAL PROBLEM OF THE THEORY OF ELASTICITY

This paper is based on the theory of a discrete medium introduced by H, Frackiewicz. For
a plane axially-symmetrical grid possessing rigidity of stretching and bending, and loaded with an
axial symmetry, the displacement equations are introduced, consisting of a set of three linear
difference equations of the second order. These equations are solved for preassumed rigiditfes.
For a concrete case the displacements and state of stresses are found, determining the arbitrary
constants from the boundary conditions. -
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