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PRZESTRZENNE ZAGADNIENIA DYNAMICZNE OSRODKOW NIESPREZYSTYCH
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1. Wstep

Problem propagacii fal plastycznych i lepkoplastycznych o amplitudach prze-
wyZszajacych granicg plastycznos$ci materiatu cechuje sig w ostatnich latach bardzo
szybkim rozwojem dzieki intensywnym badaniom teoretycznym i eksperymentalnym,
prowadzonym w réznych oérodkach naukowych, o czym §wiadezy iloéé ukazujacych
si¢ publikacji oraz czestosé réznego rodzaju kongreséw, sympozjow, zjazdéw i kon-
ferencji. Problem ten, zapoczatkowany przez Donnerra [1] w r. 1930, zostal zu-
pefnie zaniechany az do lat 40-tych, kiedy to znowu zostat podjety niezaleznie przez
wielu badaczy: KARMANA [2] oraz WHITE'A i GRIFFITHA [3] w USA, TAVL.ORA [4]
w Anglii i RACHMATULINA [5] w Zwigzku Radzieckim. Wszyscy wymienieni autorzy
zakladajac ogdlna postaé krzywej naprezenie-odksztalcenie badali problem pro-
pagacji fal podiuznych w jednorodnym diugim precie, wywolanych naglym obcia-
zeniem jednego kofica preta. Prace te powstawaly w okresie drugiej wojny $wiatowej;
byly wigc okryte tajemnicg i zostaly opublikowane dopiero po zakoriczeniu wojny.
Od tego czasu nastapil burzliwy rozwéj dynamicznej teorii plastycznosei. Oprocz
oryginalnych prac ukazaly sig liczne prace przegladowe [6,7, 8,9 1 10] oraz mono-
grafie [11, 12,13, 14, 15 i 95]. Zawieraja one bezcenna kompilacje metod, rezultatdw
i danych bibliograficznych. Przeglad prac opracowany ostatnio przez P. S, SYMONDSsA
[16 i 17] zawiera poréwnanie réznych koneepcji teoretycznych i eksperymentalnych
oraz ich krytyczna oceng, obejmujac catoksztalt zagadniefi dynamicznych w oérod-
kach niesprezystych az do ostatnich lat. Dlatege tez ograniczymy sie do rozpatrzenia
najbardziej podstawowych prac wyjasniajacych podstawowe aspekty zagadnienia,
niezbgdne do analizy zagadnien przesirzennych.

. Podstawowym problemem. zbadanym szczegolowo przez KArmANA, TAYLORA
i RACHMATULINA jest analiza nieskoriczenie diugiego jednorodnego cylindra obcia-
zonego stalg predkosciz . Przyjmowano nastepujace zalozema upraszczajace:

a) efekty bezwladnosci poprzecznej zaniedbuje sig, . . 7

b) naprgZenie jest rozloZone réwnomiernie wzdtuz przekroju poptzecznego,

¢) krzywa naprezenie-odkszialcenie nie zalezy od predkoééi odksztalcenia.

Rozwigzanie okreflone jest przez ksztalt krzywej naprezenie-odksztatcenie.
Predkosé propagacji o amplitudzie g; jest dana zaleznodcig
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gdzie nachylenie krzywej napreZzenie-odksztatcenie jest okreslone dla danego ¢ = e.
W réwnaniu (1.1) p jest gestoScia materialu, o napreZeniem, a & odksztalceniem.

Rozwigzanie zalezy tylko od jednej zmiennej niezaleinej & = x/f, gdzie x jest
odlegloécia mierzona od czota uderzenia, a t oznacza czas. Schematyczne przedsta-
wienie & w zaleZnosci od & jest pokazane na rysunku 1. Wielko$¢ ¢, jest predkoscia
propagacji fal sprezystych w cienkich pretach, przy czym

(1.2) ' o= 1/ E
P

gdzie E oznacza modut Younga. Odksztalcenie ¢, odpowiada napreZeniu réwnemu
granicy plastycznoéci o,.
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Rys. 1

Charakterystycznym aspekiem (ego rozwiazania jest rownomierny rozkiad
odksztalcenia o amplitudzie &,, tzw. «plateaun, dane nasigpujacym wzorem:

o e

W zaleznoSci od tego, czy krzywa ¢ = a(e) jest skierowana wklgstoscig, czy
wypuklo$cia do osi odksztalcenia, mamy ciagla zmiang predkodei propagacii fali
odksztalcenia lub tez falg uderzeniowa. _

Teoria, ktéra uwzglednia wplyw predkosci odksztalcenia na zachowanie si¢
dynamiczne materiatu, byla zaproponowana przez W.W. SOKOLOWSKIEGO [18]
dla ofrodka idealnie plastycznego i MALVERNA [19] dla oérodka plastycznego
ze wzmocnieniem. Opiera sig ona na rdwnaniu konstytutywnym [19], wiazacym
predko$é odksztalcenia g, predko$§é naprezenia o, naprezenie ¢ i odksztalcenie &:

1.4 Ee = a+g (o, 8),
gdzie g (o, £) jest funkcja dowolna.
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' Rozwiazanie zagadnienia propagacji podhiznych fal w pretach, oparte na réwna-
nin (1.4) rézni sig od rozwigzania Kdrmdna-Rachmatuling w trzech podstawowych
aspektach: .

1) teoria uwzgledniajaca wplyw predkosci odksztalcenia wykazuje wyrazny
przyrost granicy plastycznodci ponad jej warto$¢ otrzymana z proby. statycznei;

2) jeSli pret jest obciazony najpierw statycznie ponad granice plastycznosci,
a nastegpnie zaburzony dynamicznie falami o malej amplitudzie, to propaguja sie
one z predkoscia fal sprezystych, a nie wedlug teorii Kdrmdna-Rachmatulina
z predkoscig okreSlona wzorem (1.1); .

3) teoria Malverna nie daje réwnomiernego rozkladu odksztalcenia w otoczeniu
uderzonego konca preta {«plateaur), jakie daje teoria bez wplywn predkodei i ekspe-
ryment (rys. 2). '
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Najmniej istotny w efekcie okazal si¢ problem istnienia «plateau», ktory swego
czasu wywolywal najwigce] kontrowersji i uwaZany byl jako.gléwny defekt teorii
Malverna. Przeprowadzone ostatnio bardziej doktadne obliczenia przez MALVERNA
i EFrona [20], Kukupzanowa [21], WooDa i PHiLipsa [22], Leg [23] oraz na gruncie
teorii dyslokacji przez TAvLORA [24] wykazaly, Ze teoria Malverna-Sokolowskiego
uwzgledniajaca wplyw predkosci odksztaleenia jest w stanie opisaé  «plateaun
zgodnie z wynikami eksperymentalnymi (zwlaszcza dla niezbyt wielkich obeigZen
" poczatkowych), ktore, jak wykazal LeE [23], powinny byé wiadciwie interpretowane.

MALVERN wyjasnia, Ze przyczyna rozbieznosci miedzy jego pierwszymi rezulta-
tami i wynikami péZniejszymi [20] byla akumulacja bledu w metodzie réznic skoni-
czonych. _

Rozbieznosci przytoczone wyiZej zainspirowaly dalsze intensywhe badania
cksperymentalne propagacji fal podtuznych w pretach w celu sprawdzenia wynikéow
obydwu teorii. Rezultaty do§wiadezeri KARMANA i DUwEzA [25], otrzymane dla. -
obcigzonych dynamicznie dingich miedzianych pretow, wykazaly dosy¢ dobrg, acz-
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kolwiek niezupetna zgodnodé miedzy mierzong wielkoscig amplitudy odksztalcenia
(«plateau»), a wartoscia otrzymang ze wzoru (1.3), Rozbieinos¢ wynikow tlumaczono
mozliwoscia zaleznodci krzyweJ naprezenie-odksztalcenie od wplywu predkosei
odksztalcenia. Totez wielu badaczy podiglo nastepnie prébe okreslenia wplywu
predkosci dla réznych materiatéw na drodze eksperymentalnej. Panuje ogdlne
przekonanie, Zze dla migkkiej stali granica plastycznosci podnosi si¢ znacznie wraz
ze wzrostem predkodei odksztalcenia. Dla materialow nie przejawiajacych Scisle
okresfonego punktu, w ktérym rozpoczyna sig proces plastycznego plynigcia, nieste-
- ty, nie ma tak ogdlnej jednomyslnodci. ‘

BELL [26] wykazal, ze male zaburzenia w pretach aluminiowych, przepreZzonych
statycznie ponad granice plastycznosci, propaguja sie z predkodcia fal sprezystych.
Taki sam rezultat otrzymal ALTER i CUrTs [27] dla pretdéw ofowianych przeprezo-
nych dynamicznie. Joanson i CLarx [28] otrzymali krzywa dynamiczng ¢ = o (¢)
dla wyzarzonego aluminium, ktéra lezy od 10 do 25% powyzei krzywej statyczoej.
Hapme [29] otrzymatl identyczne rezultaty dla wyzarzonej miedzi.

Dalsze badania do$wiadczalne, jakie przeprowadzili STERNGLASS 1 STUART [30],
BELL i STRIN [31], Branchr [32], Korski i DoucH [33], DiLLON [34], KOENIG i DILLON
[35], CamerriL {36], KLErAczKo [37], BARKER i inni [38] (por. rowniez CRISTESCU
[15], rozdz. 111, § 9 oraz przeglad najnowszych osiagnigé otrzymanych na gruncie
teorii dyslokacji, PERZYNA [39]) wykazuja, 7e czola fal matych zaburzen we wstepnic
przeprezonych prébkach propaguja sie z predkodcia fali sprezystej. Wyniki te su-
geruja, ze dla alominiom, miedzi i ofowiu réwnania konstytutywne stuzgce do opisu
propagacji fal plastycznych powinny zaleze¢ od predkosci odksztalcenia.

Do innych konkluzji doszedt Bell na podstawie wlasnych badan eksperymental-
nych i jemu podobnych (por. przeglad tych zagadumien opracowany przez BELLA
140]) potwierdzonych ostatnio przez EFRONA i MALVERNA [96] oraz BERTHOLFA
i Karngsa [98]. Twierdzi on, ze predkoéé odksztalcenia nie jest czynnikiem
decydujacym w procesie dynamicznego odksztalcenia plastycznego. Postugujac sig
udoskonalong technika pomiarowa, uzywaigc siatki dyfrakcyinej wykazuje, Ze teoria
plastycznoéci nie uwzgledniajgea wplywu predkosei opisuje-doskonale propagacie fal
plastycznych, charakter odkszialcenia w czasie calego procesun, a ponadto takie
efekty jak maksimum odksztalcenia, odcigzenie, czas kontaktu i inne. Wykazal,
7e lepsze wyniki otrzyma sig, jeSli zamiast zmierzonej krzywej statycznej (Iub dyna-
micznej) o = o (&) wykorzysta sig teoretyczna paraboliczna krzywg o = o (8), otrzy-
mang na podstawie teorii dyslokacji przez TAYLORA [24]. Komentujge konflikt miedzy
rezultatami powyzszymi i otrzymanymi wezedniej [26] BuLL wyjaénia, Ze o ile tylko-
natozone fale naprezenia sa dostatecznie duze, aby zainicjowaé deformacie plastycz-
ng, to propagacja fal plastycznych jest zgodna 7 teoria mezaleznac od wplywu
predkosci. ‘

Reasumujgc nalezy podkredlié, ze wyzarzone aluminium, ktére glowme w swych
eksperymentach badal BErr, wykazuje bardzo znikomy efekt predkosci odksztat-
cenia zwlaszeza przy duzych predkodciach, jakie maja miejsce przy obcigzeniach
uderzeniowych i wybuchowych. Zatem problem propagacii fal w tym materiale,
a zwlaszeza ostateczny ksztalt zdeformowanej prébki, moga byé opisane adekwatnie
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przez teorig plastycznosci niezalezna od wptywu predkoéci w oparciu o pojedyncza
krzywa dynamiczna, co potwierdzily réwniez badania KoLSKIEGO 1 DoucHA [33],
MALVERNA i Errona [20] oraz innych. : '

Faktem bezspizecznym pozostaje nadal, ze dla wu;kszosm materiatéw konstruk-
cyjnych zaobserwowano wyragnie sprezysta predkosé propagacji fal matych zabu-
rzefl. Nowe Swiatlo na metodyke badan eksperymentalnych rzuca opublikowana.
aktualnie praca YEw i RICHARDSONA: [97].

Powyzsze wyniki eksperymentalne -byly motywem do pod_;@ma w tym k}erunku
prac teoretycznych. RusiN- [41] zakladajac fizykalne prawo Malverna w zlineary~
zowanej formie wykazal, ze predko§é malych zaburzen w nieskoficzonym wstgpnie
przeprezonym- precie zgodna jest z jednowymiarowa teorig Malverna, Analizujac
Sciste rozwigzanie asymptotyczne fego.zagadnienia pokazal, ze wielkodé trwalego
odksztalcenia czola zdeformowanego preta zgodna jest z teorig nie uwzgledniajaca
wplywu predkodci. Aby jednak otrzymac spreZzysta predkos¢ propagacii fal na grun-
cie teorii plastycznodci (nie uwzgledniajacej wplywu predkosei), wielu badaczy,
zwolennikéw tej teorii, aproksymowato ciagly krzywa naprezenie-odksztalcenie
linig lamang o odcinkach prostych, majacych nachylenie £, (por. np. BeLL i STEIN
[31], Drow [34], Kosnig 1 DiLLon [35] i inni).

Niemal powszechnie sugerowano i spodziewano sig, ze.problem propagacii
matych zaburzen zostanie wyjasniony, jesli w rozwazaniach teoretycznych uwzgledni
sie efekt bezwladnosci poprzecznej oraz przyjmie pelny przestrzenny vklad réwnan
wyjsciowych. : ‘

Przeprowadzona nizej anal]za jest tréjwymiarowa, Sklada sig zasadmczo z dwdéch
czesci, Pierwsza zawiera analize propagacii fal harmonicznych .0 malych amplitu-
dach, w -drugiej podano rozwigzanie zagadnienn dynamicznych plaskiego stanu
odksztalcenia 1 napreZenia wykorzystujacc metod@ réznic skoficzonych wzdhuz
bicharakierystyk. :

Problem: propagacji infinitesimaloych fal harmomcznych 0 maiych amplitudach
we wstepnie przeprezonym cylindrycznym precie byt analizowany dla materialu
sprezystego i sprezysto-plastyeznego przez HERMANA | MINDLINA [42] oraz HUNTE-
rA 1 Jonnsona [43], a dla materiatun spreZysto-lepkoplastycznego przez BEIDE
i WIERZBICKIEGO [44]. W powyzszych pracach przyjmowano zatoZenia upraszczajace
odnosnie rozkladn przemieszczed wzdhuz promienia -cylindra. Sciste rozwiazanie
tego zagadnienia dla obydwu typow matena{u przeprowadzili WILLIAMS 1 MALVERN
[45]. - : S
Analiza harmoniczna zagadnienia daje ogolnc mformac_;e odnosme pr@dkosm
propagacji fal, wplywu lepkoSci, ocene waznosci teorii jednowymiarowe], krzywq
dyspersii, :

Istnigje pilna potrzeba olrzymania- rozwigzan dynamcznych zagadnien teorn
lepkoplastycznosci w celu wyjasnienia podstawowych zjawisk zachodzacych w pro-
cesie -deformacji - plastycznej.- Rozw1qzan takich oczekuje réwniez wicle: dziedzin
wspoltczesnej techniki, .

Z powodu nieliniowoéci réwnafi rzadzacych deformaqa plastyczna, gdy nie- ma,
nadziei na otrzymanie rozwiazania §cislego zagadnienia przestrzennego,: a. postep

Rozprawy [Inzynierskie —- i1
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w technice obliczeniowej w wielu krajach osiagnat juz taki poziom, Ze w zasadzie
kazdy problem brzegowy moze by¢ rozwiazany za pomoca maszyn cyfrowych, jedynie
rozsadna drogg otrzymania rozwigzan wspomnianych wyzej zagadnien sa metody
numeryczne. BALTOW [46] proponuje kilka metod numerycznych, jakie moga by¢
z powodzeniem wykorzystane w teorii lepkoplastycznosci. Wydaje sig jednak,
7e metoda rdznic skoriczonych wzdluz bicharakterystyk jest najwlasciwsza do
rozwigzywania zagadnien falowych w o§rodkach niesprezystych. Jej korzy$¢ polega
na tym, Zze otrzymuje sie w bezposredni sposob odpowiednie réwnania réznicowe
w punktach brzegowych. Ponadto powierzchnie charakterystyczne sa jednocze$nie
powierzchniami falowymi, zatem otrzymuje si¢ dobra ilustracje propagacii, odbicia
i wspoldziatania fal. Pierwsze zastosowanie tej metody mialo miejsce w dynamice
gazdow (BuTLER [47], BURNAT, KIEEBASINSKI 1 WakuLicz [48], RusaNow [49])
oraz w hydrodynamice (RiCHARDSON [50]). Ostatnio-byla-stosowana w teorii spre-
Zystosci przez CLIFTONA [51], RECKERA [52], Crou i Karea [99] 1 MocHe Ziv {100],
w teorii plastycznodci przez ESTRINA [53], CrirroNa [54], BERTHOLFA 1| KARNESA
[98], w teorii lepkoplastycznosci przez BakTtowa [46, 55,1 101], Bmipg {56, 57,
58 11 102] i MIHATLESCU [59] oraz przez SAUERWEINA [60] w mechanice oérod-
kéw sypkich.

Efektywna w praktyce okazala si¢ réwniez metoda réznic skonczonych przysto-
sowana dla duzych odksztatcen i réznych réwnasd konstytutywnych, zaproponowa-
na przez WILKINSA [61].

Jak wynika z analizy rezultatdow eksperymentahlych i przeprowadzonych obli-
czefi numerycznych, réwnania teorii lepkoplastycznodci {np. {62]) dobrze opisuja
zaobserwowane fakty cksperymentalne, uwzgledniaja odkszialcenia plastyczne,
predko$é odksztalcenia i wzmocnienie materiatu; w bezpoérednich obliczeniach
numerycznych .sa one bezsprzecznie prostsze niz réwnania teorii plastycznosei.
Ponadto odnoénie analizy zbiezno$ci i statecznodci rozwigzamia przybliZonego
moina opieraé sie na rezultatach otrzymanych dla teorii sprezystosci (co jest nie-
porédwnywalnie latwicjsze do wykonania), gdyz wyrazy dysypacyjne, wystepujace
w réwnaniach teorii lepkoplastycznosel, polepszaja wyniki zbieznosci.

Przez zagadnienia dynamiczne przestrzenne rozumie si¢ W tej pracy takie za-
gadnienia, w kt6rych skltadowe przemieszezed, odksztifced i napreZen zalezg od
wiecej niZ jednej przestrzennei zmiennej niezaleinej. Zatem wszystkie zagadnienia
zlozonego stanu naprezenia i odkszialcenia, wprowadzajace jedna zmienna przestrzen-
nq, nie mieszcza sie w ramach zakreslonych tytulem tej pracy. Wymagaja jednak,
aby poswigei¢ im kilka stéw z uwagi na zbieznoéci niektérych rezultatéw otrzyma-
nych dla tej teorii i feorii przestrzennej, waznoéé dla teorii otrzymanych rozwigzas
i ich przyszoéciowy kierunek badan. Bedzie o nich wzmianka w rozdziale «fale
plaskie». Z punktu widzenia matematycznego mozna zaliczy¢ je do zagadnien
Jjednowymiarowych.

Przeglad wieln jednowymiarowych zagadnien -brzegowych wykorzystujacych
plaska, cylindryczna lub sferyczna symetri¢ osrodka i obcigzenia przylozonego
do brzegu, metody ich rozwiazania i dyskusje tych metod mozna znalez¢ odpowiednic
w pracach Hoprmvsa [63], PERZYNY 1 PrLORZ [64] i PirLorz [65].
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2. Przestrzenna analiza harmoniczna

2.1. Réwnania podstawewe. Propagacja fal osiowo-symetrycznych wzdhuz  cy-
lindrycznego pr@ta w ukladzie wspotrzednych walcowych r, 6, z opisana jest naste-
pujacymi réwnaniami ruchu:

do, o,—o0y 0Tz & u,
@D ar + P + 2z 7 ot?
oraz
Jo, 0t,, Tpy &% u,
@22 oz or r =P a2

Na mocy symetrii zagadnienia wektory przemieszczenia i predkosci maja skia-
dowe tylko w kierunku osiowym z, v, = éu,/dt 1 radialnym r, v, = du,/df. Nieze-
rowe skladowe tensora predkosci odksztalcenia

”3 o, Oy u, _ (6uz au,)
() & = dz ° & = ar ! ‘L‘ﬁ_rﬁ: yrz"_z ar oz
zwiazane sg nastgpujacymi réwnaniami cigglosei:
de, do, da, _ do,  Og 7
e o a0 & ¢
2.4)
Ve 1(67}, 5@,)
&t 2\9z ' or

a warunki brzegowe na pobocznicy walca r = g maja postaé
. {2.5) Gp = Ty = 0.

Dla zagadnie brzegowych plaskiego stanu odksztalcenia obowigzuja te same
réwnania (2.1) - 2. 4) z tym, Ze nalezy w nich przyja¢ # = 0 zastepujac r, z, 0 przez
X, ¥, Z.

2.2. Réwnania konstytutywne. Rownania konstytutywne teorii lepkoplastycznodci,
opisujace material jednorodny, izotropowy, Scisliwy sprezyScie i spelniajacy
warunek plastycznosci Hubera-Mizesa /J, = k,, gdzie J, oznacza drngi niezmien-
nik dewiatora napreZenia, przyjmujemy w postaci [62]

ey = : Su+? <9 []/J— - 1] > g Vs = ko
2u ko Ve ; ’
1

g = 3K ik »

(2.6)
dla V7, <ko,

gdzie ¢;; i 5;; oznaczaja odpowiednio predkoéci dewiatora odksztalcenia i napréfe= .
nia, g modut écinania, K modul objetoéciowy; k, jest granica plastycznoscx przy._'..f-_'

czystym scinaniu, a y wspofczynnikiem lepkosci.
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Dla teorii plastycznosci nie uwzgledniajgeej predkosci odksztalcenia przyjmuje-
my zwiazki PRANDTLA-REUSSA [66]:

A 9 de
&= E-';« S:‘j‘+ Orc U.kk5u+ 0_2 do_ Sk Sk »
) Cde o I2 12
k= pe A=ew, T=)3%, dﬁ”:[g‘dsf;d&%] '

2.3. Analiza harmoniczna przyblizona. W celu dokonania analizy propagacji przy-
rostowych fal harmonicznych o malej amphtudz1e nalezy poczynié pewne za-
toZenia upraszczajace: '

1) zamiast réwnai konstytutywnych (2.6) korzystamy z réwnafi FHIOHENEMSERA-
PrAGERA [67], ktdre otrzymuje sie z réwnan (2.6) zakladajac liniowa postaé funkeji
relaksacii; jest to w pelni uzasadnione, pomewaz rozpatrujemy tylko bardzo male
przyrosty naprezenia; :

2) poszukujemy rozwigzad réwna# (2.1) —(2.7) w postaci rozwinigcia w szereg
potggowy wzdiuz promienia cylindra zachowujac odpowiednio drugie lub trzecic
potggl # (por. MmNDLIN 1 HERRMAN [42]);

2.8) Uy =ty (2, 41?1 (2, 1), ., Ty = rky (z, )+ ka (z.1);

3) lnearyzujemy warunck plastycznosci w otoczeniu punktu Py, (g, = o,
O, = Gy = Ty = 0). .

Poniewaz poszezegdlne skladowe harmoniczne zmieniaja si¢ wskutek obcigzenia
w procesic deformacji, nalezy si¢ tu kilka -stéw wyjaénienia. Dla teorii lepko-
plastycznogei kryterium odciazenia jest takie, ze jeSli stan poczatkowy jest quasi-
statyczny, tzn. obciazenie przeprowadzone jest dostatecznie powoli, aby unikngé
efekidw bezwladnodci, ale dostatecznie szybko, aby osiagnaé stan naprezenia prze-
WyZzszajgcy statyczna granice plastycznosci, to natozone sinusoidalne zabutzenie
o matej amplitudzie nie bedzie powodowato odcigzenia. W do$wiadczeniach jednak
obserwuje si¢ propagaci¢ impulsy, a nie poszczegSlnych sktadowych harmomcznych
Nalezy wige dokonaé syntezy poszczegdlnych harmonicznych przez uogdlniong
catke Founerd

Dla teorii plastycznosm cala procedura jest uspraw1edhw10na jesli w matenale
istnicje’ nnpuls przyrostu obciaZenia i impuls ten moze by¢ przedstawmny w postaci
uogolnionej catki Fouriera. o 7

Przy powyZszych zaloZeniach metoda rozwiazania zagadnienia jest nastepujaca
(43 i 44]): wspdlezynniki rozwiniecia (2.8} uy, ..., ka przedstawiamy w postaci

2.9) | u; = A, exp iw ( 5 (i))) s

gdzie A;=A) exp (—#z) dla teorii lepkoplastycznoéci 1 A;=A4] dla teorii plastycz-
nofci. Przez podstawienie zdefiniowanych w (2.8) wyrazed najpierw do réwnan
ruchu i przyréwnanie wyrazeni przy odpowiednich potggach 7, a nastepnie przez
podstawienie do rownan konstytutywnych i warunkéw brzegowych — otrzymujemy
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podstawowy ukiad liniowych réwnan rézniczkowych czastkowych o statych wspdt-
czynnikach. Przyjmujac ruch harmoniczny wprowadzamy wyrazenia (2.9) do otrzy-
manego podstawewego ukfadu réwnan, a przyréwnujac wyznacznik utworzony
ze wspotezynnikéw. przy niewiadomych A? do zera otrzymujemy ostatecznie jedno
réwnanie czgstosci dla, teorii plastycznodcei i dwa réwnania dla teorii lepkoplastycz-
nosci (drugie réwnanie daje zwigzek dla dyspersji lepkosciowe]) wiazace predlkosé
fazowa » (x), wspolczynnik lepkosci y (x) 1 czestodé x, wyrazone we wspdlrzednych
bezwymiarowych:

awm ¢ aa vE
2.10) xm—c—;, Y= ay, TJ:;;’, ﬁ:};j .@;ﬁ-:
Krzywe dyspersji dla obydwu teorii s3 pokazane na rysunkach 3 - 5.

2.4. Analiza harmoniczna Wiliamsa-Malwerna. Wyniki analizy harmonicznej, otrzy-
mane przez HUNTERA 1 JOHNSONA [43] nie spelnily pokladanych nadzei co do
uwzglednienia efektéw bezwladnosei poprzecznej i ruchu przestrzennego. Poprawily
wprawdzie znacznie wielkosé propagacji fal plastycznych, ale w dalszym ciagu nawet
maksymalna warto$¢ predkodei fazowej, otrzymana z ich rozwazaf, nie przekraczala
polowy ¢, ktéra. to wartosé. obserwowano w dos$wiadczeniach STERNGLASSA-
STUARTA {30], BIANCHIEG [32] i innych; Przypuszezano, e powodem tych rozbiez-
nosci jest drugie zatozenie upraszezajace punktu poprzedniego.

WiLIAMS | MALVERN [45] stosuige nieco odmienng metode postepowania rozwia-
zali ten problem 4cifle, tzn. nie przyjmujge zatoZenia drugiego. Autorzy zauwazyli,
ze jedli zlinearyzowane réwnania fizykalne Prandtla-Reussa zapisa¢ dla aktualnego
stanu napreZenia i dla stanu wsigpnego przeprgzenia, to réwnania konstytutywne
dla matych przyrostdw napreZenia, otrzymane jako réznica dwdch wyzej wspomnia-
nych standw, dajg sig bezpoSrednio scatkowaé i odwrdcié:

1y = (A+2u®) A4+-Qpu—6pB) 211, T2y = (A — u®) A-+2p25, | 3ude,;
ELJ=2ﬂEij dla l.#j. -

Otrzymane w ten sposéb rownania (2.11) maja postaé analogiczng do rdéwnan
klasycznej teorii sprezystosci z pewnym rodzajem anizotropii okreslonej parametrem
przeprezenia ¢, Dalsza procedura 1ozw1a_,zama jest analogiczna do post@powama
Pochhamera-Chree. :

W przypadkn réwnaf konstytutywnych teorii lepkoplastycznodei napisanych -
po linearyzacji w formie przyrostowej okazuje sig, Ze nie mozna ich bezposrednio
scatkowac wzgledem czasu tak jak w przypadku poprzednim. Udaje sig tego dokonaé
dopiero po wyraZzeniu wszystkich poszukiwanych funkeji w postaci (2.9) i wprowa-
dzenin ich do réwnaf konstytutywnych dla przyrostow naprqzema Otrzymane
w ten -sposGb «przyrostowe» réwnania konstytutywne wraz z réwnaniami ruchu
i warunkami brzegowymi. réwniez napisanymi w. formic: przyrostowej stanowia
podstawowy uklad réwnan prowadzacy w sposob standardowy do réwnania: czgsto-
§ci, ktére ma takg sama posta¢ jak dla teorii plastycznosci bez wpltywu. predkodei
z tym; Ze teraz parametr @ aprécz stalych mechanicznych zalezy réwniez od cze~
stoet x. : i

(2.1
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2.5, Poréwnanie wynikéw i dyskusia rozwizzafn. Interesujace jest pordwnanie krzy-
wych dyspersji dla przedstawionych wyZej teorii Huntera-Johnsona, Bejdy-
Wierzbickiego i Wiliamsa-Malverna, przyjmujagc dla nich jednakowe wlasnosci
mechaniczne materiafu. Obliczenia numeryczne przeprowadzono dla typowej
migkkiej stali dla preta o promieniu a = 1 i wspdiczynniku lepkodci y = 148/s,
a wyniki w postaci wykreséw przedstawiono na rys. 3.

6
1 i 1 1 -
0 10 20 30 40
Rys. 3
C/Col
2
04 — i
02
i 1. 1 ! P
a 40 20 30 40 x=awfc,
Rys. 4

Krzywa 1 jest krzywa dyspersji fali sprezystej, otrzymanej przez Pochhamera-
Chree. Krzywa 2 zostala obliczona wedtug uproszezonej teorii Bejdy-Wierzbickiego
dla materiatu plastycznego 7 uwzglednieniem wplywu predkosci. Krzywa 3 wynika
ze scisle] teorii Wiliamsa-Malverna. Otrzymane réwniez przez nich krzywe dysper-

'sji 4, 516 dla materiatu plastycznego sg wyznaczone dla rdéZznych poziomoéw przepre-
zenia (cofc, = 3,7, 00), przy czym cofc, = co-reprezentuje jednoosiowe przepreze-
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nie do punktu o zerowym meodule stycznym. Dla pordwnania teorii Huntera-
Johnsona i Malverna-Wiliamsa na rys. 4 pokazano dwie krzywe dla eyfe, = 7,
przy czym krzywa dolna jest krzywg 5 z poprzedniego wykresu, a krzywa 7 zostala
wykreslona. na podstawie uproszczonej teorii Huntera-Johnsona. Bezwymiarowy
wspdlezynnik thumienia y jest wykre$lony jako funkcja czestosci x na rys. 5 w postaci
jednej krzywej z tego powodu, Ze teoria écista i przyblizona daja w tym przypadku
wynik identyczny. Zauwazmy, ze nawet dla x = 0 z nie osigga wartodci réwnej zeru,

i

01t

| | 1 !
0 1,0 2,0 30 40 yeaw /Cu

Rys. 5

Podsumujmy wyniki badafi dotyczacych propagacii tréjwymiarowych przyrosto-
wych fal harmonicznych w plastycznych i lepkoplastycznych dlugich pretach.
Przede wszystkim naleZy podkreélié nieoczekiwanie bardzo dobra zgodnodé rezul-
tatéw dla calego zakvesu czgstosci otrzymanych dla materiatu sprezysto-lepkopla-
stycznego wedtug teorii $cistej- Wiliamsa-Malverna i przyblizonej Bejdy-Wierzbic-
kiego. Dowodzi to stusznodci przyjgcia zaloZenia upraszczajgcego odnoénie rozidadu
przemieszezenl i naprezen wzdhaz promienia cylindra. Takiej zgodnoéci nie otrzy-
muje si¢ jednak dla nielepkiej plastycznosci. Jedynie w zakresie malych czestodei
wyniki sig pokrywaja, chociaz ogdlny charakter krzywych dyspersji jest podobny.
Ciekawe, 7e krzywa otrzymana wedlug teorii przyblizonej lezy powyzej krzywej
Williamsa-Malverna dajac w ten sposob lepsza zgodnoéé z eksperymentem.

Analiza krzywych dyspersji pozwala okredli¢ zakres stosowalnodei elementarnej
teorii propagacji fal. Dla obydwu, lepkiej i niclepkiej teorii plastycznodci jest on
zawarty w niewielkim przedziale matych czestodei w przyblizenin w otoczeniu
x = 0,75 _

Krzywe dyspersji Huntera-Johnsona i Williamsa-Malverna wskazuja, ¢ dysper-
sja ma zasadniczy wpIyw na propagacje malych zaburzefi. Wykazano znaczny wzrost
prédkodei propagacii fal plastycznych ponad ¢, chociaz nie tak duzy jak otrzymana
eksperymentalnie predkos¢ ¢q. Krzywe te rdZnia sie catkowicie w ksztalcie od krzywej

sprezystej Pochhamera-Chree. Dla awfc, > 0,5 krzywe te wykazuja wzrost predkosei . - 3%

fazowej, co jest w kontradcie z przypadkiem sprezystym. Poza tym krzywe dyspersp- :

w de\!
dla predkosci grupowej w, = ¢ (@) (1 T 7) nie wykazuja obszarn, w ktorym '
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v, szybko maleje wraz ze wzrostem o, jak to ma miejsce w odpowiednim przypadku
‘sprezystym.

Zaobserwowano znaczny wplyw dyspersji lepkoéciowej, ktéra dla matych
czestoded jest dominujaca; poczawszy od x = 0,5 krzywa pr@dkosm fazowej pokrywa
‘si¢ niemal zupelnic z krzywa Pochhamera-Chree.

' Charakterystyczna cecha wynikéw otrzymanych w pracach [44 i 45] jest dazenie
wspélezynnika thimienia dla wysokich czgstoéci do zera, co ‘wskazuje na czysto
sprezyste zachowanie si¢ materiatu sprezystoflepkoplastycznego. Zachowanie sig
sprezysto/lepkoplastycznego preta wzakresie niskich czestodel jest w zupeluym
kontrascie z zachowaniem sie preta sprezystego. Predko$¢ fazowa dazy w tym
przypadkn do wartosci bliskiej zeru, co implikowaloby, Ze-w przepreZonym spre-
zystoflepkoplastycznym precie nie moga si¢ propagowaé fale nieskonczenie dlugie.

Reasumujac, wyniki ostatnich badaf eksperymentalnych oraz oméwionych
wyzej badan teoretycznych potwierdzaja waioski otrzymane 7 prac wezesnigjszych,
mianowicie ze obserwowane predicosci propagacji fal | charakter tych fal pokrywajq sig
SciSle z rezultatami teorii lepkoplastycznodei, a nie teorii plastycznosei, nie uwzglednia-
jacel wplywu predkosel. _

Rezultaty przedstawionych tu rozwazan teoretycznych nie wydajac si¢ byc jeszcze
w pelni wystarczajace. Analiza sprezysto/lepkoplastycznych fal harmonicznych jest
odzwierciedlenier raczej zjawisk zachodzacych w ofrodku sprezystolepkim i nie
pozwala dokladnie okresli¢ wlasnosci fal plastycznych w zakresie matych czestodel
jak réwniez w zakresie wysokich czestofci, gdzie jest analiza czysto spreZysta..
'Z drugiej strony krzywe dyspersji dla materiato sprezysto-plastycznego daja z duzym
‘przyblizeniem spodziewany rezulitat w zakresie niskich czestosei, budza natomiast
‘watpliwo$¢ w zakresie czgstosei wysokich. Nie zostat zbadany jeszeze bardzo istotny
problem odcigzania. A ‘

Problem rozwiazania przestrzenncgo zagadmema dynamlcznego Z uwzglqdme-

niem efektéw bezwladnosci jest nadal problemem podstawowym zaréwno dla teorii
lepkoplastycznoéei jak i plastycznoscel.
- 2.6. Fale plaside. Rozwigzanie problemu propagacji- fal plaskich jest bardzo
wazne zaréwno dla analizy wynikéw teoretycznych jak i eksperymentalnych. W za-
‘gadnienin propagacp fal w pretach wystgpuja zawsze w stopniu wigkszym lub niniej-
szym' efekty bezwladnodci poprzecznej, kt6rych pominigeie prowadzi do teorii
przyblizonej, a uwzglednienie nie daje mozliwodei ich oceny, poniewaz wystepuja
Yacznie z efektami predkoscei odksztalcenia. Problem fal plaskich pozostaje problemem
jednoosiowym, a jednocze$nie nie wprowadza Zadnych- nproszezen dotyczacych
‘ruchu popizecznego. Daje si¢ ponadic latwo realizowaé eksperymentalpie przez
nagle obcigZenie powierzchni duzej plyty réwnomiernym cifnieniem badz przez
zderzeme dwdch ptyt wykonanych z tego samego materiatu. :

. Ogdlng analize teoretyczng plask:ch fal plastycznych przeprowadzili CRAGGS
168] i MANDEL [69]. Ich wyniki zawieraja jako szczegdlne przypadki rezultaty otrzy-
mane wozesnie] przez WOODA, MORLANDA Fowresa i innych (por. CRISTESCU [13],
rozdz. VII}. '
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CrAGGs rozwazal charakterystyki fal plaskich, niosgce infinitesimalne nieciaglosci
napr¢Zenia 1 odksztalcenia, jakie moga sig- propagowaé w ofrodku plastycznym,
Otrzymal wyraZenia pozwalajace okreslié mozliwe predkodci propagacji czdt tych
fal w ofrodku plastycznym, podlegajacym warunkowi plastycznodci Hubera-Misesa
i przyrostowej teorii plastycznego plynigeia Prandtla-Reussa. Wykazano, e istnieja
dwa réine rodzaje fal. Przy ogdlnych warunkach poczatkowych naprezeniowych
kazda fala zawiera falg dylatacyjng i dystorsyjng, przy czym kazda z nich propaguje
sie z predkodcig fali szybkiej A; i wolnej X, spelniajac nastepujacg nieréwnoéé:

(2.12) =A==l

Symbele ¢, i ¢, oznaczaja tu odpowiednio predko$e propagacji sprezystej-fali dy-
latacyjnej 1 spreZystej fali Scinania. R

MANDEL analiznjac trdjwymiarowe zagadnienie propagacji fal plastycznych
w ofredku nieograniczonym w szezegdlnyin przypadku wzrnocnienia izotropowego
otrzymat takie same nieréwnosci jak CRAGGS.

CRAGGS rozwazal réwniez szczegoiny jednoosmwy przypadek przyrostowych
fal naprezenia, propagma‘cych sig w kierunku przeprgzema Og. Dwie predkoéei
¢; i ¢, odpowiadaja kolejno predkosci fali podluzneJ i sprezystej predkodci fali
cinania.

PrzeprowadZzmy dla tego prszadku analize przyrostowych fal harmonicznych,
analogiczng do przeprowadzonej w p. 2.3—2.5. W tym przypadku fale sa od siebie
niezalezne 1 réwnania ruchu w przemieszezeniach. maja -postad

2ty 0, P

o b2 =) 55 =0 G
@13 Fuy U, - Pu L B

r =p

L R R T

Zatem dla sprezysto-plastycznych fal plaskich propagujacych sig w kierunku x
fale poprzeczne pr opaguig su; z predkoscia ¢,, natomiast fale podtuzne z predkodcia

2 1z
c = [()Hr,u — 4ud)t? zmlcnlajac sie od ¢, —[(A—i— )] prey @ =0 do ¢ =
K 1/2 . 1 ] P k ’
= (p) przy @ = 3 Wyniki_ te; pokrywaja sie z rezultatami Craggsa.
Interesujacym jest, ze dla teorii lepkoplastycznosci fale- podiuzne w kierunku
jednoosiowego przepreZenia s dyspersyjne nawet dla oérodka nieograniczonego.

Dla stalej warto$ci 1, rozwwczamem rownania ruchu jBSt ux = Uy exp [zco (t — )]
pod: wamnklem ze ‘ - S

L [t 24 — 4u) — pe*lu, = 0.
Stad dla u, £0 | Sl

o B
¢ = ?[/‘Hr'Z#.— 4ud],
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Poniewaz ¢ = wfy;, gdzie p = 3, — #y,, przeto predko§é fazowa i wspdlczynnik
lepkodct okreélone sa bezpodrednio przez wzory

e
T

¢ 4 4 > 16 e
1—?)‘13-}-602!#2 + 1*§n§+w2rp2 +—9—n§w2w2
{2.14)
) ?niwztyz
YWY, = 4 e’
(1 - Eng) +w? y?
gdzie
i’Cz'nz=cg—1 )2 (1 ¥
w = 27’ ci—(* W2l -v), r=zn.

Z. powyiszych wzordw wynika bezpoérednio, Ze ¢ zmienia si¢ monotonicznie
od ¢ = (KIp)Y? przy @ = 0 do ¢; = [(A1-2u)p]?, gdy @ — oo, podezas gdy
wspofczynnik lepkosdci # roénie od zera do

24y (1—21?"
3c; Vl—y ) ?

gdy o — oo,

Na podstawie mikrodynamicznej teorii plastycznosci TayLor [24] (por. takie
GiLMAN [70]) przeprowadzit interesujace badania teoretyczne i eksperymentalne
propagacii fal plaskich, powstatych w wyniku zderzenia sig¢ z predkoscia v, dwdch
plyt o réznej grubosici, wykonanych z tego samego materiatu. Do obliczed numerycz-
nych TAYLOR przyjmowal réwnanie konstytutywne, uwzgledniajace wplyw predkosei
odkszialcenia, zaproponowane przez GILMANA [71] 1 sprawdzone przez siebie
cksperymentalnie dla Zelaza Armco, w nastgpujacej postaci:

{2.15) P = py* (No+Me,) e~ (D + Hep) o,

gdzie o, orznacza maksymalne napreZenie styczne, b wektor Burgersa rtowny
2,5x107% cm, v koncows predkosé dyslokacii réwna 3,2x 107° cm/s, N, poczat-
kows pestodé dyslokacii wynoszaca 10° dysljcm?; M jest stalym mmoZnikiem
réwnym 10'' dysijem?, D charakterystycznym naprezeniem «wleczonym» (drag
stress) rownym 12,0 kilobardw, a H wspdlczynnikiem wzmocnienia wynoszacym
4,1 kilobardw. 7

Otrzymane wykresy profili predkosci jako funkcje czasu i diugosei plyty sa
pokazane na rys. 6 1 7. Zaobserwowano i policzono charakterystyczne efekty, jakie
zachodza w dynamicznym procesie deformacji plastycznej, np. formujace sig przy
krawedzi uderzenia plyty charakterystyczne «plateaun odksztalcenia, relaksacje
plastyczna oraz zmiang granicy plastycznodei w zaleznosci od gruboscei plyty (rys. 8).
‘Wykazano duza zgodnod$é wynikdw eksperymentalnych i teoretycznych. Pokladane
wige przez BeLLA nadzieje w dynamicznej teorii dyslokacii nie spelnily sie.
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Problem propagacji plaskich fal naprezenia, wprowadzajacy wigcej niZz jedna
skladowa stanu napreZenia, ale jedna zmienng niezaleina przestrzenng, roZni sig
W sposéb zasadniczy od problemu jednowymiarowego. Przede wszystkim musi byé
brany pod uwage pelny uklad réwnad konstytutywnych. Wystepuje wigeej niz
jedna fala, ktdre sg na ogdt zwigzane ze soba. Pojawia sig wiec bardzo trudny problem
ich wspoldziatania, odbicia i odcigzania.
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Predkost na brzegu plytki
=

1
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Rys. 7

W ostatnich latach zainteresowanie tymi zagadnieniami znacznie wzrosto. Wy-
mieni¢ tu nalezy miedzy innymi prace CRISTESCU [72 i 73] RAcHMATULINA [74],
KUuruDZanowa [75] i NIkiTma [76]. Du?y dorobek w tej dziedzinie osiggniety
zostal w kraju dzigki pracom BrEIDY [77 i 78], KALISKIEGO, NOWACKIEGO i WEO-
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DARCZYKA[79,-80 1 81], NowackieGo {821 83], WLoDARCZYKA [84]. Fale podluzno-
poprzeczne rozwazane byly rownieZ przez BrricHa | NeLSoNA: [85], CLIFTONA [86],
VrrerLa i CLIFTONA [87]. Podwdjne fale Scinania byly przedmiotem badan Fonca

Co ' [88]1 TmiGA [89]. W ostalniej pracy. zostala
. przeprowadzona Scista analiza- wspoldzia-
= - lania dwu lub wigcej fal uderzeniowych
008 |; - 1 spotykajacych sie w jednym punkcie.

0',40,',,,,|4|

0,06

3. Przestrzenna analiza numeryczna

Rownania (2.1) - (2.4), (2.6) lub (2.7).
opisujace deformacie oérodkéw sprezysto/
lepkoplastycznych i - sprezysto-plastycz-
nych w warunkach obciaZen dynamicz-
nych w plaskim i osiowo-symetrycznym
'st_anie odksztatcenia stanowig uktad réw-
nafl rdiniczkowych czastkowych pierw-
szego rzedu typu hiperbolicznego
oz Lo B wt AT AT u, B =0,

’ 10 ] 40 50.-
Grubese probki (mm ) )

3,04

)

Predkasé girney gramicy plastycznasct (10%cm fsek)

- gdzie macierze A¥ 1 A” sa rzeczywiste.

Rys. 8 S "W przypadku ofrodka sprezystoflepko-

',plastycznego macierze A* 1 A¥ zaleia

tyiko od wspélrzednych x, y, ¢ i uklad (3.1) jest semi-liniowy; w przypadku orod-

ka sprezysto-plastycznego macierze te, a zatem i predkodci propagacii fal, zaleza od
rozwigzania u, lecz nie od pochodnych i vktad jest quasi-liniowy.

Dzigki hiperbolicznosci réwnan (3.1) 1 symetrii macierzy A% 1 4* ulatwiona jest
analiza zjawiska rozprzestrzeniania sig fal napreZenia. Podstawowym problemem,
ktéry jest stosunkowo dobrze zbadany i nie nastrecza wielkich trudnosci matema-
tycznych, jest analiza predko$ci propagacji fal stabych nieciaglo$ci. Matematyczna
teoria propagacii powierzchni charakterystycznych i fal stabych nicciagtodci zostala
opracowana dla réwnaf rézniczkowych wspomnianego wysej typu przez COURANTA
[90], a nastgpnie adoptowana i stosowana przez ESTRINA {53] i CLiFToNA [54] do
osrodkdw sprezysto-plastycznych, przez CLiFTona [51]1 RECKERA [52] do ofrodkéw
sprezystych, przez Bartowa [46] 1 BEIDR [58] do ofrodkéw sprezysto/lepkoplastycz-
nych. W celu wlasciwej interpretacii i poréwnania wynikéw otrzymanych w po-
wyzszych pracach niezbedna jest krétka charakterystyka podstawowych wyjécio-
wych zalozefl upraszezajacych, przyjmowanych w poszezegdlnych teoriach.

BstriN [53] rozwazal réwnania Prandtla-Reussa opierajac sig¢ na warunku
plastyczno$ci Hubera-Misesa, wyrazonym przez funkeje y i ¢, spetniajace tozsamo-
Sciowo  zaleino§oi 0. = kf2y —.c082¢), G, = k(2 x-+cos 20), © Ty =k sin 29
i prawie plynigcia 8, = 19f/éa,,. W przypadku plaskiego stanu odksztalcenia i wa-
runku Hubera-Misesa przy v ="1/2 wystepuje ‘napreZenie o,,, ktére zostato. nie-
whasciwi¢ -okreslone przez ESTRINA. Dla v = 1/2 ‘warunek “plastycznosci- upraszeza
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sig, a o, przyjmuje wartosé (1/2) (o,.+0,,). Fakt ten prowadzi -bezposrednio
do niescisliwosei ofrodka. ESTRIN cheae uwzgledni¢ Scifliwo$é materiatu przyjmowat
jej liniowa postad &, = (1/2K) (0,,+0,,). Zwiazek wiazacy pierwsze niezmien-
niki - tréjwymiarowych " tensoréw - predkosci odksztalcenia i naprezenja. zachodzi
tylko wtedy, gdy ., = b (0.,40,,), gdzie b jest wielkodcig stala. Zwigzek ten na
o0gdl nie jest spelniony, a zatem stala b nie moze by¢ stala materialows.

Przyigte w pracy [56] zalozenie Allena-Southewalla mowigce, ze w plaskim
stanie odksztalcenia pr@dkoso odkszta,lcema w kierunku osi z jest rdwna zery,
a ponadto jego czeSci sprefysta az i lepkoplastyczna, .gfj’ 53 jednoczeénie rowne zeru
oraz zalozenie, 7e material jest niedcisliwy — prowadzi do podobnego typu niekon-
sekwencii. Z przyréwnania do. zera spreZyste] 1 lepkoplastycznej czeSci predkodei
odksztatcenia w kierunku z wynika, ze naprezenie o,, nie jest jednoznacznie okrelone.
W zakresie odksztalcen sprezystych

Grp = ( 2#+3K) (Cl'xx—i—ﬂ'”,) s
a dla odkszialcesd lepkoplastycznych mamy '
= 1/2 (05, +0y,) .

Sktadowa o, jest jednoznacznie cokredlona jedynie w przypadku g = 0, co pociaga
za soba warunek nieéci§liwosci oérodka.

Probe uniknigeia wspommnianych wyZej niekonsekwencji przedstawiono w pracy
{54]. Wykorzystanie warunku plastycznodci Treski przy zaloZeniu, Ze o, jest $rednim
naprezeniem giéwnym prowadzi do ukladu réwnad, w ktérym wspélczynniki za-
leza tylko od statych materialowych. Nie mnige] w dalszym ciggu teoria ta, chociaz
nie sprzeczna, naklada, jak zobaczymy péZniej, dosy¢ silne ograniczenia. Zada sie
by naprezenie ¢,, bylo érednim naprgzeniem gléwnym, a wielko$¢ k, oznaczajgca
granice plastycznosci przy czystym $cinaniu, byla odpowiednio mala.

Dotaczenie réwnania konstytutywnego okreSlajacego o.. do wyjSciowego
ukladu réwnan, jak to uczyniono w pracach [46 i 58], nie naklada zadnych dodatko-
wych ograniczenn na naprezenie o, ktore, traktowane jako zmienna zaleina, jest
otrzymane z rozwigzania pelnego ukladu- réwnan wyisciowych,

W oérodku sprezystoflepkoplastycznym, jak wynika z analizy propagacji po-
wierzchni charakterystycznych @ (x, y, #) = const, z kazdego punktu zaburzenia
X, ¥, t propaguja sig dwa rodeaje fal w postaci charakterystycznych stozkéw kolo-
wych opisanych réwnaniem

(3.2) [@7 — T (PIHDD][P] — 2 (DL D)) D =0,

w ktérym dwa pierwsze wyrazy odpowiadaja propagacjyi fal dylatacyjnych i fal
$cinania z predkosciami rownymi. odpowiednio

: - : -' '3KJ'r4].£] ) '_[#]1;‘2
(33) . ._ i Cy 2[3,0 1 Cy = p N

Ostatni . czynnik @2 wystgpujacy w rownaniu .(3.2) nie- przedstawm zadnego
sensu fizykalnego. BALTOW [46] interpretuje go jako zdegenerowanc stozki charak-
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terystyczne, sprowadzajace si¢ do osi t o réwnanin x = const, y = const. Oznaczaloby
to, Ze niektdre wielkodei nie mogg sig propagowaé wosrodkua sprezysto/lepkoplastycz-
nym (propaguja si¢ z predkosdcia ¢ = 0). Qkazuje sig jednak [54], Ze wprowadzajac
niekiedy odpowiedni ukiad wielkosci zmiennych niezaleznych, na przyktad w przy-

padku sprezystym, predkosci u i v oraz dylataqq 1 obrét — podstawowy ukiad
réwnan majacy teraz postaé:

(I420) 0, — 2, = pu,,
(A2 Oy 1y = poy,
| et v, =0,

Uy — Uy = .Qr

prowadzi do rdéwnania charakterystycznego, odpowiadajacego rownaniu {3.2),
w ktérym wyrazy w postaci @2 nie wysigpuja.
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Nalezy podkresli¢, ze powierzchnie stabych nieciggtodci (fale naprezen i odksztal-
cen) w ofrodku sprezystoflepkoplastycznym propaguja sig z predkoSciami fal spre-
zystych. Zalozenie Allena-Southwella poczynione w pracy [56], jak sie okazuie,
nie ma wplywu na predko$é propagacji fal. Matematycznie thumaczy sig to tym,
ze nicliniowe wyrazy wystepujace w rownaniach konstytutywnych, opisujace efekty
plastyczne i lepkie nie wchodza do analizy -powierzchni . charakterystycznych.
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Predkosé propagacii fal w sprezysto-plastycznym ofrodku rozwazanym przez
EstriNa [53] wyraza - sie nast@pujgcym wzorem;

cz_+_02 2+ LAY AN .
(3.4) Dzil/ 2 :t:]/(c 461) — 2 cos?2(p— a)

gdzie ¢ = V2kjph, ¢, = V2klph,, h = 2k|K, hy = 2k|G, a a oznacza kat migdzy
kierunkiem normalnej do rzutu powierzchni charakterystycznej @ = const na
plaszezyzne ¢ = const i osig x.

Jak wynika ze wzoru (3.4), przedstawionego wykreélnie na rys. 9, mamy dwie
krzywe odpowiadajace dwom typom fal. Ich cecha charakterystyczng jest to, Ze
zalezq one od kierunku propagacii i kierunku gléwnego napregzenia normalnego ¢.
Przy ¢ — a = 0 fale fe propaguja si¢ odpowiednio z predkoscia fali dylatacyjnej

¢ = ]/E/r/h fali §cinania ¢, = I/G,’p. Nalezy zauwazyC, ze fale dylatacyjne stabo
zaleza od kierunku propagacji. Reprezentujaca je na rys. 9 krzywa zewnetrzna
prawie zupetnie nie rézni si¢ od okregu kola, ktory przedstawia predkosé propagacii
sprezystych i sprezysto/lepkoplastycznych fal dylatacyjnych. Natomiast predkosé
fali §cinania bardzo mocno zalezy od kata ¢ — a i w szczegdlnodei jest réwna zeru
dla kierunku gléwnego naprezenia stycznego. Sprezyste fale Scinania reprezentowane

sg przez okrag kola o promieniu ]/a;, oznaczony na rysunku linia przerywans.
Zmodyfikowana teoria Cliftona uwzgledniajaca wzmocnienie materiatu oraz

opierajaca si¢ na zalozeniu, Ze o, jest rednim naprezeniem gldéwnym, daje nastepu-

jace wyrazenie na predko$¢ propagacji fal slabych nieciaglogei:

3 , DLD? — GH

(3.5) =y

gdzie

) 7 .‘ 1 1—2v
D=(1-) {(I — B (1) ﬁ(m—w;) + 1)]

1
G=(1-2) [(lﬂﬁ’)ﬂL 3(1+V)ﬁ], H=(1—f)cos*2(p — a)+(1 —v?) f.

Latwo zauwazy¢, Ze podobnie jak w przypadku rozwazanym przez ESTRINA
predkod$c propagacii fal zalezy od kierunku maksymalnych naprezefi gldwnych
i kierunku propagacji fal. Wplyw wzmocnienia i $ci§liwoscl materialu, scharakte-
ryzowany odpowiednio przez parametry §i v, jest pokazany na rys. 10, a we wspdl-
rzgdnych biegunowych przy ustalonym v =03 i f = 0,2 na rys. 11. Warunek
B = 0 odpowiada idealnej plastycznoéci, § = 1 przypadkowi sprezystemu. Zwréémy
uwage, ze przy uwzglednieniv wzmocnienia materiatu predkodci propagacji dyla-
tacyjinych fal plastycznych réinig si¢ wyrainie od odpowiednich predkosci spre-
zystych.

Nalezy tu poedkreslié, ze fale odpowiadajace na rys. 10 gornej rodzinie krzywych
nie sa na ogdt falami dylatacyjnymi, a fale odpowiadajgce dolnej rodzinie nie sa
falami $cinania. Moina je nazwac za CRAGGSEM [68] odpowiednio falami «szybkimi»

i «wolnymi». Predko$é propagacji fal szybkich jest rowna predkosci fal dylatacyj- o




S

8

Predkosé cfes

e

02

i) 30
- Kqt {p—oc} w stopniach -

© Rys 107 -




PRZESTRZENNE ZAGADNIENIA DYNAMICZNE OSRODKOW NIESPREZYSTYCH 725

nych tylko dla ¢ — a = 7/4, a predkosé propagacii fal wolnych jest réwna predkosci
fali Scinania dla ¢ — o = 0.

Rysunck 10 wykazuje, ze dla wartodci § mniejszych niz 0,20 efekty wzmocnienia
moga by¢ dla fal szybkich prawie pominiete, a dla fal wolnych sg istotne jedynie,
gdy ¢ — a zbliza si¢ do #/4. Wynik ten na pierwszy rzut oka mogze wydawaé sie
paradoksalny, poniewaz w jednowymiarowej teorii cienkich pretéw predkosé pro-
pagacji jest proporcjonalna do pierwiastka f. Nie mozna jednak poréwnywad
predkodcei fali wewnatrz osrodka z predkoseia propagacji impulsu w cienkim precie,
gdzie obowiazujy zalozenia 2.1, 2.2 i 2.3, o ktérych wspominalimy na wstepie,
a ponadto propagujgcym sie czotom fal obydwu rodzajow ’uwvarzyszac OdblCla od
brzegu swobodnego.

Rys. 12

Interesujgee jest rdwniez zanalizowanie stozkdw charakterystyczaych, reprezen-
tujacych fale naprezenia, propagujace sie w oérodku plastycznym i lepkoplastycznym,
Przecigdie si¢ lokalnego stozka charakterystycznego, wychodzacego z punktu ¢,, xo,
Yo 7 plaszezyzng f = to — k jest przedstawione we wspélrzednych biegunowych
na rys. 12. Widoczny jest wewnegtrzny i zewngtrzny stozek odpowiadajacy odpowied-
nio falom wolnym i szybkim. Dla fal sprezystych i sprezystoflepkoplastycznych
stozki te sa dokfadnie stozkami kolowymi. Nalezy podkre§li¢, ze predkosei plastycz-
nych fal Scinania dla pewnych wartodci kata ¢ — a sa wieksze od predkosci spre-
zystych. Rowniez, jak wida¢ z rys. 13 reprezentujacego przypadek, gdy o,, jest
maksymalnym badZ minimalnym naprezeniem gléwnym, predkosé propagacii fal
szybkich w kierunku éredniego napreZenia gléwnego jest nieco wicksza od spre-

»

Rozprawy TIniynierskie — 12
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zystej predkosci propagacji fali dylatacyjnej. Ten nieoczekiwany rezultat nie zga-
dza sie z wynikami CraGGsa [68], HiLra [91] i ManpeLa [69], ktorzy wykazali
ze predkodei fal szybkich i wolnych sa ogranmiczone .przez predkosci sprezyste ¢y
i ¢; [por. nierdwnoéé (2.12)]. BELL [92] na podstawie wynikéw eksperymentalnych
réwniez zacbserwowal przypadki, kiedy fale plastyczne propaguja si¢ z predkodcia
przewyiszajaca ¢;. Obecnie trudno jest podaé jakiekolwiek rozsadne wyjasnienie
tych rozbieZnodci.  Mozna bedzie tego dokonaé, kiedy bedziemy dysponowalt
wigkszg iloécia badan teoretycznych i eksperymentalnych.

]
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Rys. 13

Réwnania (3.1) moga by¢ rozwiazane metodg réznic skoficzonych wzdhuz
bicharakterystyk. Metoda ta w przypadku trzech i wigcej zmiennych niezaleznych
rézni sie¢ w sposdb zasadniczy od dobrze znanej metody charakierystyk dla dwéch
zmiennych niczaleZnych, polegajacej na sprowadzenin rownan rézniczkowych
czastkowych do ukladu réwnad rézniczkowych zwyczajnych wzdtuz charakterystyk.
Metoda charakterystyk nie daje sie bezpoérednio przenie$¢ na przypadek przestrzen-
ny, poniewaz réwnania rézniczkowe wzdtuz bicharakterystyk zawieraja rézniczko-
wanie w wiecej niz jednym kierunku, Opracowana i opisana szczegétowo w pracach
[54 i 58] metoda réznic skonczonych dla dynamicznej teorii plastycznosei i lepko-
plastycznosci, polegajaca na wprowadzeniu réznic skofczonych wzdhuz bicharakte-
rystyk, chociaz na pierwszy rzut oka moze wydawaé si¢ skomplikowana, okazala
si¢ efektywna w praktyce. Opiera sig ona gléwnie na metodzie réznicowej opracowa-
nej przez BuTLERA [47] dla zagadnienia brzegowego mieszanego o trzech zmiennych
niezaleznych, przeznaczone] do rozwiazywania zagadnien brzegowych gazodynamiki.
Polega ona na wyeliminowaniu w punkcie f,, X,, o, W ktorym nicznane funkcje
i ich pochodne nalezy okreslié, przez liniowa kombinacje réwnan wzdhiz wybra-
nych bicharakterystyk wszystkich pochodnych tych funkcji. Otrzymane w rezultacie
schematy réznicowe wyzszégo rzedu okazaly si¢ identyczne z zaproponowanymi
przez LAXA 1 WENDROFFA [93] dla ukiadu liniowych réwnan rozniczkowych czastko-

wych.
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Obliczenia numeryczne dla migkkiej stali oraz aluminium zostaly przedstawione
odpowiednio w pracach [58 i 54].

Istotny w metodzie numerycznej problem dowodu zbieznoéci we wspomnianych
wyzej pracach zostal oparty na fizykalnych przestankach energetyczaych. Otrzy-
manie fcistych matematycznych warunkéw zbieznosci, ktérych definicje zostaty
zebrane w [65], dla réwnah typu (3.1) z mieszanymi warunkami bfzegowymi Jjest
problemem trudnym i nadal otwartym. W literaturze matematycznej ostatnio
poswigca mu si¢ coraz wigcej uwagi (por. bibliografie zawarta w [57)).

Zaproponowana ostatnio przez MAGOMEDOWA i CHOLODOWA [94] metoda ré2nic
skoficzonych wzdhiz bicharakterystyk w oparciu o wartoéci i wektory wlasne
z przeznaczeniem do zagadnieti przestrzennych gazodynamiki jest o wiele prostsza
od metody Butlera i moZe byé bezposrednio zaadoptowana do dynamicznych za-
gadnien teorii plastycznodci i lepkoplastycznosei. - ’ '
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Pestome
TIPOCTPAUCTBEHHGBIE TUHAMUWYECKHWE 3ATAYN HEVIIPYITUX CPE[

B pabore HPOBOJETCS KPHTHYECKYH AHAM3 PACIPOCTPARCHAS YIPYTO-IUACTHYECKAX 1 YIPYTO-
~BAIKOTUIACTHYECKAX BOJH HAUDMKEEHL. Jns DBYMEPHDIX 3aJai TeOPHMH INACTHYHOCTH W BI3IKO-
THACTHUROCTE IPE/CTARIEHO TAPMOHIMECKHI aHAIM3 W AHATNE, Dazupyroiuiics Ha TEOPHH pac- -
" MpOCTPATEHHA BOJH CNabbix pasprpos. TTonydeHsT METCPECHAIE 3AKIHOUCHRE OTHOCKTEIBIO CKO-
POCTH PACIPOCTPAHEHHS YNPYPHK, YNPYTO-IJACTHYECKHX M YIPYIO-BM3KO-INIACTHHECKHK BOMH.
Ha ocroBe TeopH#E TAPMOBMICCKHX BOII'E, GuxapaXTEPHCTHR | JUCIOKAUEN TOPOOHO PACCMOTPeHO
3aHaAdy TLNOCKHX BOJIH.

Abstract

SPATIAL DYNAMIC PROBLEMS OF INELASTIC MEDIA

In the paper the problem of waves propagation in elastic-plastic and elastic/viscoplastic rmaterial
is critically analysed and discussed. The harmonic analysis and the analysis based on the propagation
of weak discontinuities for two-dimensional plasticity and viscoplasticity is given. Some interesting
observations and conclusions concerning the velocity of elastic, elastic-plastic, and elastic/viscoplastic
waves are obtained, In particular the problem of plane waves on the basis of harmonic, bicharacter-
istics and dislocation theory is discussed.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODEOW CIAGLYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW . TECHNIKI
POLSKIES AKADEMI! NAUK
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