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1. Wprowadzenie

Zagadnieniu noénodci granicznej powlok walcowych pod dziataniem cifnienia
normalnego do powierzchni i sity osiowej poswigcono w literaturze kilka prac.
E. T. OwNaT [1] przyjmujac kolowo-symeiryczne warunki obciaZenia i podparcia
zbudowal powierzchnig graniczna na podstawie warunku plastycznodci Treski
dia cienkiej, cylindrycznej powloki pelnofciennej, wykonanej z idealnie sztywno-
plastycznego materiatu. Korzystajac z wyprowadzone] powierzchni plastycznosei
w pracy tej rozwigzano zagadnienie powloki walcowej, obcigzonej stalym ci$nieniem
wewnetrznym i sila osiowa réwnomiernie rozlozona wzdhuz krawedzi swobodnego
brzegu. Drugi natomiast brzeg powloki przyjeto jako sztywno utwierdzony.
P. G. HonaE [2] wyprowadzil réwnania powierzehni granicznej przy wykorzystanin
kryterium plastyczno$ci Treski, przyjmujac warstwowa budowg $cianki powtoki.
W pracy tej podano réwniez, wykorzystujac zbudowang powierzchnie plastycznosel,
rozwiazanie powloki walcowej poddanej dzialaniu stalego, réwnomiernego ciSnie-
nia z silg osiowa i bez sity osiowej. D. C. DRUCKER i R. T. Sumip {3] przedstawilt
rozwigzante zagadnienia noénoéci granicznej zbiornika cylindrycznego, zakoficzo-
nego dnem utworzonym z cze§ci powierzchni kulistej i toroidalnej. Obcigzenie
zbiornika stanowito state cifnienie. W rozwigzanin wykorzystano uproszczone
powicrzchnie plastycznoéci opisane na dokladnej powierzehni granicznej podanej
w pracy [1]. P. G. HopcE i J. PANARELLI w pracy [4] zastosowali kryterium plastycz-
noéci Hubera-Misesa oraz Treski do analizy zagadnienia powloki walcowej, utwier-
dzonej na koficach obcigzonej stalym ciSnieniem i silg osiowa. ‘

Pewne informacie dotyczace wptywu sity podtuznej na noénoéé graniczng powlok
walcowych zawieraja prace [5 i 6]. Podstawowe wiadomodci z teorii no$noéel gra-
nicznej konstrukeji podaje monograficzna praca [7]. Rozwiazania odnoszace si¢
do powlok obrotowo-symetrycznych znalezé mozna w pracach [8 i 9]

W niniejszej pracy rozpatrujemy zagadnienie nonofci granicznej powloki
walcowej o krawedziach sztywno uiwierdzonych, poddanej dziataniu liniowo-
zmiennego cisnienia 1 sity osiowej. Przykladem takiego ustroju w zastosowaniach
technicznych moze byé powloka o brzegach utwierdzonych w sztywnych plytach.
z mozliwodcig przesuwu, poddana dziataniu réwnomiernego cidnienia, kidrego
wypadkowa na plyty réwna jest wartoéci sily osiowei.
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2. Zaloienia i podstawowe zaleinodci

Przyjmujemy, #e¢ powloka ma skoficzong dtugo$é 2L, promiefi 4 i grubosé 2H.
Srodek walcowego ukladu wspShrzednych obieramy w $rodku powtoki. Ze wazgledu
na symetri¢ obciaZenia wzgledem plaszezyzny
X = 0 rozpatrywa¢ bedziemy tylko polowg pow-
foki 0 << X <C L.

Stan naprefenia w Scianie powloki okreslony
jest przez wypadkowe naprezenia N, Ng, M, M,.
Kinematyke powloki okredlaja skladowe wektora
predkodci przemieszezenia powierzchni Srodkowej
powloki: W w kierunku promieniowym 1 U
w Iderunku tworzacej (rys. 1).

Rozpatrywadé bedziemy powtoki wykonane
z materiatu sztywno-idealnie plastycznego. Jako
kryterium plastycznodci przyjmujemy warunek
Treski. Zalezno$é miedzy polem naprezen, a polem

Rys. 1 predkodei odksztalcenn okre$la prawo plyniecia

stowarzyszone z przyjetym warunkiem plastycz-

nosci. Stosowaé bedziemy réwniez zwiazki kinematyczne wyprowadzone na pod-
stawie hipotezy Kirchhoffa o prostych normalnych,

Wprowadzimy nastgpujace statyczne i geometryczne wielkosci bezwymiarowe:

N, N M, M,
nx_NO:- ‘”G_N(), nix_Mos mﬂiMoa
{2.1)
PA F

=N LT amany

edzie N, i M, jest to graniczna sita podiuina i graniczny moment zginajgcy oraz

X z WU
: T *tme YT Yoo
{2.2)
_ Mo , NoI?
TN, T YT aara
Skladowe' wektora obcigzenia wynosza!
‘(2’3) ) Px=0; Pr:I-Pis Pﬂ=0

Korzystajac z (2.1), (2.2) i (2.3), interesujacym nas zwigzkom geometrycznym w przy-
padku matych przyrostéw odksztalcen oraz réwnaniom réwnowagi po wyelimino-
waniu z nich sily poprzecznej nadajemy postaé [7 i 8]

A=y, Ay=—w, ;c,,:*—z%:;, Ko =0,
24 B = A, —22K,, & =4dg,
n.=0, m, 2w (ng4-p) = 0.

Przecinkiem oznaczyliémy rézniczkowanie wzgledem x.
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Z réwnania (2.4), wynika, Ze
{2.5) n,=jf dla 0=x<l1.

‘Rozpatrywaé bedziemy nastepujace przypadki:

1 1
— < —— — <
A 1<f‘-—. 23 2\f<13
B :*13 f=19
' 1 1

Schemat statyczny rozwazanej powloki przedsiawiono na rys. 2.

 mwmn N e
- - - - fg-E—-»

Rys. 2

3. Powierzchnia graniczna

W teorii cienkich powlok cylindrycznych obcigZzonych kolowo-symetrycznie
mamy x, = 0 I moment obwodowy moze by¢ traktowany jako reakcja [8]; zatem
waruneck plastycznosci jest funkcja @ (n,, 1y, m,) = 0. Do rozwigzania zagadnie-
nia zastosujemy powierzchnig plastycznosci wyprowadzong w pracy [2] przy wy-
korzystanin kryterfum plastycznoéei Treski 1 przyjecin warstwowej budowy $cianki
powloki (rys. 3a, b, c, d):

Itip=+1, IWVE: —n—m, = 4+ 1,
(3.1) Mt ing—n, = 41, Vi ong—n—m, = 42,
I+ : —n4m, =41, VIT: 2mp—n,tm, = + 2,
W przypadku powloki o ciance pelnej o gruboéci 2H i granicy plastyczno$ci ma-
terialu o,

(3.2) No = 20’0 H, MQ = Og HZ‘
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Dla powloki warstwowej ztozonej z dwdch cienkich warstw noénych o granicy
plastycznodci materiatu oy, kazda grubodcet J, przedzielonych warstwa wypelnia-
jaca o grubo$ci 2H, odpowiednie wiclkosci wynosza

(3.3) NO = 20’01-], MO = 2001H1J-
Zatem dwie powloki beda réwnowazne, jezeli

(3.4) . Jp H = 0'01 J, If = 2H1 .

-

-1 -1

Rys. 3

4. Przypadek A

Dla wartoéci f okreélonych warunkami A przekrdj powierzchni granicznej jest pro-
stokatem (rys. 4a, b). W przypadku dziatania ciénienia skierowanego do $rodka po-
wloki g = —w < 0 i stan naprezenia w chwili uplastycznienia jest reprezen-
towany odcinkiem DE.

Dla —1 < f<—1/2

(4.1) Hg = —1,
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i rdzniczkowe rownanie réwnowagi (2.4), przedstawiamy w postaci
m., = 20°p, x—2w% (p1-+p2—1) .

Catkujac powyZsze rownanie i wykorzystujac warunki brzegowe

@2) - om @ =1+, mO=0, mO)=—1-/
otrzymujemy
1 2 2f 1
= 0? py x*—w? (E REPiy ?Pz) X1+,
{4.3)

Lng

a /
Ng D ?na
C 1 B
¢ i+ 8 - 1 -
Ay M
iF T+F - e 4-f .
My my / ?\9 . q
o
b ~HF £
D - ’ eg¥ J,__F'
Rys. 4 Rys. 5

Poniewa2 profil naprezen jest reprezentowany bokiem (4.1) powierzchni granicznej,
wige zgodnie ze stowarzyszonym prawem plynigeia 1 zwiazkami (2.4); wspdhrzedne
wektora predkoéei odksztalcenia musza spehniaé réwnania (rys. 5)

@.4) 7= (—w, ', —w'20%) = A(—1,0,0).
Stad spelniajac warunki brzegowe '
4.5) ' w(O) =wy, w()=0,
olrzymujemy
(4.6) =1y, w=wy{l—x).

W punkcie x = 0 stan naprgZenia jest reprezentowany przecieciem sie bokdéw
g = —1, —n,4m,=1;

zatem wektor predkodei odksztalcenia nieskoniczenie blisko punktu x = 0 jest
przedstawiony w postaci

(4"7) E = A (—‘15 09 0)+M (07 _1: 1) .

Z drugiej strony ze wzgledu na niecigglo¢ w' w punkcie x = 0 otrzymujemy [8]

. _ 1 w']
(4.8) q=(d—x){0’u}’_ﬁ}'
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Symbol | oznacza skok rozpatrywanej wielkoéei. Przyréwnujac oba wyraZenia
(4.7) i (4.8) i eliminujac nieznane parametry Adx, uAdx, otrzymujemy
w']
(4.9 | : ] = gk
Podobnie moina pokazaé, ze osiowa predko$¢ przemieszczenia ma niecigglo$é

w']
2

(4.10) , ] = —

2w
dla x=1. A wigec nwzgledniajac (4.6) z zachowaniem symetrii widzimy, Ze

Wo
4.1 U= o w=w(l—x), O<x<l
i sztywne plyty, w-jakich moglaby byé uiwierdzona powloka na koncach x = 1,
poruszataby sie z predkoscia

Wo
@12) e
Dla +1/2 <f =<1
(4.13) ‘ Hy = —+f.
Korzystajac z (2.4), i warunkéw brzegowych
(4.14) om0 =0, mO=1—7f m()=—1+f,
otrzymujemy o _ ' 7 , o .
1 2 2 1
my = ——w* p, ¥*—w’ I “_‘[_{_ P2 | X211,
3 W w3
(4.15) .. .

2 2
=t 1)a-n=Fe

Stan naprezenia w powloce jest okre§lony réwnaniem (4.13) warunku plastycznosci,
zatem postepujac jak w zadaniu poprzednim otrzymuwjemy (rys. 5)

Wo

1
2 il
3 (Zx x..+m2).

Uzyskane rozwiazania sa kinematycznie dopuszczalne, poniewaZ wektor plastycznego
ptynigcia ma wszedzie kierunek zewnetrznej normalnej do powierzchni granicznej
oraz sg spelnione kinematyczne warunki brzegowe. Warunkiem statycznej do-
puszczalnosci rozwigzania jest spelnienie nieréwnosci

(416) g=A(—1,1,0), w=w(l—x),0<x<l, u=

(4.17) min m, < m(x) <maxm,, 0O0<x=1.

Funkcja m, na koficach interesujacego nas przedziatu przyjmuje warto$ci gra-
niczne. Ze wzglgdu na to, e jest to wielomianem trzeciego stopnia, ma ona najwyzej -
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dwa punkty ekstremalne, przy czym jeden jest w punkeie x = x, = 0. Warunkiem
statycznej dopuszezalnosci jest zatem speknienie jednej z dwu ponizszych nieréwnodei:

(4.18) xp =1, x, <0,

Uzasadni¢ to moZzna w nastgpujacy sposdb: jezeli zatozymy, ze punkt x = Xy
znajduje si¢ w obszarze powloki, a warto$é momentu w tym punkcie nie przekracza
wartoSci granicznej, to moZemy stwierdzié, Ze styczna do krzywej m, (x) w tym
punkcie przetnie t¢ krzywa w punkcie znajdujacym si¢ w obszarze powitoki. Ponie-
waz funkcja m, (x) ma ciagla pochodng, a wigc pomigdzy tymi punktami musi
leze¢ punkt, w ktdrym styczna do krzywej jest réwnolegla do poprzedniej, a wartosé
momentu jest ekstremalna. Byloby to juz trzecie ekstremum funkcji m, (x), podczas
gdy moga by¢ tylko dwa. Wynika z tego, Ze jezeli punkt x = x, znajduje si¢ w obre~
bie powloki, to warto§¢ momentu w tym punkcie musi przekraczad okreslona dla
danego frzgdna graniczng. Jezeli wigc ma byé spelniony warunek stanu granicznego,
to musi by¢ spetniona jedna z nieréwnosci (4.18).

Dla —1 < f< —1/2 otrzymujemy

2p2w2+12f+12) o

m, = a)zpzx(x—

3p, ©*
2p, 0?1121 412
x, =0, Xy = 3ps 0 -
Dla p, > 0 :
2p; 012112 2p, 0412412
py 041214 -1 [ub P2 ! <0,
3p, ? 3p, ©?
P (Dz P2 a)2
f=—1 ‘i“ 15 f=s—=1 ;
Dia p, <0
12X P’
— — > ] —
f<—1+ 3 f=—1 G

Obszar statycznej dopuszezalnodei rozwigzania jest wiec okreslony przez nieréwnoéck

COZ
Feo1 422 dla p, >0,
(4.19)
Pzwz
f=—1- ; dla p, <0.

Postgpujgc analogicznie otrzymujemy dla 1/2 < f < 1

w?
fsl—pzlz dla p,>0,
(4.20)
pz"ﬂ2
f<lF dla p, <0,
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5, Przypadek B

Dla takich wartodci f przekrdj powierzchni granicznej plaszezyzng n, = f
przedstawiono w ukladzie osi ng, My, (rys. 6a,b). Uwzgledniajac w réwnaniu
réwnowagi (2.4); m, = 0 dla f= 1
otrzymujemy a Mg b kg
G nme=—p, M=p2x—(p1+pr2)- r

Rozwigzanie to bedzie statycznie do-

puszczalne, jezeli spetnimy nastgpujace My My
nieréwnosci: ‘
. F=1 A=
0<mx) <1 dla f=1. :
(5.2) .6
1< (9 <0 dla f=—1. Rys

PoniewaZ n, (x) jest funkcja liniowa, zatem nieréwnofci (5.2) beda spelnione na
calej dhugosci powloki, jezeli tylko warunek stanu granicznego spelnimy na koficach
przedziatu.
Dla f=1 :
0<m@<l, 0<n(l)<l,

—pzpz—1—p, 0zpz-1,
a wigc ostatecznie otrzymujemy

—pyzprz—1 da p,>0,

(5.3
0zp,=-—1—p, dla p,<0.
Dla f= —1
0<p <1—p, dla p,>0,
549

—P2\<.p1\<_1 dla p2<0.

b Ang

-1 1

Rys. 7

W rozpatrywanym tu przypadku powierzchnia graniczna ma punkty osobliwe
(rys. 7a,b), w ktérych wektor predkosci odksztalcenia jest kombinacjg liniowa
wektoréw ograniczajacych, prostopadlych do sasiednich odcinkéw powierzchni
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granicznej, OtrzmeJemy zatem, wykorzystuiac réwniez zwiazki (2.4), i symetrie,
pole predkosci okreslone z doktadnoscia do stalej wielkodci

Ay =0, A‘xzu{), ]Cx=0:
(5.5) . ‘ ) .
u=Fux, w=0, da f=I1.

6. Przypadek C

W tym przypadku zagadnienie jest bardziej skomplikowane i trudno jest znaleé
dokladne rozwiazanie; mozna jednak Z pewna dok{adnoscu; okreshé obszar w kto-
rym to dokladne rozwiazanie sig znajdije.

W wyniku przecigeia powierzehni granicznej otrzymujemy krzywa, ktdra nie jest

‘juz prostokgtem (rys. 8a, b).

a kng .- Ang
o
s i- £ .

A

g

b P

i
1+f - | -
My -1 I U Tiy

_al

]
Rys. 8

Mozna zatozyé, ze pod wplywem dzialania cisnienia zewngtrznego wystepuja
w §ciance powloki odksztalcenia g, < 0. Wdwczas stan naprezenia bedzie reprezen-
towany lfamana BCDE lub B'C'D'E'. Wynik otrzymany dla tej lamane] bedzie
lezal pomigdzy wynikami otrzymanymi dla wartinku stani gramcznego przybli-
zonego prostymi BE i FG albo B'E' i F'(7,

Rozwigzanie dla przyblizenia prostymi FG i F'G’ bedzie takie jak dla —1.<
<f<—1/21 1j2 <f <1, jezeli zakres poprawnosci tego rozwigzania rozszerzy
si¢ odpowiednio dla —1/2 < <0 i 0 <f < 1/2. Bedzie to zewngtrzna granica .
obcigZenia granicznego. W celu okreflenia wewnetrznej granicy musimy znalezc
rozwiazanie dla przybliZenta- okredlonego prostymi BE i B'E’. '

Rozprawy Inzynierskie — #
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Dla —1/2 <f <0

1
6.1) st
Wprowadzajac t¢ wartoéé do (2.4); i uwzgledniajac warunki brzegowe
M) =0, m@=11f m(1)=—1—71,

otrzymujemy

mx:}-wzpzxs—co (Zf-i- + )x2+l+f,
(6.2) '

Polozenie ekstremalnych rzednych otrzymanmiy rozwigzujac réwpanie
m.(x)=0.

Wobec tego, ze funkcje (4.3), i (6.2); sa identyczne, rozwiazanie jest statycznie
dopuszczalne dla wartosci f okredlonych przez (4.19). Predkodel przemieszezen w tym
przypadku okreslaja wzory

. y 1 )
(6.3) : u—w?o(xz—Qx—-—a;—z), we=w,(l—x), O<x<l.
® Dla 0 <f<1/2
. _ | :
(6.4) ' fifﬁ - '7_2"7.

Podstawiajac (6.4) do réwnania (2.4); i korzystajac z warunkéw brzegowych

6 L m@=0, m@=1—f, m)=—1+f,
otrzymujemy
' 1 ' 2 2f
mx=—3—p2m2x3-co2(wz w1+ 3 pz) x*-+1—f,
(6.6) :
_2 2/ 1 2
P12 2 3k

Statyczng dopuszezalno§é rozwigzania okreslaja warunki (4.20), a pole predkosci
. przemieszczeni Wzory

©.7) u= w=wo(l—x), O0<x<I,

Rownania opisujace wewnetrzna granice obszary, w ktérym znajduje si¢ doktadna
krzywa granicznego obciazenia, sa przydatne tylko wiedy, gdy granica, jaka opisuia,.
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jest wypukfa. W przeciwnym przypadku Iepsze przyblizenic daje potaczenie dwdch
punktéw lezacych na znanej cz¢éci doktadnej krzywej granicznej, PoniewaZ w naszym
przypadku ograniczenie dolne stanowia dwie proste o ujemnych tangensach kata,
jaki tworzg z dodatnig potosig f, rozwiazanie jest przydatne, gdy

2

2<
o2

032\ _1;

stad, uwzgledniajac sens geometryczny o, otrzymujemy

(6.8) 0<w<2.

7. Przyklady ilustrojyce wplyw parametrn charakteryzujacego geometri¢ powloki na dokladno&é
okreslenia powierzchni granicznego obcigZenia

Wyniki obliczen dla dwdéch wartodci w = 1 i w = 2 zamieszczono w tablicy 1.

Rysunki 9 (a,b,c,d,e) i 10 (2, b,c, d, e) przedstawiaja odpowiednie krzywe gra-
niczne, ktérych réwnania podano w tablicy 1.

a M b Di . c Ly

71 3l
g4

)

w=1 p=0

pe=04
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Maksymalna réznica pomiedzy ograniczeniem zewngtrznym a‘ wewnetrznym
obszaru, w ktérym znajduje si¢ dokladna krzywa graniczna, wynosi dla p, =0

T ,

Ap1=7= cdla o2,
i 1

Ap1=I+a)-5 .-dlg- w=2,

a odpowiednio maksymalny blad wzglgdny jest rowny

2 g wen
minp,  4ter b 5o
Apl Cl)z—i—d‘
= =
minp,  3oiyd G @=2
d " wh e M

-3

| p=-04

1 pp=-02
. {L}:’]

Rys. 9 . A

Otrzymane wyniki (rys. 9 i 10) wskazuja, Ze dla ohcigZenia staieg\o‘ (p,=0) dla
wszystkich wartodci o i tylko dla —1/2 < f <1/2 krzywa grapiczna mie jest wyzna-
czona w spos6b dokladny (znajduje si¢ ona w obszarze okreslonym przez granice
zewnetrzng i wewnetrzng). Natomiast dla’ pozostalych wartosci f z przedziatu
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—1.< =11 wszystkich @ krzywa granicznego obcigZenia jest wyznaczona w spo-
s6b Scisty, Zgodrnie z (6.8) dla-w = 2 granicg wewngtrzna stanowi prosta laczaca
dwa punkty lezace na znanej krzywej obcigZenia. W przypadku obciazenia liniowo-
zmiennego tworza sie dodatkowo obszary, w ktdrych nie Jest znana Scista krzywa
obcigZenia granicznego. '

d_ Y e pa

w=2 p=-02 =2 py=—04

Rys, 10

Granicg wewnetrzng otrzymano korzystajac z warunku - wypuklosei krzywéj
obcigZenia przez polaczenie prosta dwéch punktéw na znanej krzywej. Obszary te
pojawiaja sie, gdy warto$é sily osiowej f jest bliska -1 sa one konsekwencja spelnie-
nia nieréwriosei (4.18). W miarg, gdy obcigZzenie normalne staje sig coraz bardziej nie-
réwnomierne 1 warto$¢ « rodnie, obszary te powiekszaja sig w klerunku male;ay:e_]
bezwzglqdnej wartofci sily osiowej. -
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Tablica 1
p2=0 ‘ ! . =072 |
_ Granica
zewnetrzna | wewnetrzna | zewnetrzna wewnetrzna |
w=1
fe=—1 ' b<p <l 0< p <08
' 1 —=2f+3 = 2f+2,867
| < — P 1 s
<f<3 f>—1 £ —0,9833 o
S 5
—3 <f<0) pr=2f+3 pL=f+ £} P =2f+2,867 py = [f+2,367
1 5
O f< 5 =343 | =2+ e —Af 12,867 | p = —2f+2,367
= 3f+3 ' pL = 342,867
—_ 1 2
2 </< f<1 ’ £ 0,9833
wm =72
f=-—1 0<p <1 ' 0<p <08
e fe L p1 = 0.5(1-1,5 p1 = 0,5f+1,367
2 f»—1 . S>> 933
1
-5 <F<0] p=05415| pi=—05f41 | p1=051+1,367 |p, = —0,57+0,867
1
0/ 5 | =_15f11,5| p1=—0,5011 |p, = —1,5f+1,367| p, = —D0,5F+0,867
1 — —1,5f115 = —1,5f+1,367
— < f< 51 s , 21 s s
2 f= F<1 F< 0,933

8. UsciSlenie wynikéw otrzymanych w punkcie 6

g Dla —1/2 < f < 1/2 w rozwiazaniu poda-
1 nym poprzednio nie znamy dokladnej wartosci

A ey .
obciaZen graplcznych, a okreflony obszar,

13)¢F BN(3) w ktérym te  dokladne wartoéci znaiduja sie,
jest doé¢ duzy, co prowadzi¢ moze do znacz-
nych bledéw. Korzystajac z teorii o wypuk-
tosci  krzywej obcigzefi granicznych, moZna

' = Zen, jezeli rozwigzemy zagadnienie dla chociaz

zmnniejszy¢ obszar nieznanych dokladnie obcig-

jednej, ustalonej wartodci f z przedziatu
Rys. 11 (—1/2,1/2). Przyjmujemy do dalszej analizy

. warto$é f = 0.
Przekrd] powierzchni plastycznoéei plaszezyzng f = 0 przedstawia rys. 11.
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Tablica 1
E Pr= 034 . | P2 = _012 | m= M0s4
Granica ’
| zewngtrzna . | wewngtrzna | wewnetrzna | wewngtrzna | zewngtrzma | wewngtrzna
w=1
0<p <06 0,2 < py <1 04k <1
pr = 2f+2.733 Py =2f+3,133 s = 2f1-3,267
£ > —0,9667 £ —0,967 f=—0933
pr=2f 42733 ip = 12,233 py = 2F+3,133 | py =f+2,633 py = 2F+3,267 | p, =f+2,767
=_app2 P T = 313,187 T = —3f13,2671 0 T —
o =—3f+ EPPTEPN L Al _apraen |t T T _2f42,767
P = —3F12,733 ' pr =—3f+3,133 P = -3 13,267
. £< 0,967 F< 0,967 £<0,933
’ w=72
0<p <06 02<p <1 04<p <1
|y =0,5/+1,233 Pi = 05f+1,633, Py = 0,5f1-1,767
f> 0867 F>» —0,867 £ —0,733
=0,5f+1,233P1 = — =0,5/4-1,633/PL = = 0,5/4+1,767|P1 =
o SHLB 0 o033 |21 = 03 —0,5741,133 7 SHLTT 0 501,267
P = By = — Py = — P =— PL=— po=—
—1,5+1,233|—0,5(+0,733 |  —1,5f+1,633|—0,5/+1,133|  —1,5/+1,767|—0,5/+1,267
Py = —1,57+1,233 - py = —1,5F41,633 P, = —1,5f+1,767
f< 0,867 F < 0,867 F< 0,733

8.1. Pierwszy mozliwy profil prgﬂkoé;:i przemieszezenia. ZaloZymy, Ze w plaszezyinie
symetrit prostopadiej do osi powloki~i-na koiiéach utwierdzonych powstaja okregi
przegubdw plastycznych oraz Ze ny bedzie wszedzie njemne. Stan sit wewngtrz-
nych bedzie reprezentowany przez boki GF i FE warunku granicznego:

1
nﬂ=?mﬂﬁ~*l dla 0=<x<xo, .,
(8.1 |
n9=-——2-mx2—1 dla x,<x<1.

Przez x, oznaczono warto$é x, gdzie m, = 0,

Podstawiajgc (8.1) i wielko$é p=p,+p,(1—x) do réwnania réwnowagi (2.4)s,
a nastepnie catkujgc otrzymujemy funkcje m, zawierajgcg cztery stale catkowania,
wielkoéci ciénienia p, i p, oraz wielkoéé x,. Do wyznaczenia tych wiclkosci dyspo-
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nujemy nastgpujgcymi szescioma warunkami brzegowymi i warvnkami ciggloéci
sit wewnetrznych:

my, 0)=0, my0) =1, my {(x0) =0,
82 - o, .
mxz(xo) = 0: my (xO) = M, (JCQ), mxz(l) = —1.
Przyjmujemy, Ze wiclko$¢ p, bedzie reprezentowad niewyzpaczony —parametr,
Wynik powyzszych operacji jest nastepujacy:

' [a)x0 — sin x, . ] © 2 c08 WXy
P1= Pz @ (1— cos wxo) 2 (1 — cos wx,)’
2p, 3—3cos wxy— mx, Sin wx, sin aixg
w  l—cosaxe . 1—coswxg B
. . Ch(a) — Cf)xo) - { {COXO —sin OXq ]
=2, (—xg) e O DX T SN @X
P20 =% " — o) P2} (1= cos wo) +
(8.3) ‘ : COS Xy } 1—ch (& — wxg) 1
1— cos mx, sh (e — wx,) sh (0 — wx,) ’
: . 2p, [2 Xy — sin wx, 1 ] )
", [ —
! w o0 WX+ P24 (1—coswxy) 1—cos wx, cos a)lx+ P2
[ X5 = SiN X, 2—cos Xy ] 5
TP (1—coswxg) | 2(1— cos wxg) ’
7; | ' ch @ "~ chwx,
mxz‘_< pg_( — o) sh (w — wx,) sh (@ —wxg)

+{2 [wxoﬁsin 0xg ] T COS X, } chw—ch @xo h : -
72 @ {l-—cos wx,) . 1—cos wxy ) sh(w— wx,) / sh ax+
: +< 2‘ [ sho ~ shax,
TR G T ey T e vy
{ [(onfsin OXo ] . cos'wxo } sh 0 — sh wx,
_— ‘ ®
Fa w {1— cos wx,) l—cos wxo ) sh{w — wxg)
@Wxg — sin wxg COS Xg

* ch GJ?C?'2P2 x+2ps w(l—coswxg) 1—coswxy

Warunkiem statycznej dopuszezalno$ei rozwiazania jest spelnienie nieréwnosci
0<ma(@¥) <l dla 0<x <x,

(8.4) _
~l M, () <0 dla x s<x<1.
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W rozpatrywanym przypadku sita osiowa wynosi zero i osiowe przemieszczenie
nie jest istotne, Otrzymujemy zatem korzystajac z (2.4); i (8.1).oraz stowarzyszo—
nego prawa plyaiecia - - : ‘

B W o l . - I -

q=(—~w,— 2®2)=A(——I,-7) dla 0 <x<x,,

(8.5)- _ e . . _
q“=,1(—1,e—) : © dla xo-<x<1'.

Eliminacja nieznanego parametru A prowadzi do dwoch réwnaf rézniczkowych
Jednorodnych drugiego rzedu:

w1+co we=0 dla 0<x<xg,
(8.6) i
Wy, —o0w, =0 dla. xp<x<l.

Catkujac powyisze réwnania i uwzgledniajae warunki ciaglodci przemieszezen
i warunki brzegowe

8.7 Wl(k) = Wy (te), Wi (o) = Wy (50} = wo,  wa(1) =0,

otrzymujemy pole predkosci przemieszbzeﬁ- okreslone z doktadnosdcia ‘do stalej
wartosci wy:

Wy = Wy [cos (wxy ~— @x)4ctgh (o0 — coxg) sin (ewxy — a)x)]',
8.
(8.8) : . sh (0 — wx)
Wy = W T . o : '

2770 shiw —waxg) o

- Rozwiazania powyzsze sa kinematycznie dopuszczalne, jesli spetniajac kinematyczne
warunki brzegowe wekior predkosci plastycznego plyniecia ma zawsze kierunek
zewnetrzne| normalnej do powierzchni granicznej. W szczegolnosc1 to zadanie musi

by¢ spelnione w miejscu nieciaglosci w’ (0), a wiéc otrzymujemy
(8.9 , w0 <0, w® =0

Ze wzgledu na to, ze okredlenie statycznej i kinematycznej dopuszezalnosel rozwia-
zania jest bardzo pracochtonne, gdyz wymaga zmudnych obhczen numerycznych
ograniczymy si¢ tylko do podania algorytmu.

Chodzi mianowicie o znalezienie takiego przedzialu wartosci e, dla kidrych
spelnione bylyby nieréwnosci (8.4) i (3.9). W tym celu korzystamy z rownania
(8.3),, ktorego przy ustalonej wartodci p, wyliczamy x, w fonkcii . Nast¢pnie
majac obliczone x; wyeliminujemy je z rdwnai okreflajacych roziktad momentdw
i predkosci przemieszezeri. Badajac dalej tylko wartodci ekstremalne momentéw
i ugie oraz wy (0) moZzemy okre$li¢ wartoéci @ spelniajace jednoczesnie nieréwnosci
(8.4) i (8.9). Jest to jednak schemat bardzo formalny, gdyz ogdlnie okreslenie xo
w funkeji @ z réwnania (8.3), jest niemozliwe. W zwigzku z tym przy ustalonym p
naleZy wprowadzac do (8:3); kole]no rézne warto$ci m, przy czym okresla¢ dopiero
parametr x. : : C
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Przyjgte @ i obliczone xy nalezy wstawié do wzordw nd m, i w i zbadaé, jak
zachowuja si¢ funkcje w przedziale 0 < x, < 1. Jezeli spelnione beda nierdwnoéci
(8.4) i (8.9), znaczy to, Ze przyjeta wartoéé¢ w leZy w przedziale statycznej i kine-
matycznej dopuszczalnodci rozigzania.

8.2 Drugi mogliwy profil predkosci przemieszezenia Dla pewnych wartoSci . istnigje
mozliwosé powstania mechanizmu zniszczenia, w ktérym w plaszczyZnie symetrii
nie powstaje okrag przegubdw plastycznych, lecz zachowana jest gtadkos$é funkcji
w(x), czyli w' (0) = 0. Analiza podobna do przeprowadzonej w punkcie 8.1,
z wykorzystaniem warunkow

m;:i ®=0, m;1 (x0) = m;cz (xo)
L% (x(}) = My (xO) =0 s Mxa (1) =—1
(3.10) , -
wy (0 =0, wi(xo) =wy(x0) = wo,
wi(xo) = wy(xo) s w(1) =0
prowadzi do nastepujacych wynikdw:
1— ch (o — @xy) ]}*1

sh (0 — wxg)

P = {Zm [tg WXy —

{ 2 cos .cox0~1+(x0f—1)msina) xo] B
2p: COS WX,

1—ch(w—mxg) |

— 2p, o (1—xg) ctgh (@ — wxg) — 2 m (w - (uxo)

e
(8.11) + 2o tg wxo},

. sh (o — a)xo)

2ps .. Pz
= — — 2 ———t —_—
My P sinwx+ { g WXy

1 .
- M [p2(xo —1)—P1+1]} cos wx-+-2p, x — 2(py-Fp.—1),

{l—xg)chew | | ch @ — ch wx,

P oy

Mz 22[‘02 sh (o — wx;)

sh (o — wxg) -
sh w — sh wx,

. _
1 D% ]sh wx-|2 [(l—pl)

2 sh (& — wx,) sh (@ — wx,) N

sh w n sh @ xq
h (v — exxg) 2 sh (0 — mxg)
— 2py x+2(py+p2—1),

- ]ch x5 —

tg wxy = ctgh (0 — wxo),

. COS X sh (v — wx)
Wy = Wy ————— Wy = Wo—— .
70 coswx,” - 2 Y shi(w— mxg)
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Warunkiem statycznej i kinematycznej dopuszczalnoécl rozwiazania jest spelnienie
nieréwnoéci
0<mx1(x) =1 dla 0<x=<x,

(8.12) —1I<mo@() <0 dla x<x<I,

w(x)=0 dla 0<x<1.

W ten sposob mozna z pewng zaloZong z géry doktadnoscig okresli¢ przedzial
statycznej i kinematycznej dopuszezalnosci rozwigzania. Nalezy zauwazyé, 2e teore-
tycznie @ moZe przyjmowal wszystkie wartoSci z przedzialu [0, -++oo), jednak
w praktyce inzynierskiej zwykle mamy ustalona warto$é z tego przedziatu i analize
nalezy przeprowadzi¢ tylko dla tej wartoei w.

8.3 Przyklady liczhowe. RozwiaZemy obecnie przyklady przyjmujac wartoei
o =1, p, =0; 0,2; —0,2, Uzyskane rezultaty poréwnamy z wynikami podanymi
wp. 6

Zalézmy, Ze powstaje mechanizm zniszezenia rozpatrzony w p. 8.1. Jezeli stwier-
dzimy, 7 rozwigzanie jest statycznie i kinematycznie dopuszczalne, zaloZenie zostanie
potwierdzone, w przeciwnym wypadku nalezy zbadaé inny mechanizm.

_Rozwigzanie dla © = 1,p, =0 Jest nastqpujqce Réwnanie (8.3), sprowadzimy
“do postaci

— €08 Xq ctgh (1—xg) — Sinx, = 0.

1
fl ( 0) Sh (1 )
Rozwigzaniem humerycznym tego réwnania jest x, = 0,70. Pole momeniéw okre-
§lone jest przez funkcje (8.3)5 4t
my, = 4,260 cos x — 3,260,
ey = —1,0461 sh x46,9399 ch x-1-3,260 .
Polozenie ekstremow funkcji m, okreflimy z réwnania m., = —4,260 sin x = 0,

x = nm, a wigc w punkcie x = 0 znajdujgcym si¢ na obszarze powloki warunek
jest spelniony, oraz z réwnania

My, = —1,0461ch x 16,9399 shx =0, x=0,152.

Ekstremum wystgpuje poza przedziatem waznosci rozwiazania (0,7 < x < 1).
Rozwigzanie jest wige statycznie dopuszezalne.

Pole predkosci przemieszezen (8.8) jest nastepujace:
wy = W [cos (xo—x)-ctgh (1—x4) sin (xp—x)] ,

sh(1—x)

W2 = Wo T (4 lxyy
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Warunkiem kinematycznej dopuszezalnosei rozwiazania jest speimeme nieréwnosci

8.9). Otrzymujemy stad
¢ y 1(0) —1 9811w0

Drugi warunek (8.9) jest tez spelmiony, poniewaz w przedZIalach dopuszczalnosm
funkcji w; i w, argnmenty wystepujacych tam funkeji sa dodatnie i mniejsze “od 1,
a wigc dodatnie sa réwniez wartosci wy i w,. Rozwigzanie jest zatem kinematycznie
dopuszczalne, -
Warto§é obcigZenia- granicznego obliczona ze wzorw (8.3); wynosi
2—cosxy . -

P = m = 2,6258 .

Rozwiazanie dla o=1i Py = 0 2 jest nast@pu;qce L
S (%0} = [1,2 (1 — cos xo) — -(0,4x5+1) sin x,] sh (1~—x0) — . _
[0 4 (1—=x0) ch-(1—x) —1] (1— €os xo) -
— [1,4cos x,+0,4 (xu—l— sin xq)] [ch (1 xo) —1} =0,
Rozw:qzame numeryczne daje x; = 0 69,
mx1 = 0 4 sin x+4 4642 cos x+0 4x--3 4642 ,
L My, = —0 4801 sh x—2,2679 ch x— 0,4x+3,470,
m,, = —0,4 cos x —4,4642sin x 10,4 =0,
xy =29028-12nm, . x,=2nm, n_()l,..., ‘
ml, = — 04801 ch x2,2679sh —0,4=0, x = —0,0335.
Rozwigzanie jest wigc statycznie dopuszezalne, peniewaZ ckstremum wystepuje

poza przedziatami dopuszezalnodei funkeji m,, i m,,; jest réwniez kinematycznie

dopuszczalne: ,
w; (0) = —1,9304 wy,: ~w(x) =0

N 5321 »
Rozwiazanie dla @ = i, pz‘ = —0,2 jest nastqpumce
f3 (xo) = [1 2 (1 — cos xo)—l-(l—— 0 4x0) sm x5] sh (L—=xg)— -
—[— 0 4 (I —Xo) ch {1—xg) —11(1—cos xo)—l—
+{0,6 cos x—0 4(x0~1 — sin xo)l [ch (I—xy)—-11=
Rozwiazanie numeryczne daje x, = 0,70,

xl = 0,4 sin x+4,1569 cos x — 0,4x—3,1569 ,
mxz = —1,3659 shx 1,9117 ch x-]—O 4x4-3, 160
= 0,4 cos x — 41569s1nx 0,4 =0, _
Xy = 2,9498+2mt, x2 = 2mz , r=01,
W punkcie x, = 0 (n = 0) warunck stanu granicznego nie jest przekroczony, nato-
miast punkt x; = 2,9498 znajduje si¢ poza powloka: _
m., = —1,3659 ch x—1,9117 sh x+0,4 = 0, x<0.
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w=1 pp=000. w02

Rys 17 o

Rozwiazanie jest zatem statycznie dopuszczalne; jeét ond-_tez kinematycznie do-
puszezalne: . ’
wi(0) = ~19811w,, w(x)=0

=2 7734

Pordwnanie wynikéw przedstawmno na rys 12a, b ¢. Obszar zakreskowany przed—,
stawia zmniejszone pole w poréwnaniu z polem okre§lonym poprzedmo W ktorym
znajduje sie -obecnie krzywa  granieznego obma(zema co

" '9, Obcigienie réwnomiemé

Przyjmujac w otrzymanych wynikach p, =0, otrzymujemy dla plerwszego _
mechanizmu zniszczenia: ¢ . . . -
dla 0 <x <x,

" COS X — COS WXy -
3

(9.1) 'inx =

1— cos wx,

W = W [c0s @ (Xg—x)4-sin o (scoéx) ctgh o (1—x0)] ;
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dla x, <x <1

m, = — {shw (I-xg) [ch & (1—x) — cos wx,] —
9.2) —sh o (1—x) [ch @ (L—xo) - cos @x,]} fsh (1—2x0) (1 — cos x0)] ™%,
_ sho(l—x) '
YT he( xy)’
gdzie
1 2—cos mx,
L 2 I—cosmx,’
(9.3)
h o (1—x) S & vy > 0
sheo (I—x0) = —F= , .
- ° ]/2 cos mxy--1 ’

Warunek statycznej dopuszezalnosci rozwigzania (8.4) jest spelniony, poniewaz
m, jest monotonicznie malejacg funkeja x dla 0 < x < 1. Natomiast z warunku
kinematycznej dopuszezalnosei (8.9) otrzymujemy, ze

(9.4) 0<m<1,649 .

Dla drugiego mechanizmu zniszezenia otrzymujemy:
dla 0 <x < x,

COS MX— COS @X, cOs WX

cos mxo [2¢h @ (1—xg) —17° W= Mo as wxg

(9.5) m, =

dla xg <x <1
2ch @ (1—x0) shw (x—x,)+sh @{(1 —x) — show (1—x¢) -

(9.6) T sh @ (1-x,) [2 ch e (1—x0) —1] ’
. _ sho(l—x)
W= Wo sheo (1—x,)°
gdzie
1g w xp = ctgh o (1—xp),
(9.7) pﬂl_f— l. , w0>0.

2[2ch o (1—x,)—1]

Rozwigzanie powyzsze jest statycznie dopuszczalne dla @ > 1,649, a kinematycznie
dla @ > 7/2. Zatem (9.1) i (9.2) przedstawiaja rozww,zame zupelne dla o spelniajace-
go (9.4), a (9.5 1 (9.6) dla o > 1,649.
Wyniki (9.1) - (9.7) sa identyczne z wymkaml uzyskanymi przez P. G. HODGE'A
w pracy [2].
" Dla 12 <f <1 .
= (=2 (U—f), m=—-1tf, ne=f,

©.5) w=w,(1—x), u —l;—( 2x2—x?+ }

p= (1+w7)(1—~f).
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Dla 1 <f<—1}2
x=(1_2x2)(1+f)5 "y = _1: fy :.f’

. Wo
(9'9) . W= wy (l—x) s U= — ‘é‘a‘;i,
p=1+ 2(1+f)
Dla f= +1
010 my=0, m=-—p, n,=f,

w=0, wu=Fux.

Rezultaty (9.8)-(9.10) sa zgodne z podanymi w pracy {4].
Dla 0 <f<1/2

1 - -
m,=({1-2x)(1—-1), ngﬁ——?, n. =1,
0.11 1 =
(.11} _ w=wy(1—x), U= Sgs

2 1
p= 5 (—2f)+ - (granica wewngtrzna).

Dla —1/2 <f <0
1
= (1=2x%) (1+1), me=f—75, n=f,

Wol . 1
(9.12) w=w(l—x), wu= 5 -2x iR

_ {2 1 2 + 1 - ¢
A e f+ o2 2 (granica wewnetrzna).

Granicg zewnetrzng okreslaja wzory (9.8) i (9.9), jeZeli zakres dopuszezalnodci tego
rozwigzania rozszerzy si¢ odpowiednio dla warunkéw 0 SFCI21 12 €7 <0.
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Pesrome

HECVIIASL CITOCOBHOCTh TTW/IMHAPAYECKOM OBOJIOYKH,
3ATPY)XEHHOW JIMHEIMHO-TIEPEMEHHLIM JABJEHWMEM ¥ OCEBOM CHUIOIN

B pabore pemaercs BOIPoc Hecymeil CHOCOGHOCTH HWIMEIPHUECKOH O0BGOIOURH ¢ IKECTKO
JaMEMICHENIMA KpasMy, YOABSKCHECH NeHCTEHIO JMHACHRC-TIepEMEHHOMY [ABIICHAI0 H OCEBO
cunsl, TIpAMERASTCA NOBEPXHOCTh INIACTHYHOCTH HpHBeAcHHyio B pabore [2], M BhiBeIZeHHYIO
HA OCHOBE KPHTEpH: [IACTHINOCTH TPeCkH W IPHHATHW CIOECTOH CTPYKTYPH CTHKY OBOICUKH.
PaccMaTprparores TpH ciydas, OIPeNENMIOLIEe WHTEPEAN WAMEHYHBOCTH f:— 1 < f<—1/2
H12<f<1, f= =1, atamme — /2 < f< 0 7 0 < f< 1/2, Oupepensorca yCIOBMA CTATH-
HeCKOH M ENHeMATHYIECKOM MONYCTHMOCTEH DEIIeHHS u ofCyHuaeTca BIMNHME NAPAMETPA o,
XBPAKTEPUIYIOMETO TEOMETPAG OGOIOMKE M BIMAHME HEPABHOMEPHOCTH HATPY3KH, Ma TOYHOCTH
ONpPEIeIIeHH XPABBIK HPeNSHIbHOH HATPY3KE, Jlarovces WHCIOBRE MPHUMEPH A 3HaueHui = 0
W @ =1, ANa ANMIOCTPEPOBAHES XOAA PACYeTOB W crocoBa yMEHbLeHHS ODIacTH, B KOTOpOH
PAXOOUICHA TOYHAS KPWBAA npenémﬂbﬁ Harpysxd, B paGoTe npueomuTCH DPAX PHCYHIOB HpPej-
CTABOMEX KPUBbiE ¥ NOBEPXHOCTH NPEHSHEHOH HATPY3KH,

Dpunusan, B nonyderRHoM penmreuy ps; = 0, HONYMAXOTCH Pe3YTLTATHL AAA CHYYAs DaBHO-
MEPHOH RarpyskH, COTJIACHEIE ¢ TPUBEIEENLIMA B paforax 2, 4.

Su_mmary

THE LIMIT LOAD OF A CYLINDRICAL SHFLL UNDER THE ACTION
OF A LINEARLY VARIABLE PRESSURE AND AN AXIAL FORCE

The problem solved in the present paper is that of the limit load of a cylindrical shell with
clamped edges, subject to the action of a linearly variable pressure and an axial fofce. The yield
surface used is the surface described in Ref. 2, and detived on the grounds of the Tresca vield criterion
for a layered wall. Three cases are considered, corresponding to three variability regions of the axial
force f. These are —I <f< —1/2and 1/2<f<1, f== 41, —1/2< <0 and 0 < F< 1/2.

. The conditions of static and kinematic admissibility of the solution are established. Other
subjects of the discussion are the role of the parameter e characterizing the geometrical form of
the shell and the influence of the non-uniformity of the load on the. accuracy of the curves of limit
load obtained. Numerical examples are given for f — 0 and @ = 1 in order to illustrate the computa-
tion procedure and the way in which the region containing the acenrate curve of limit load can be
reduced,
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