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ROWNANIA RUCHU UKEADOW Z SIEAMI UDERZENIOWYMI

CZESLAW CEMPEL (POZNAN)

1. Wzrastajace zastosowanie ukladéw wibracyjno-uderzeniowych w technice
spowodowato konicczno$¢ analizy ukladéw dynamicznych z uwzglednieniem zja-
wisk uderzeniowych. W pracach dotyczacych tego problemu, np. {1 i 2], dzialanie
sit uderzeniowych uwzglednia sig dopiero w warunkach granicznych zagadnienia
lub tez w postaci ciagu sit impulsowych zaleznych od czasu, wystepujacych w cha-
rakterze dodatkowych sit wymuszajacych (po prawej stronie réwnania rézniczkowego
ruchr). Wiadomo, 7e wielko$é po-
pedu tych sit impulsowych okreslo
na jest przez warunki ruchu uktadu
oraz e zjawisko uderzenia wyste-

puje zawsze przy tej samej wspol- v K

rzgdnej] ukiadu (up. przy x=x,). I/\/\/v

Te dwa fakty nasuwaja przypusz- g; ]

czenie, ze zjawisko uderzenia mozna % 7 7 -
opisaé pewng funkcjg zaleing od U Xg X4

potozenia i predkoéci ukladu. Odpo- Rys. 1

wiadajaca tej funkcji «sita uderze-
niowa» bedzie miala charakter pozycyjny i jako okre§lana przez warunki pracy
uktadu poWinna wystgpi¢ po lewej stronie réwnania réiniczkowego ruchu. Postad
sity uderzeniowej i sposéb wystepowsania jej w rdwnaniach ruchu postaramy sie
okredli¢ w niniejszej pracy.

2. Rozpatrzmy ruch uktadu sktadajacego si¢ z masy m i spr@iystego ograniczni-
ka ruchu o sztywnodci & (rys. 1).

Réwnanie ruchu ukfadu i warunki poczatkowe majg postaé

() A2 —x)u(x—x,)=0
AZ:E, x@=x,, x0)=V, u(x*x1)={
m

G, jesli x<=x,,
1, jesi x> x,.
Przyjmijmy, Ze po czasie ¢ = 7 masa m w swoim ruchu osiagnie ogranicznik, a po
czasie ¢ = Tt oderwie si¢ od niego poruszajac sig w strong przeciwng niz na po-
czatku ruchu, czyli Ze

(2) x(M=xT+1)=x,.
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Na podstawie wiasnodel ruchu (2) mozemy zastgpi¢ funkeje skoku jednostkowego
w réwnaniu (1) przez dwie fonkcje zaleZne od czasu:

(3) X2 —x) i —T) —u(t —T—1)]=0.

Rozwigzanie réownania w postaci (3) napotyka na istotne trudnosci. Moina je
omingé przez dwukrotne réiniczkowanie i przyjecie dedatkowych warunkéw po-
czatkowych w postaci X (0) = 0, % (0) = 0. Wykonuijac rézniczkowanie musimy
skorzysta¢ ze wzoru na rézniczkowanie dystrybucii, jaka jest w szczegdlnosel drugi

. wyraz rownania. Na podstawie [3] mamy

@ U @ue—al = @ ui = @ E—a),
gdzie J (z — a) jest znang funkcja Diraca.
Roéiniczkujae dwukrotnie (3) i uwzglgdniajac (4) i (2), otrzymamy
B XA —u(@—T—DH+2x T —T)—
—R2xT+0ét—T—1) =0.

Otrzymane réwnanie rozwigzemy stosujac rachunek operatorowy Laplace’a.
Przedtem jednak zauwazmy, Ze

a{Xu(t—1T)} = fs'cu(z-_T)e-ﬂdr = f;ze*'ﬂ dt = [ Xemdi = a(¥),
[ T -0
(6) _ o . e
af{Xu(t—T—1)} = f}éu(t—T—— T)e % dt = f}ée‘“dtz
o

T+
‘gdyz, jak wynika z (3),

x=0, 0<t<T, x=0, t=T+r
Po uwzglednieniu (6) transformacie réwnania (5) nadamy postaé
@ s*x(8) — 53 x (0) — 5% x (O) — sx (O) — X' (0) +
422 [5% x (8) — 5x (0) — x (O)+-x (T) =T — x (T 1) e_°(T+’)] =

a uwzgledniajac zalozone warunki poczagtkowe mamy

§3 X052V A2 sxp+ A2V — A2 x (T)e " T+A2 x (T ) eI
(8) x (s} = 2 32 : ’
§2 (324+A%y

Stad po rozkladzie na ulamki proste

X0  V—x()e T x(T+1) e (Me " —x(T+r)e T
©) x()=""+ : 7 i _

MY

Wykonujqc na funkcji (9) transformacje odwrotna i korzystajac z warunkéw gra-
nicznych (2) obliczymy niewiadome:

(10) (=¥, xT+1D=—V, T='%.
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Uwzgledniajac powyzsze w transformacie (9) mamy

Fo V(I —e ) ¥ [e*ST—%e—S(HI) ] lVems(T+ 7} |
(1D x(s) = pe + S22 - <2

Wobec tego przemieszczenie masy m wyraZa sie wzorem

(12 x()=xe L Vi— V(t—T)u(t—T)-I—-%sin AMt—T u(t—T)+

V. 7 2 7 T
+ TSmi(t—T— T)u(tﬁT* -I) mV(t —T— T)u(t —I— —}“—) .
Latwo sprawdzi¢, Ze otrzymane stad wykresy przemieszczenia i predkosci w skali
czasu maja postaé przedstawiong na rys, 2i 3. Z wykresdw przemieszezenia i predko-
$ci wynika, Ze je$li T — 0, to otrzymamy ruch'bf;daccy wynikiem odbicia masy m
od sztywnego ogranicznika (k — oo) przy x = x,.

A x(t) i)

L \ | .
NG 3

Rys. 3

3. Chege rozpatrzyd przejécie graniczne od ogranicznika sprezystego przy x = x,
do sztywnego (k ~» o), weZmy pod uwage téwnanie ruchu masy m ze spreZystym
ogranicznikiem w posiaci

(13) mx+k(x—x)ut—T)—u(t —T— 1)1 =0.
Oznaczajac drugi wyraz réwnania jako f(k, T, 1), mamy
(14) JfE D) =k(x—x)u(t—T)—u{t—T— 7).

Wiadomo, Ze jesli sztywnoéé ogranicznika dazy do nieskoniczonoéc, to czas kontaktu
masy ze sprezyna dazy do zera (v — 0). Zmienna x (f) wystepujaca w (14) zawiera
si¢ tu w granicach x; <x (¢} € ¥pmax» X (T) = x;. Przyimujac x(f) = x (T10),
0 < 8 < 7 1 przechodzac z (14) do granicy, znajdziemy

(15) f(xl,T)—hmf(k T'c)w

=0 ’ -

0 _
o kr[x(T—?-?—!—?)——x(T)}[u(t~T)~—‘u(t——T—r)]
= {im :

k00 T
A TR N T .
— lim kZ[ (T+?)+?x(T+7)"x(T)] [ (t—T)—u(t—T— )]
Broo 2 - o1f2 T ’

=0



CEZESLAW CEMPEL

642

Granica ostatniego wyraZzenia bedzie floczynem granic. Obliczajac je kolejino otrzy-

mamy
[u@—T)—u(t—T—1)]

lim =3(t—1),
=0 T
: 0 7 6
(16) [x (T+ 3]0+ (T+ _)]
. 2 2 2
Iimil Mo T _
7-»0 7!2
_8:1:
“fri5)-sr
— ¥ ! e T
tim 72 +i(rt )| =2,

Aby doprowadzi¢ pozostale wyrazenie do postaci bezwymiarowej, podzielmy je
i pomndézmy przez mase m. Wtedy znajdziemy

an . kz* . kt* i k7?
Icij]olo 2 er:]:o 2m Rilxolo 2m =
= >0 =0

przy czym warto$¢ ostatniej granicy przyjeliémy jako postulat;-ktory uzasadnimy
poZniej.
Funkcja f(x,, T), ktéra mozemy nazwad «silg uderzeniowa» wobec {15), (16)
i (17) wyniesie
(18) S, Ty=limf(k, T,7) =2mx(T)S(¢t—T).
k—00

—=0

Z otrzymanego tezultatu wynika, Ze sila ta ma charakter pseudosprezysty (k — oo)
i jak wynika z (18) jest dystrybucja zalezng od czasu. Poniewaz chwili # =T
odpowiada przemieszczenie uktadu x (7) = x;, to w my$l {3]

(19) : S(t—T)=Ix (T (x—x1),
w zwiazku z czym
(20) S, T) = 2mx (T 1x (TH 6 (x— x1).

Wstawiajac obecnie otrzymany rezultat do téwnania (13) otrzymamy réwnanie
ruchu masy m przy mozliwosci zderzenia ze sztywna przegroda przy x = Xx,:

(21) mx-+2mx (TY 1% (TN 6 (x —x,) = 0.
Jak wiadomo [3], dia funkcji ciaglych odpowiedni jest wzér
fe@E—-1)=50)é(—T).

W naszym przypadku predkoéé x w punkcie x = x; moze mieé niecigglo$é skokowa.
Jesli jednak uméwimy sig, ze x (7') = [x (¢)],_r—, czyli ze zawsze bedziemy uwzgled-
niali granicg lewostronna, to réwnanie (21) przyjmie postaé

(22) mx4-2mx |x| 6 (x —x;) = 0.
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Aby przekonad si¢ o poprawnosci réwnania (22) i sprawdzié stusznoéé przyjetego
postulatn, rozwazmy ‘Zderzenie masy m ze sztywna przegrodg usytuowana w punkeie
x = x;. Na podstawie (22) réwnanie ruchu ma postaé

(23) 2 S(x %) =0, x(©0)=x, x(O =V
Stosujac przeksztalcenie (19) przy zalozeniu zderzenia w chwili ¢ = 7' otrzymamy
(24) X+2x8{(—T)=0,

a po zastosowaniu transformacji Laplace’a i uwzglednieniu warunkéw poczatko-
wych (23)

Xo V—2x(T)e T
(25) 1. x(s) = > + .

SZ

Pamietajac, ie

' _ 1] 4 _}eéll [ T,
(259 X)) =x, u{t—T)= { 1 e ro7T
ottzymamy

. Xo V 2VesT
26) X(TY=V, x(@=—+—F5—"F5-.

5 A 5

Zauwaimy, 7¢ identyczny wynik otrzymamy z transformaty x (s) ukladu z ogra-
nicznikiem spreZystym, stosujgc przejécie graniczne A - oo (k — o0). Biorac pod
uwage (11) znajdziemy

27 x(s) =lim x (s, 1) = lim

As00

Xo L+ V(l—eT) " V [e*”—!-e S(HT)]
{ s 52 52402 B
VeﬁS(TWLT ) } Xo )
— = :

SZ

Wynik tén usprawiedliwia przyjecie naszego postulate i potwierdza poprawnosé
traktowania sity uderzeniowej jako pseudosprgzystej i pozycyjnej. Stosujac transfor-
macjg odwrotng do (26), otrzymamy

(28) x (1) = xpF Vet=2V (i—T)u(t —T), x@®=V—-2Vu(t—T).

Wykresy tych funkcji podajemy na rys. 4 1 5.

Jak wida¢, otrzymany wykres przemieszezenia i predkoscei w zalezno$ei od czasu
jest poprawny i identyczny z tym, jaki otrzymaliby$my stosujac hipoteze Poissona
o impulsach sit uderzeniowych przy wartoSci wspdlczynnika restytucii R = 1.

Roéwnanie (22) mozna uogdlni¢ na przypadek, gdy wspélezynnik restytucji
R 1. Wtedy bedziemy miehi

(29) mx+(1+R) mx |x| 6 (x—x) =0. .
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Poprawnosé takiego przyjecia latwo sprawdzi¢ stosujac do rownania (29) twierdzenie
Kelvina o pracy sil impulsowych. Po obliczeniach otrzymaliby$my

1—R?%

AE = mx2(T),

co jest zgodne z teoria zderzenia masy m z nieruchomymi wigzami. Warto w tym
miejscn zwréeié uwage na fakt, Ze rownanie (29) jest poprawne bez wzgledu na to,
czy ogranicznik znajdaje si¢ przy x; > 0, czy x, < 0, tzn. czZy x () > 0, czy tez
x () < 0. Ta whasno§é przedstawionego opisu sit uderzeniowych pozwala konstruo-
wa¢ rownania ruchu ukladéw ze sztywnymi ogranicznikami biorac za punkt wyjscia
réwnania Newtona lub zasadg d’Alemberta.

[X(i’) i X(t)

~+f

T \”?

Rys. 4 Rys. 5

4. Jako pierwszy rozpatrzmy ukiad skladajacy sic z masy m, poruszajace sie
migdzy dwoma ogranicznikami dla x; > 01 x, < 0. Z rozumowania przeprowadzo-
nego wyzej, 4 w szozegdlnodc z przejscia granicznego wynika, Ze sily uderzeniowe
nalezy traktowad jako pseudosprezyste, a wiec w réwnaniu Newtona musza wystapic
po prawej stronie ze znakiem minus. Uwzgledniajac jeszeze, Ze¢ R <1, mamy
(30) mx = — (14R) mx |x| 8 (x—x5) — (1+R) mx |x] 8 (x—x,) .

Pamictajac, ze w my$l przyjetei umowy w obliczeniach uwzgledniamy wartosé
predkodei dla [x (1), , gdzie ¢, oznacza czas uderzenia, bedziemy mieli

@6y XH(14+R) % 3] [0 (x—x)+6 (x—x,)] = 0.,

Jest oczywiste, 7e jesli masa m poddana jest wymuszenin, to w rownaniu wystapi
ono po prawej stronie. '
. Poshugujac sie analogiczng zasada latwo skonstruowaé roéwnanie ruchu ukladu
zlozonego z masy, sprezyny 1 dwu ogranicznikéw (rys. 6). -
W przypadku ogdlnym rdwnanie to ma postaé
32 mi-lox-(1-H-R) ms (%] [6 (v—sx,)+6 (x—x)] = 0,
czyli

- . k
(2)  FRRXFQRR) X B (—x)+0 (x—x)] =0, A=
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W przypadku |x,{ > xy, tj. gdy x () < x,, funkcja uogdlniona J (x - x,) bedzie
dystrybucjg wszedzie réwna zeru. W zwigzku z-tym otrzymamy réwnanie ruchu
ukladu z ogranicznikiem jednostronnym przy x = x, w postaci

(33) 4R x (IR % %] 6 (x—x1) = 0. |
Konstrukeje réwnadi dla ukladéw o dwu stopniach swobody dogodnie jest zaczaé
od vkladu z rys. 7.

7 X :

Z - V/ my

V7 k . 7 ke . |'

m |

i

. |
\ / :-q—a-l

! C [t

i oo I
X3 0 Xt X 4

Rys. 6 Rys. 7 . S

Ze wzglegdu na analogie do ukladéw wyiej rozpatrywanych réwnanie ruchu
napiszemy od razun 'w postaci ’ :
"y ;71‘|‘kx x-S, (x1—x,—0)=0,
, My Xytka x,485 8 (6 —x,4+1) =0 .
Wspdiczynniki S, i S, 'moina znaleZé stosujac hipoteze Poissona dla przypadku
zderzenia prostego dwu kul o masach m, i m,. Po obliczeniach otrzymamy

14R X5
i) Bl =) = 0,

"y ';‘:'1+kl Xy +

my+m;
(34) o Te— L
PN +(1_+M(i _._'):H; X !5(3; —x _,_I)HO '
My X, Xp . P 27X 2‘_3‘51 TN TR =V.

Z otrzymanego rezultatu wynika, Ze ukladanie réwhan ruchu z sitami uderzeniowymi
jest proste, a pomiedzy odpowiednimi réwnaniami -a réwhaniami ruchu z silami
sprzggajacymi typu sprezystego (np. X, (g — x2), Ky (x, — x;)) zachodzi wiele
analogii. Analogie te wystepuja w sposdb WwyraZny w réwnaniach ruchu ukladu on
stopniach swobody (rys. 8), gdzie zatozono mozliwodé zderzedi mas sasiednich.
W przypadku tym réwnania ruchu maja postaé

(35) iy ;Ci'{“ka (=X 1)Ky g (xff"xiﬂ) +
(1-+R) m;m;_q o e e Lone -
T, G ol 0 e )
(14+-R) i?’.le L Y N oL S
+ W _).Ci,_xH-l) ixl__.xéfl.! d (xi-ﬂ_at#l_ X)) =0,
i=1,2 ., mMmy=ko=my; =k, =0. ,
Wydaje sig, Ze ostatni przyklad w pelni ilustruje sposob ukladania réwnad ruchu

z sitami uderzeniowymi. '

Rozprawy Ingynierslkie — 7




646 CZESLAW CEMPEL

Uwazna analiza przytoczonych tu réwnan prowadzi do wniosku, iz charakter
sit uderzeniowych jest istotnie nieliniowy, stad tez w rozwiazaniach tych réwnan
nalezy sie spodzwwac silnego wystgpowania zjawisk typowych dla klasycznych
ukladéw nieliniowych.

my Mg i
kn-1
R\ - g
Qp-1 i
il
) Xt
Rys, 8

5. Rozwiagzania podanych wyZej rownan ruchu mozpa poszukiwaé w prostych
przypadkach droga calkowania w przedziale liniowosci (migdzy uderzeniami),
Bardziej uzyteczna wydaje sig¢ jednak metoda operatorowa, rwlaszcza ze, jak wynika

: 7 analizy ruchu masy z ogranicznikiem, pozwala
ona badaé ruch w catym przedziale zmiennosci
czasu ¢ Wezmy pod uwage roch w ukladzie

v masy z dwoma ogranicznikami (30) przy x=x,
i x=x, (rys. 9). Przy braku sity wymuszajacej
‘_Uiﬁ—l ruch bedzie okresowy, jesli zderzenia beda do-

ok — ——— e —

skonale sprezyste, R=1. Wobec tego zderzenia

7. ogranicznikiem prawym (x = x,) beda za-

chodzi¢ np. dla czasow t=nl, n=0,1 ..,
2n-+1

2
masy. Przy spelnieniu powyZszych zalozen réwnanie ruchu (3) wraz z warunkami
poczatkowymi i granicznymi bedzie miato postaé

kd

X2 X

Rys. 9

a7z lewym przy x = x, dla = T, gdzie T jest nieznanym okresem ruchu

x+2x %] [6 (x—x,)+d (x—x,)] = 0,
2n+1
2

3]
x\7)
gdzie predkosci x (T) i x (7/2) sa niewiadome.
Wobec okresowodei ruchu i zaleznoécei (19) wystgpujace w réwnaniu dystrybucje
jako okresowe moina przeksztalcié nastgpujgco:

60 x@=xn, ¥O=Vi, xen=xn. (7 1)=x,

fi

. . L 2n+1
xT)=x{T), x( 2 T)

138 (i—xq) = 2 8 (t—nT )= 8(T),
37 =0

% 41 T
11 6 (v—x2) =Z 5 (:— 2": :r) = 5(7),
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w zwigzku z czym rownanie ruchu bgdzie mialo postad
o e T
(38) o xP2x|o (@44 ~2—) =0

Uwzgledniajac warunki poczatkowe i podstawowe (37) po transformacii Laplace’a
rownania (38) znajdziemy

(52 V3) (1—e T — 25 (T)~ 25 —2—) o .

(39) x(s) - S:J, (1__e~sT) l = I_e—_‘s’f' :

Ze wzgledu na okresowos$¢ ruchu transformata & (s} powinna znikaé poza przedzia-
tem (0, 7). Korzystajac z tego i warunkéw granicznych ruchu (36), otrzymamy

T 2(x;—x
) . = (%, 2).

(40) X(T) = ~x (3— = v

Wstawiajac obliczone predkosci do (39) po przeksztalceniach otrzymamy transfor-
mate przemieszczenia i predkofci:

A1 .t v, hsT . V, h.s'T
(41) x(s)~?2 2 teh = () kL Rures

Stad przemieszczenie masy m i jej predkoéé [4] sa nastepujace:

x()=x,—V; t——2V1§:(~I)"[I-—%T]u(f——%T) R

n=1

&, 7 2(x,—x
)E(f): HVI—QV]";ZII (—1)”H(I_ET), T:%ﬁ‘
Jak latwo si¢ domyslié, przemieszczenie masy ma postaé funkcji o wykresie w ksztal-
cie pily symetrycznej, a predko$é jest ciagiem impulséw prostokatnych, przy czym
obydwie funkcje maja wspdlny okres (40).

Z kolei wezmy pod uwage ruch ukladu zloZzonego z masy sprezyny i ogranicznika
przy x = x4, (33), (rys. 6). Zaldzmy, 2e ruch jest okresowy (R = 1) oraz 2e uderzenia
zachodzg dla crasu t = T, n= 0,1, ... Wtedy réwnanic ruchu oraz warunki
poczatkowe 1 graniczne przyjma postad

- .. K
FA2 X425 |3 0 (x—x,) = 0, ;Lz:i,
(42) m

O =x, *O=V, x@T)=x;, x@l)=xT).
Korzystajac z przeksztalcenia (37) mamy

X+A2x 2% (T) =0,
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skad transformata przemieszczenia jest postaci

) (e ) =2%(1) | P(s)
(43) X (S) - (Sz_i_lZ) (l_ewsT). - l_e—sT .

Biorac pod uwage warunek znikania funkeiji @ (f) poza przedzialem (0, T') znajdziemy

. AT 2 -V
(44) x(T)y=V, V=—ix tg?-, T=-I[ﬂ:~arctgl—], T>0.
Podstawiaiac otrzymane rezultaty do-(43) po przekszta%cemach otrzymamy transfor-
mate przemieszczenia i prqdkosm
sxyg .V T_,, —x sV T
2_|_112_ z+j'szgh x(s):-sé—i—lz - PERWE C.tghy

Transformaty te w przypadku Xy =0, tzn. gdy T = njl, da_]q, latwo poszukiwane
funkgije: . : :

@) @)=

V
(46) x (t) = = lsm itl , x (t) = —V cos Af sgn (sin Az) .

Wykresy funkc_u przedstawmno na rys. 10 1 11.
pe R LU

vi | ' -
T 2 e gl IT ot
A / :/ :/ t
\ i 1
N . -V (11 ) )

ol
I

Rys. 10 o Rys 1

W przypadku ogdélnym, gdy x, # 0, przcm1eszczen1a i pr@dkosm sg podobne,:
Jednak ze wzgls;du na to, ze T = :n:/ﬂ, majq postac bardzlej skomphkowanq

¥ (1) = —1/x FERRS 2 cos m (: nT)—i-E)] {u (HnT) i [t 1) 7T},

n=0

CON 33(0_‘ 1/x2/12+VZZsm [A (1— nT)+0} {u(tﬂnT)#u{r @+ TD,

=0

_2 AL 4
‘:T— 7 (n arctg)ﬂ ) Gr—arotgrxl.

6. Reasumujac powyisze rozwazania nal'ezy'stwiérdz'ic'," 7e przedstawienie zja-
wiska uderzenia za pomoca okreSlonej tu sity uderzeniowej pozwala opisaé ruch
ukladu za pomoca réwnafi rézniczkowych, okredlonych w calym przedziale istnienia
ruchu. Sposéb wyprowadzania tych réwnan jest prosty, a posta¢ sil uderzeniowych’

Jest podobna do postaci sit typu spr@zystego Wydaje si¢, iz dogodng metoda rozwig-
zywania tych réwnan jest przeksztaiceme Laplace’a.
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Pe3wme
VPABHEHWA ABMXXEHHWSA CHCTEM C YJIAPAMU

B paGore, npepnprmiMaercs MOUEITEA yYeTa ABNEHHA yAapa B IEQOepeHIAAmEHOM ypag-
HOHUE ABWKCHHH CHCTOMEL BIarozaps OUDEefieHCHEIO «YHAPHOH CHITH HA IIyTH NPSNOIEHOTO
nepexona, NONyYeHa HATIAAHAN GOpMA ypaBHeHU ABWieHus, OHO ABIACTCH YDABHEHEEM B 0606-
HIEHHEIX QYHKIEAR, ’ :

3ares, npencrasined oGyl CIOCOS COCTABNEHMS YPABHOHMS NBIKSHES CHCTEM C YHAPAMHA,
4 TAKKE NOMyYeHR HX HCKOTOPEIS PEIEHAs APH TOMOWKE TipeoGpa3oBanes JIamaca /s IpocTsix
CHYy4acs.

Summary
THE EQUATION OF MOTION OF A SYSTEM WITH IMPACTS

This work is an attempt formulate the impact effect in a differential equation of motion of
a system. )

By means of limiting trapsition the impact foree was defined and the simple form of differential
equation was obtained. This equation is a distributive one.

Then the general manner of construction the equation of motion for impact system is shown.
By means of Laplace transformation the solutions of these equations are obtained for uncomplicated
cases. . )
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