RozPRAWY INZYNIERSKIE
4, 17 {1969)

DRGANIA BELKI LEPKOSPREZYSTET O SKONCZONEJ DEUGOSCI
T SWOBODNYCH KONCACH NA PODEOZU SPREZYSTYM
WYMUSZONE PRZESUWAJACA SIE SH.A

STANISEAW BOROWI1K, WACEAW SZCZESNIAK (WARSZAWA)

Wstep

Zagadnienic drgan belki na podiozu sprezystym typu Winklera, wymuszonych
przesuwajacy sie sila, nie jest nowe. Historia jego sigga roku 1926, kiedy to ukazata
sig znana praca TiMoszeNKI [1]. Jak wiadomo zostalo wéwezas rozwigzane tzw.
«zadanie Krylowa» dla belki nieograniczonej na podlozu jednoparametrowym
Winklera. Nastepnie powstalo wiele prac [2 - 11] poswigconych powyiszej tematyce.

Do ciekawszych prac ostatniego okresu nalezq [2 1 3]. W pracy [2] rozpatrzono
ruch sity ze stala predkodcia po nieskonczongj belee na podlozun Winklera
z uwzglednieniem w nim tlumienia w sensie Voigta. W pracy [3] podano rozwigzanie
drgan powyzszej belki, ale obciaZzonej masa z wymuszeniem harmoniczoym lub
dwiema masami: osprezynowana 1 nicosprezynowans. Autor doszedt tu do waiosku,
ze w zakresie predkosci do 60 m/s dla niektérych realnych zastosowan wplyw obcig-
#enia dynamicznego jest nieznaczny, a osprezynowanie masy jeszeze bardziej go
niweluje. Przypisujac - powyisze wnioski uproszczonemu modelowi podioza nie-
uwzgledniajgcemu sity bezwladnosci (tzw. podloZe bezinercyjne), autor rozwiazuje
zadanie na polprzestrzeni spregystej jednorodnej, jednak obcigzeniem teraz jest sila
bezmasowa. Wyniki z tej dos$¢ skomplikowanej w formie pracy wykazuja znaczne
wspSlczynniki dynamiczne. Zmodelowanie powyZszego zadania przez odpowiedni
uktad elektryczny przedstawiono w pracy [4]. Zanalizowano tam réwniez wplyw
odrywania belki od podioia i przypadek drgan nieliniowych.

Z polskich opracowan nalezy wymienié prace [S—7, 101 11]. W pracy [8] rozpatrzo-
no wymuszone drgania plyty w oplywie naddzwigkowym. Niektére rozwigzania za-
gadnienia drgan belki znajduja zastosowania réwniez w obliczeniach hydrodyna-
micznych [9]. :

1. Zaloienia i sformidlowanie zagaduienia

Rozpatrujemy belke skosiczonej diugosei o wolnych kofcach; materiat jej odpo-
wiada modelowi ciala lepkospreZystego w sensie Voigta. Przyjmujemy podloze
jednoparametrowe typu Winklera z tlumieniem wg fenomenologicznego modelu
Voigta. Belka obcigZona jest bezmasowa fikcyjng sita P poruszajaca sig ze stalg
predkodeis. Zalozenia te prowadza do réwnania
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W rownaniu (1.1) W(x,t) oznacza ugigcie belki lepkosprezystej, v = #/E czas
relaksacji materialu belki, # wspdlczynnik lepkosci, /7 masg jednostkows belki,
EJ sztywnosé gietng, p wspolezynnik thamienia podloza sprezystego, k wspolczynnik
sprezystosci podloza sprezystego, P obciaZenie, § (x — v¢) funkcje Diraca oraz
dodatkowo 2k = p/EJ.

Rozwigzanie zadania bedziemy poszukiwali w postaci

(12) W(x9 f) = Wl (x: t)+ W2 (x, I):

gdzie W, (x, f) jest catka ogdlna réwnania jednorodnego (1.1), a W, (x, £) rozwia-
zaniem szczegdlnym powyiszego réwnania. Przyimujemy warunki poczatkowe
(1.3) Wx0) =W, (x0 =7, W0=W (0=
oraz warunki brzegowe

WH(O:» t) =0, W’”(Oa t) =0,
(1.4

W', t)=0, W' () = 0.

Oznacza to, 7e momenly zginajace i sity poprzeczne w przekroju poczatkowym
i koricowym belki sg réwne zeru.

2. Rozwigzanie rdwnania
Rozwazmy naprzdd réwnanie jednorodne (1.1). Szukamy rozwigzania w formie
2.1) Wy (x, 1) = X (x) T().
Prowadzi to do rozdziatu zmiennych, w wyniku czego otrzymamy

" 2hEJ . k
22 T+ (—T -+ TCD?,) T+ ("-_— +m§) T=0,
: 7 77

v 2 =
Xy  agm

X, Ey °
Po wprowadzeniu oznaczefl
k s Tw* k p kz
2.3 2 2 _ 4':‘.-.0_:mf..___. —_ — 2 .
@3 et P E Wt
réwnania (2.2) moZemy przedstawié w postaci
24 T42ul+0? T=0, XV —4*X,=0.

Rozwigzaniem réwnania (2.4); jest funkcia

(2.5) \ T = e (4 sin wt}-B cos wt),
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gdzie

- 2 2! 2 L kry?
{2.6) o = -yt w*=— 460—'};_;%‘&)2‘6*—_— .

4 m

Stale A i B dajg sig bez klopotu wyznaczy¢ z warunkéw poczatkowych. Zatem roz-
wiazanie rdwnania jednorodnego ma postac

2.7) Wiix, t) = [ (Y)i_—_ﬁ& sin w#-+f (x) cos cut] exp (—ut).

Catka rdwnania rozniczkowego (2.2), przedstawia znane réwnanie krzywej

odksztalconej preta na spreZzystym podiozu:
{2.8) Xo (x) = Cysin Ax+C, cos Ax+C, sh Ax-4-C, ch Ax.

Dla danych powyZej czterech warunkéw brzegowych jednorodnych, sformulowa-
nych dla kofcdw preta, otrzymamy uklad réwnaf jednorodnych. Przyréwnanie
do zera wyznacznika ukladu tych réwnan prowadzi do réwnania przestepnego
© nieskoficzonej liczbie pierwiastkéw. W naszym przypadku otrzymujemy

—Cy+Cy =0, —CisinAl —CycosAl4+Cy8h Al Cochil =0,
2.9
@9 —Ci+Cy =0, —CicosAl+CysinM4+CychAl4Coshll =0,
Po wyrugowaniuv C; i C; z powyZszego ukladu mamy

Cy(sh A —sin AH+C, (ch Al —cos A} =0

{2.10
@.10) C; (ch Al — cos AD)-+C, (sin Al-+-sh A = 0

Aby uktad (2.10) miat rozwiqzénia niezerowe, musi by¢ spelniony warunek
shil —sin Al ch Al —cos A/

(21D ) =0
ch Al — cos Al sin Al+-sh Al

Z wyznacznika (2.11) otrzymamy réwnanie przestgpne

{2.12) ch Al = cos A1
stad -

2n-4-1
{2.129 Ay A2 .

21

Ostatni wzor okre$la nieskoriczony cigg wartosci wiasnych,
Stale C,, C,, C; i C, okredlone sa nastgpuiaco:

C; = C5 = C, (ch Anl — cos inl),

(2.13)
Cy, = Cy = — C, (sh Anl — sin Anl),
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Czynnikowi C, mozemy nada¢ dowolna warto$¢; przyjmujemy €, = 1. Po prostych
przeksztalceniach otrzymamy wzér na funkeje wlasna naszego zagadnienia brzego-
wego w nastepuigcej postaci:

2n-+1
n-+1 2t AT
= —_— X
(2.14) X, (1) = cos 2l TX+C T Il
sh 7 — (—1)
2
(_ nt1 2 )
%
sin 9] XS o] mx].

Badanie funkcji A5 () w Swietle zagadnienia Sturma-Liouville’a prowadzi
do wniosku, 2e funkcje wlasne w przedziale [0, 1] sa ortogonalne. Przez podzielenie
wyrazéw funkeji przez jej norme otrzymujemy uogdlniony szereg Fouriera funkcji
wlasnych, unormowanych;

o

hnd X,
Sn- 3
n—=1 =1 [f Xz (n)dx 1[2
W naszym przypadku
h2fl+1
2n1 L2t R YR
" LR x
Cos T T AN eh T A 21
sh—*w-—( 1y
2n—}- 2n+1
oo o x {sin nx-+sh X
a 3 ) 21 : 21
(2.16) ZX": - 2n-+1
" 2 S 2 h—p 7™
— b
Df cos Y x4 o] X hZH—H N
2 iz
(. -1 h2n+1 ) s
x s
sin 2 nx-+s *21 X .x

Biorac pod uwagg wzdr (2.12°) i po wprowadzenin oznaczenia

2n4-1
ch 2 n
2.17 = —
(2.17) A P
sh > z— (—1)"

otrzymamy po zmudnym obliczeniu catki wyrazenie na normg:
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ch A,/ (sh Al

i 3 ~+sin 4, I) +

24
(2.18) N, = [Hr ~—sin 4, Ish 4, IH-(14+4?%)

A,
cos A, {-fsind,! 12
= A S Tshadlf

Zatem uogolniony szereg funkcji wlasnej zagaduoienia brzegowego bedzie mieé postaé

ch 1, x4+-cos A, x — A (sin A, x+sh 1, x)
(2 19) Z ,Y,, = Z ( ch A,, sh A-.u (—1)" + {1+ ch? )L" }
" "t @n+1ysh A4, — (—1)" shi,— (D"

2h 4, [ ) 1"]+{1 ch? 2 }
aarnl 2 A =D T2 a, — (=l

1 . { g 2o0s 2cos A, })1-’2
X ——f__ 1\ .
2 ( ) S il 2 !_1

Poszukamy obecnie catki szczegdlne) problemu. Rozwiazanie przeprowadzimy
postugujgc si¢ szeregiem funkcji wiasnych unormowanych. Zatozymy mianowicie,
/S

o
(2.20) W, (x, £) = Z T.X,.
n=1

ObcigZenie rozlozymy w szereg wg funkcji wiasnej zagadnienia brzegowego:

cO

(221) aGnn) = D) w0 X, (),

n=1

gdzie [, {(#) jest na razie nieznana funkcjy czasu. Po podstawieniu tej funkeji do
réwnania problemu otrzymamy

(2.22) Z XY T,4q 2 XV 7 2 X, P20 ) X,. 7+

+ k qu . 1 7 ‘
RS TN A

Ale funkcje X, spelniaja rdwnanie jednorodne
(2.23) XV = %X,

Po uwzglgdnieniu (2.23) w réwnaniu (2.22) otrzymamy

(2.24) 2 [ﬁb X, T, +1i* X, T+ X Tt 20X, T,

n=1

k ify (£) X, ]
+ EJ )(HTH —EJ - Or
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Po uwzglednieniu (2.2), i (2.3), oraz wylaczeniu wspélnego czynnika przed nawias
otrzymany

{2.25) Z [fot2ul,+o® T, — (1 X, = 0.
=1

7 powyiszego wynika, ze funkcje T, spelniaja réwnanie rézniczkowe liniowe rzedu
drugiego

(2.26) Tot2udy+o? T, = £, (2).

Dla rozwigzania rownania nalezy okre$li¢ nieznang funkcie f, (f). W tym celu mno-
zymy przez m-ty wyraz ciagu funkcje wlasna X, i calkujemy obustronnie w przedziale
[0,1]:

I i

2.27) [ G0 Xy de = [ £() X, X dx.
i o
Ale funkcje X, i X,, sa wzgledem siebie ortogonalne, wobec czego
1
(228) f‘x‘m X, dx = am, ns m,n =1, 2.,
&)

gdzie &, , jest symbolem Kroneckera. Korzystajac z tej wlasnosci znajdujemy
Hh@® przym=n

I
1
@.29) fi) == [ 960X 6 dx.
[¢]
Znajac prawq strong réwnania rézniczkowego

1 12
(2.30) Tt opl e T= f g (x, ) X, (x) dx
. Q R

mozemy podac rozwiazanie problemu:

t

: —’ —_ 1
(231) T, = e ™ (D, cos wt+D, sin wi)+ - f e F-8 «

0
" I
y F:" fq(x, z)x,(x)dx]sina(t—f)df.
o ,
Poniewaz T, jest funkcja wlasng calki szczegdlnej, to biorac pod uwage warunki
(1.3) — warunki poczatkowe przyjma tu postaé
W (x,0) = Wix,0) — Wi (x,0) =0,
W (%, 0) = W (x,0) — W, (x, 0) = 0.

(2.32)
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Po uwzglednienin ich w réwnaniu (2.31) otrzymamy D, = 01 D, = 0. Zatem catka
szezegding po uwzglednieniu (2.29) jest funkcja

t

|
@33 W= Y K 0L @ sing (- &) e

T Re=1 ¢]

W przypadku naszego zadania belka obcigzona jest biegnaca sila skupiong P.
Zalézmy, Ze sita ta jest zastagpiona przez cbcigzanie rocfozone dzialajace w otoczeniu
punktu o odeigtej x na odeinku &, ktérego dlugosé w granicy dazy do zera:

0, jefli 0 <x ot — ¢,
r .
(2.34) gix,ty= o Jesli vt — & < x <o,
0, jesH wor<x</.
Zgodnie z (2.29), (2.33) i (2.34) mamy g (x, 1) = Pfe; stad
1 P
{2.35) ' fi (@) = lim (77? f — X (%) dx)-

&=+0
YVt—s

Po obliczeniu (2.35) otrzymamy
[1 RACE W,,(m_g)]

(2.36) £ (8) = lim

>0

[

Przy wyprowadzeniu wzoru (2.36) korzystaliSmy ze wzoru dla funkcji pierwotnej
«funkcji wlasnej» znormalizowanej

@37 B ACES AT

Wykonujac przejicie graniczne (2.36) mozemy napisaé

t | 1
238) £O=— [ 460X, 0 dx = — PX, (00).

Podstawienie za$ (2.38) do (2.33) prowadzi do formuly

o0 P i
239 W= ==X f eHOD X (0) sinw (1 — &) dE.
0

n=1

Zatem ostatecznym rozwigzaniem zgodnie z (1.2), (2.7) i (2.39), jest funkcja

g (x)-t #f (x)

(240) Wi(x,t)=e" [ sin wi--f (x) cos 51,‘] +

P\- ] |
Tz D B0 [ X s a6 gz,
L o

n=
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Rys. 1. Graficzne przedstawienie pierwiastkow na plaszczyznie

Rozwigzanie (2.40) jest poprawne do chwili, kiedy obeigzenie znajduje sig na belce.
" Po zejéciu sily P poza belke trzeba zastosowaé rozwiazanie dla drgaf swobodnych.
Fakt ten moZna napisa¢ nastepujgco:

1 r I
Efq(x, DX, (x)dx, jesli 0=t g;,
(2.41) ho={ o

. ;
IO, jesli f=—.
o

3. Rozwigzanie szczegdlowe przedstawionego zadania

Dla przedziatu 0 <t < lfv po podstawieniu za X, wyrazenia (2.16) i (2.18)
" oraz po wylaczeniu wspdlnego czynnika otrzymamy dla zerowych warunkow po-
czatkowych funkcje '

e :

P o
6D Wen=— Z — X, () [ f ch ale sin e (1 — &) dé+

=1 0
t

+ f cos afe™ sin @ (¢ — &) df — A ( j sin aZe" sin @ (1 — &) dé+

O i
+ f "ch ade sin 6 (f — &) dé)] ,
"0 ‘ S )
gdzie

2n-+1

(3.2) ‘ o=

ne.
Po nietrudnym lecz 2mudnym obliczeniu calek otrzymamy

P e wet TRt — (4t a)sin wf —- w cos wt
@3 WEn=_ ¥ - xmle-2 Sertetad T
r=1 ’

a-)e(ﬂ*ﬂf)f — (# — a) sin G—)t — E) Ccos -Ol-)f

2 [0 +(u — a)*]

H(14-A4)
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w+ta _ wta _
[ [ "‘( sin at+ cos ar) — sin ¢ — €08 wl‘}
+ £ +
' 2 [+ (w-+a)?]
) w— a _ w-—q  _
) [e‘” (sm at+ cos az‘) — sin wt — cos wt}
e # ! 4
' 2112 Hw — a)?)
wta . wta —
"’ cos at-+ sin at) — cos wi+ sin wt]
2 [ Ho+a)?] h
o —a - — _
U [e’" (cos at — sin at) — €08 wt+ sin mt]

2 (12 Hw — a)?]
Analiz¢ rozwigzania (3.3) przeprowadzimy naprzéd przy zaloZeniu, Ze punkt.
dzialapia sily skupionej jest ustalony; wystarczy wéwezas przyjaé, ze w — 0 oraz
ze sita w granicy dziala w punkcie x = ¢, czyli ze

2n-4-1 2n-+41
o nvt:—n-—*-—rcf=}t,,§.

Uwzglednienie zwigzku (3.4) we wzorze (3.3) oraz pewne niewielkie przeksztalcema
prowadza do wzoru na ugiecie przy ustalonym dzialaniu sily:

(3.4 at =

P
(3.5) W (x, )= Z m X, (x) iweﬂ“ — psin @t — @ cos wi+

=

. @ _ w _
+-u [e”‘ (_/;" cos A, &£ — sinwt — Tcos wt)] — Ade* @ sin 4, 8;'}.

- Ugigcie to zalezy od czasu; jest to konsckwencja przyjetego materiatu belki
i podloza w postaci modelu lepkosprezystego Voigta.

Analiza rozwigzania (3.3) przy zaloZeniu, Ze a-» oo oraz o — oo wykazuje,
2e W (x, ) - 0. Zmiana polozenia punktu przylozenia sily P z bardzo duza predko-
$cia nie powoduje jej odksztalcenia, Bezposrednie wyznaczenie predkosei punktu
przylozenia sily P (i jego poloZenia zaleznego od czasu ), przy ktérej punkty belki
osiagnelyby najwigksze wychylenic w dowolnie obranym przekroju, nastrecza
trudnosci, ktérych nie udato sig autorom pokonaé.

Warunki konieczne dla ekstremem funkeji (3.3) W (x, 1) przy x = const maja
postaé

AW (x, W (x, t
WD o b W _
oo - da
(3.6)
oW (x,1) oW (x, 1)
_._.'—:0’ —
ot cu

Réwnania t¢ mozna znalezé we wzorze (3.1).
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: Wyznaczenie fciste pierwiastkdw ukladu (3.6), #lozonego z réwnan, w ktdrych

7 wystepuja szeregi nieskoriczone jest zadaniem bardzo trudnym. Jak sie fatwo prze-
konaé, w réwnaniach (3.6) jak réwniez we wzorze (3.3) mianowniki staja si¢ réwne
zeru, gdy

>4y -+a@)* =0 lub ‘111;2 = —uFiw,
o +Hp—a? =0 ludb df) =pFio,
pHo+a =0 b aff, = —0Fip,
o —a =0 lub a)f, = oFix.

3.7

Natomiast a jest okreSlone wzorem (3.2).
¢ Ze wzoru (3.7) ofrzymamy

G@ | al = V2 1e® =V o — 1 = o.
Na podstawie za$ (3.2) mozemy naplsac

bl Ak ,
GO S meses - S

Stad po uwzglgdnieniu (2.3), otrzyrhaxﬁy , h
wzor na predkosé krytyczna bez uwzglgd- 4
nienia thumienia

S TN .y
(10) = LY EELE

(2 n+1) 7 i
B 2n+1) . EI_ ko _?_7(21)4.
2 wmoom et Dt

Aby otrzymaé wzory na pr@dkosc kry-
tyczna nalezy wielko$é a przyréwnaé do :
czescl rzeczywiste] (3.7). Pomijajac war- I?ys. 2. Wykres amphlhtidgf u-g:@cmﬂbelgl .za

. . . - - M) -
todci ujemne wynikajace z «charakteru sila skupicna z uwzglg u‘ier‘ucm mienia;
f ]. dnieni . ., a) krzywa. rezonansowa bez thumienia, b) krzywa rezo-
a OWCgO Zaga nienia» mozemY naplsﬁc nansowa 7 tlumieniem zewnetrznym, <) Krzywa rezo-

(3 11 ) . — nansown z tlumieniem wewngirznym, &) kizywa rezo-
' o =am, G = f. © nansowa =z tlumicnlem zewnetrzmym i wewngirzaym

<‘r

Po uwzglednieniu w réwnaniv (3.11), zaleznosei (3.2) oraz (2.3), otrzymany
wzor na predko$é krytyezna z uwzglednieniem thumienia: : .

3.12 P T R
(3.12) YT oninaV U T 1

24 1 (p kr\*®

Jest oczywiste, e przy p = 0, v = 0 wzdr (3.12) przechodzi we wzdr (3.10).

W najogdlniejszym przypadkn o (zastgpeza czgstodé kolowa thumionych drgad
swobodnych) moze spehniaé trzy nastepujace warunki: 1) warunek @ > 0 — @ > 4,
ktéremu odpowiadajg drgania periodyczne zanikajace; 2) warunek o = 0 > o = 4,
ktéremu odpowiada przypadek ttumienia krytycznego (ruch aperiodyczny) oraz 3)
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warunek @ < 0~ @ < g, ktéremu odpowiadaja drgania silnie tlumione (ruch
aperiodyczny).

Ze wzoru (3.12) wynika, Ze spehiona jest nierdwno$é oy, < vy,.. Oznacza to,
¢ tlumienie obniza wartosei vy, przy ktérych wystepuje ekstremum amplitudy.
Wzor (3.12) dla przypadku tlumienia krytycznego przyjmuje postaé v, = 0.
Z rownania (3.11); po uwzglednieniu (3.2) i (2.3) wynika nastgpujacy wzor na pred-
kos$é krytyczna:

., 20 1 (p kt
(3.13) YT OniDw 2 \m " w)
Dla p =01t =0 o staje sig zerem, co jest Sprzeczne 7 (3.10); z tego tez powodu.
nie moze okredlaé szybkosci krytyczoej.,

Nalezy zwrdcié uwage, #e przeprowadzona analiza wyznaczenia predkosci
krytycznej nie Jest Scista; uproszezony. sposob jej okreslenia wynika ze zbyt skompli-
kowanej postaci rozwigzania (3.3). Sciste okresleme maksymalnych ugieé jest mozh-
We przy wykorzystaniu elektronicznych maszyn matematyczoych.

Gdy sita znajduje si¢ poza belka, nalezy wziaé pod uwage rownanie drgafi swo-
bodnych (2.1) 1 (2.5) oraz

(3.14) W (x, i) = Z X, (x) e (A, sin wt B, cos o),

n=1
o

gdzie nieznane Wspolczynmkl okreslamy Z poprzedmo ‘ustalonych warunkéw po-
czatkowych:

G19 W0 = ZX(v)Bs, W (, 0) = an(x)( B+ @A)

n=

W celu uproszczem’a rachimkéw rachubg czasu rozpoczynamy od chwili, gdy sita
opuszcza belke. Aby wyznaczyé wspélezynniki A, 1 B, nalezy przede wszystkim
okresli¢ pochodng funkcje (3.3). Opuszezajac te diugie ale proste rachunki podamy
wzory na wspOfezynniki A, i B,.

Z réwnan (3.3) i pochodnej W (x, 1) wyznaczymy warunki poczatkowe dla ruchu
belki po przejéciu sity poza prawy koniec belki. W tym celu podstawimy do (3.3)
i Wix, t) warto§¢ ¢ = Ifo. Po wykonaniu tego podstawienia oraz poréwnaniu
wspdlezynnikéw w wyrazeniach (3.15) i (3.3) — otrzymamy wzory na 4, i B, w na-
stepujacej postaci: :

LT (e} I !
_ pe v we — (u+a) sin a)— — @ ¢0s w;—
R 7 i 2 [P+ (ut o] N
(.u—a) [ !
. we (ﬂ_a)mnw*——o;cosw;
+(1+.4) -+

2 [@*+(u— a)]
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612
LS ' I  wta ) _ 1 wta 1
ple Y —sina— + cosa—] —sinp— — cos w—
N 2 o v ] +
' 2 [p* (-t ay’]
yl . [ 5* & { - I aﬂ— a — {
ple Plsina— + cos a— | —singw— — cos @ —
n v )7 v v J7 vl
2 [ +ew — a)*]
[n%( I ota l) _ E)—i—a_h_l]
ule cos a— - sing— | —cos@m— — sin o —
y v ] o 0 1
2 [P 4-(w+0)?]
ut I wo-—a I ! w—a  _1
ule "lecosa— — — sina—| —cosw— 1 sin e —- ]
" v i v © T
2 [ Ho — a)*]
oraz
:
_ e i
3.17) a)A,—.l_tBS= TN (I —e ") [Li+Ly+Ly+Lot+Ls+Le),
gdzie
coe(Ju+ T (nta)sinw— —wcosw— +
v o
— (quoz)l _ — . =
L= (- 4 4o (pta)e ¥ — w(a-+p)cos wt+o®sin wt
o 2 [ +(ut+-0)’]
T
we (,u—~a)smwﬂ @ cos -
— (p—m)i _ — ! o —
Fo(y—a)e ”—a)(p—a)cosw?+w sinaw -
Lo=(144 o
== D 2+ (e — @)
{1 w—a i I w—a _1
Mule *ilsina— + — cosg—| —sinew— — cos e | +
] v - v ]
k3 ! D — G { L !
+#[ﬂeﬂ” (sin a— + ® cos a——)] e [a cos a— —
2 7 o 2
W — 1Y _ _ 1 wtae _ 1
{3.18) —aq e sina--—] —I—cosincoﬁ—-—(—w—)cosa}—
7o o v o
5=

>

2 [ +(p — a)?]
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3.18 . L 1 o—a i ! wo—a I _
¢ d) ,u[el‘”(sina-—-l—*ﬁ—cosa)—sina)ﬁﬂ cos—aw |+
o v H 7 ‘ .Y i v
[ ﬂ%(‘ l+ C;"*—OZ l):l+ ;(%[ !
- H} pe smav TCOSG'U e acosaﬂ
w—a l} — . _1 G@te  _ 1
- a- sina ! Fwsing— — ————¢cos @ —
v ? i 7
L4: )

2 [+ (w — )?]

L I w+ta ! 1 wote _1
H [el ’ (COS ot -——sin a_} —cos i ——— siney— -+
7 u o/ I vl

ki

[ ng.( ! ota z” yg[ o
-+ | pee €08 -~ p sina- , +e —asma;-%
N a (- a) l} ' o(@te _ 1

cos & —|-twsinw—— ——— ¢os o3 -
o v 7

212+ (0+a)*) ’

nt I w—a [ !l w—-a _1
ule ¥ lcosa—— sSing—| —cos @ —+——sing—| —
' o U o o It T

,ui ! 5“‘“(1 . ! .U"l“ / . !
—u|pe ®lcos a—— sina—||+e ®|{—asinga— —
7 H 9 7

“alw — a) l] -~ owte _ 1
T—ceosa—fJwsine— + ———cos—
? v i v

Le= A

2124w — a)® '

Z réwnania (3.17) mozemy okre§lié A, i tym samym rdwnanie ruchu belki,
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Pezome

KOJIEGAHIAS BI3KO-YIIPYTON BAJNKHA
HA VOPYIOM OCHOBAHMM KOHEYHOH JIIWHEL,
CO CBOGOMHBLIMA KOHIAMM, BRIHY K AEXEHHBIE IIPEABUTAFOIGEACA CHIION

B paBore Haercd pelleHES, BRIHYXAEHEBIX KoneGaruii BA3KO-YEpYroi Ganky KOHeUHOH AMHHEL,
¢ He3aIeMIEHALIMH KORNAMI, Daka IMOKOMTCH Hi YUPYTOM OCHOBAHMH, HDH YeM OHA TepesBk-
TaeTca Moy BOEAHMeM 0e3MaccOBOH CEILI, ¢ MOCTOSHHON CKOPOCTDLIO. PemeHre nOIYYIEHO, OCHO-
BBIEASCH HA OPTOTONATMIANHONHOM METOXE, IPH MCIOIbL30BAHHE cobeTrerHol dyuKiEE KpaeBoi
saravy. M3 [PHBEIEAHOTC AHATIHIA BLITEKACT, YO KPHMTHYCCKAX CKOPOCTH Harpysku 3ABHCHT
Kax OT BHYTPEHHOIC gemmclmponaﬁmi (BEyTpeH¥ee TpeuHe), TaKk E OF (EHOMOHONOTHYECKOTO
REMIEPOBARMA B CCHOBAHMY, 4 TAKIEC, Wr0 3TH ofa BHIEYICIEHASN CYILCCTBEHHO BARAIOT HA aMIE-
TyAy womeOaHmil.

Summary

VIBRATION OF A VISCOELASTIC WAVE OF FINITE LENGTH AND FREE ENDS
ON AN ELASTIC BASE FORCED BY A MOVING LOAD

In this paper the solution is given of vibration forced by a bodyless toad moving with a constant
velocity for a viscoclastic beam of finite length and free ends on an elastic base. The solutions were
formed out using the orthogonalization method with the eigenfunctions of the boundary problem.
From the analysis included it results that the critical velocity of the load depends upon both the
internal damping (internal friction} and the phenomenological damping in the case, and that both
these dampings significantly influence the amplitude of vibration.
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