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NIEKTORE PRZYPADKI KSZTAETOWANIA TROJWARSTWOWYCH PEYT
SWOBODNIE PODPARTYCH O ROWNOMIERNEJ WYTRZYMAEOSCI

WOICIECH DZIENISZEWSKI (WARSZAWA)

1. Wsiep

Plyty wielowarstwowe (zwane tez plytami. saﬁdwiczéwymi) znajduja obecnie
szerokie zastosowania w konstrukcjach inzynierskich. Sa one najczedciej zbudowane
z trzech warstw: dwdch zewnetrznych o matej grubosci -t oraz z warstwy Srodkowej
o wigkszej grubofci /. Warstwy zewngtrzne sg utworzone 7 materiatu sprezystego
o duzej wytrzymatoéci. Warstwa §rodkowa natomiast Jest albo konstrukcja azurows
wykonang z tego samego materialu co warstwy zewnetrzne, albo stanowi jednolity
warstwg z innego materiatu o nizszej wytrzymatosci, W tym drugim przypadku przy-
jeto nazywaé warstwe $rodkowa wypelniaczem, Grubo$é A warstwy Srodkowej
tych piyt jest wiclokrotnie wicksza od grubodei ¢ warstw zewnetrznych.

W niniejszej pracy zajmowaé sie bedziemy plytami tréjwarstwowymi, ktdre
przy stalej grubodci £ warstwy érodkowej sa plytami o réwnomiernej wytrzymatodci,
tj. takimi, w ktérych wytezenia materiatu w kazdym punkcie warstw zewnetrznych
o zmiennej grubodci ¢ sa state | réwne wartoci dopuszezalng] o,

Celem rozwazad bedzie wigc Wyznaczenic zmiennej grubo$ci ¢ warstw ze-
wngtrznych tych plyt znajdujacych sig pod dziataniem obcigZest p prostopadiych
do plyty.

2. Sformmgdowanie zagadnienia

Zgodnie z teoria deformacji plyt tréjwarstwowych o matych ugieciach, opraco-
wang przez Libove’a i Batdorfa a przedstawiong np. w monografii [1], warstwy
zewngtrzne (k = 1,2) przenosza napreZenia membranowe afg =(—D*a,,aq, 8,
k = 1,2, natomiast warstwa $rodkowa (k = 3) — jedynie pionowe napreZenia
styczne crg?, a = 1,2. Numeracjg k warstw plyty oraz oznaczenia naprezen przed-
stawiono na rys. 1, Wytezenia F w materiale warstw zewneirznych, okreélone na
podstawie energetycznych hipotez wytrzymaloSciowych, s funkcijg naprezen
T, 0, = 1,2 o nastgpujacej postaci:

6(1+v) N '
(1—2v) 0F2(14) (07, — 011 022).

2.1 F(oy1, 04, 022) = (011-+62,)2+

Wytezenia (2.1) sa proporcjonalne do jednostkowej energii odksztalcenia (hipoteza
Beltramiego) lub tez do jednostkowej energii odksztalces postaciowych (hipoteza
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Hubera-Misesa-Hencky’ego) w zaleznosci od wartodei liczbowej wspdtczynnika 6
réwnej 1 Iub 0.

W plytach o réwnomiernej wytrzymatosci okreslone powyzej wyteZenia w materia-
le warstw zewngtrznych spelniaja w kazdym ich punkeie nastgpujacy warunek
ksztaltowania:
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Warunek ten przedstawié moZemy réwniez w innej postaci wyraZajac napreZenia
0. Przez ugiecia plyty tréjwarstwowej za pomocg ogélnie znanych wzordw [1].

Rys. 1

Eh o |
_—— 1= ' =12,
aaﬂ 2(1 — vz) [(1 V) W, a:_B"I'(Saﬁ v AW], a, ﬁ 3
w ktorych J,p jest symbolem Kroneckera. Stad po przeksztalceniach znajdziemy
402
(2.2) (dw)*+A(8,v) L(w, w) = ETET A @, v,
gdzie )
31 — vy
A(B,v) = - - e
(1 = 2v) 14v) — 6v-+-2(1+v)

K@) = (149) [(L = 2) 0+2 1+ 20, v);
natomiast symbole 4 i L oznaczaja nastgpujace operatory:
CAw = w1 W s,
L(w, w) = 2 (W?, — W, 11 W,22)-

W ten sposéb na podstawie warunku ksztaltowania doszlismy do réwnania (2.2)
na ugiecia plyt tréjwarstwowych o réwnomiernej wytrzymaloéci. Réwnanie to jest
pieliniowym réwnaniem drugiego rz¢du o pochodnych czastkowych. Opisuje ono
ugiecia wywolane dowolnym obcigzeniem p (x;, Xx3).
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Ugiecia plyty swobodnie podpartej sa okreslone przez rozwiazanie tego réwnania
przy warunku brzegowym w = 0 na konturze podporowym. Jednakze moga by¢ one
wywolane dowolnym obcigzeniem p (x,, ;) tylko wowezas, gdy plyta ma warstwy
zewnetrzne o okreslonej zmiennej grubosci £. Grubosé ta wynika z warunkéw réwno-
wagi plyty pod dziataniem obciazen p (x;,x;), w sposéb nastgpujacy.

Podstawiajae do réwnania réwnowagi plyty

2
2 Mg, ap = — p (%5, x3)
a, f=1
oraz do warunku brzegowego M, = 0 (na znikanie momentéw normalnych plyty
wzdluz konturu podporowego) nastgpujace momenty sit wewnetrznych plyt tréj-
warstwowych [1]; '

3 B2t EX ¢ -
— :( ) —_—— —_ j—
My = — Z f Jaﬂk X, dxs 20— (1= V) W,qp+-0gvAwlaf=1,2
K=l —if2+r
otrzymamy réwnanie
2(1—v%)
(2.3) [£ (W,11+VW,22)].11+2(1 — (W, 12), 2 H W, 209w, 13)), 20 = “_EEZ“'“P’

i warunck brzegowy
t(w,r:n - vw;ss) =0
na konturze plyty. ‘
Otrzymane rownanie (2.3) wraz z warunkiem brzegowym okresla zmienng gru-
bos¢ warstw zewngtrznych plyt tréjwarstwowych swobodnie podpartych o réwno-
miernej wytrzymatosci: Poniewaz jednak wyst¢pujace w tym réwnaniu wspotczynni-
ki funkeyjne W, a5 @, f, = 1,2 83 pochodnymi ugieé ptyty, przeto rozwiazanie tego
rownania jest mozliwe, je§li znane sa ugigcia plyty wynikajace z (2.2).
Rozwigzanié réwnan (2.2) 1 (2.3) jest w ogblnym przypadku trudnym problemem
matematycznym. W nastgpnym punkcie niniejszej pracy przedstawimy rozwigzania
tych réwnan dla plyty eliptycznej obciazonej rownomiernie oraz dla pewnych szcze-
g6lnych rodzajéw plyt prostokainych. Rozwiazania te bedy mogly znaleZé réwniez
Zastosowania przy konstruowaniu metod przyblizonych 1 numerycznych rozwiazan
innych konkretnych przypadkow piyt.

3. Niektore przypadki rozwigzan

Rozwiazanie réwnan (2.2) i (2.3) dla plyty eliptycznej (rys. 2) obciazonej réwno-
miernie nie przedstawia wickszych trudnosci. Jak nietrudno sprawdzié¢ wykonujac
proste przeksztatcenia, ugiecia tej plyty oraz zmienna grubosé warstw zewnegtrznych
moga byé wyrazone po wprowadzeniu zmiennych niezaleinych x; = x i X, =¥
Za pomocs nastgpujacych wzordw:

2 2

x* oy o x2 2
¢ e R !
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gdzie

oo a* b? l/ K
"o aER V (@5 = 20a? b7

(I1—v)a*b*p

fo

2ER wy (a*-2va? B24-b%)°
iy
P S -
/// - - \\'\
7 = N
y T \ &
,f o %
\ o] 4 . X
3 4
\.\ 5
T ,//
S =
I — _;____4,_——*‘_') Jri
| ‘a i}
Rys. 2

Znacznie bardziej skomplikowane staje si¢ rozwiazanie réwnah (2.2) i (2.3)

dla plyt prostokatnych, majacych jednakze duze zastosowanie w praktyce inZynier-

' - skicj. Dlatego tez w dalszym ciggu naszych rozwa-

*U zan przejdziemy do rozpatrzenia plyty prosto-

s katnej o wymiarach wskazanych na rys. 3, przyj-
mujac jednocze$nie zmienne x, = x i X, = y.

Zalézmy na wstepie, Ze plyta ta ma wytrzy-

mato§é rownomierng dla obcigZenia. p (x, y) nie

P O—— | zmieniajacego znaku w rozpatrywanym obszarze.

—— 2 — Ugiecia plyty wywolane tym obciaZzeniem okreslic

Rys. 3 mozemy rozwigzujac rownanie (2.3},

4o ik (8, 1)
(W, xx+w.yy)2+2}' (9, V) (w,zxy — W, xx W,w) = (;Ez hz‘_ ’

2B
>

przy nastgpujacych warunkach brzegowych:
[W]xm—a = {w]x:a = [W]y:—b = [w]yzb = 0

na krawedziach plyty. .
Rozwigzania tego problemu brzegowego poszukiwaé bedziemy w klasie wielo-
mianéw drugiego stopnia dwéch zmiennych o postaci

At-Aq x+-By p-A, X2 4B, y*4-Cxy

[moga one byé rozwigzaniem szezegdlnym réwnania (2.3)].
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W celu uzyskania rozwiazania zagadnienia w tej klasie wielomianéw podzielmy
obszar plyty liniami prostymi na podobszary w sposéb wskazany na rys. 4. Oznaczmy-
cyfra 1 rombowa czesé §rodkowa obszaru, powstata wskutek tego podzialu, nato-
miast pozostate w marozach piyty trojkatne czedei — wskaznikiem dwucyfrowym
ij,i,j = 1, 2 (rys. 4), Przy tych oznaczeniach linie dzielace obszar plyty na podobsza-
ry sa wyraZone za potnoca rowhamn :

X
yu=—(=1Y b[1+(m1)i_;], ij=1,2,

T
7

4 \;'\'L .
22 2 | je2

Rys. 4

Przyjmijmy nastgpnie, 7e rozwiazaniem w podobszarze 1 jest rozwigzanie dla plyty
eliptycznej (3.1),

] x2 »?
W1=WU(1;E{_b_Z),

gdzie

o (.To aé sz K
Wo = V§Eh (a®+b%)? — 24a° [P

natomiast w podobszarach ij niechaj rozwigzaniami szezegolnymi réwnania (2.3)
beda funkcje

(a2 h2Y?
@ [1+(—1)f %] [1+(—1)"'—H, Li=12,

(3.2) WU = 2WD 2;{“2 b2

spetniajace takZe warunki brzegowe naszego zagadnienia na krawedziach plyty.
Funkcje w; i w,; beda stanowily rozwigzanie problemu brzegowego w klasie

funkcji C, dla piyty prostokatnej, jezeli wzdiuz linii y;; sq spelnione nastepujace

warunki ciaglo$ci funkcji ugieé plyty oraz jej pierwszych pochodnych:

[w.l],v,;j = [wij] yip [Wln x] b7 = [Wi.fr x] ¥ij lub [Wl; )’] ¥ig = IWU, ,v} yig*
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Jak nietrudno sprawdzié (wykonujac proste obliczenia) warunki te sa spelnione
w przypadku, gdy zachodzi nastgpujacy zwiazek:

(az _|_ bZ)Z

3.3 A{B,v) = Y

Stad wige otrzymane w powyzszy sposéb rozwigzanie zagadnienia (2.3) dla plyty
prostokatnej, po wprowadzeniu funkcji Heaviside’a

x y

1, gdy (1) +1H(=D/F >0,
; 1 1 T V]

HW (=1 5+ 1D =1 5 edy (=) +1+( 1y W—O

0, gdy (—1)'— +1+( 1)J~—<0

H[— (—1f——1— (—1)1‘—;’—] =1 —H[(—l)'% +1+(—1)f—21],

przedstawié mozemy réwniez w nasiepujacej postaci:

2

(B4  w=w 2 [( 1)i +14H(— 1)f-—]

+ ZWU [»(—1)*%—144)%],

i1
jezeli zachodzi réwnodé¢ (3.3).

Rozwiazanie (3.4) wobec warunku (3.3) dotyczy jedynie pewnych przypadkéw
szczegllnych plyt prostokatnych. Rozpatrzmy te przypadki.

Przyjmujac wyteZzenia w materiale wedtug hipotezy Beltramiego mamy

ALV=1—w
Stad z warunku (3.2) otrzymamy réwonanie
B (a2+ bl)z
 4g2 R
Moze ono by¢ spelnione jedynie dla plyty kwadratowej, tj. dla @ = b, oraz gdy
jednoczeénie wspolezynnik Poissona v = 0. JeZzeli natomiast przyimiemy wytgZenia

w materiale wedlug hipotezy Hubera—Misesa—Hencky’ego przyimujac ¢ = 0, to
warunek (3.3) przybierze postaé :

3(1—v? _ (2522
—6v+2 {1+ 4a® B?
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Réwnanie to jest spelnione, gdy stosunek m dhugosci bokdw plyty 2a do 2b wynosi

2a 1 -
e V6(1—»+V2(1 — a2,

przy zatoZzeniu g 2= b, Wartoéci wspolczynnika v sa zawarte w przedziale [0, 2 — ]/ 3],
W przypadku szozegdlnym, gdy v = 0, mamy m = } (}/6—1/2) = 1,932..., nato-
miast dla v =2 — /3 = 0,268..., mamy m = 1.

Mozna wskazaé réwnieZ inne rodzaje plyt prostokatnych o réwnomiernej wy-
trzymatosei, ktérych ugigeia sa proporcjonalne do funkcji wy 1 wy; Mianowicie sa
to plyty ze skokowo zmienna gruboscig & warstwy $rodkowej, Grubos¢ ta jest réwna
h, w podobszarze 1, natomiast w podobszarach i wynosi k. Skok grubodci iy — Ay
nie jest dowolny i wynika z warunkdéw ciggloéci ugied plyty.

Przejdziemy teraz do okreflenia zmiennej gruboscei ¢ warstw zewnetrznych plyt
- prostokatnych o réwnomiernej wytrzymalodci, ograniczajac si¢ przy tym do powy-
zej wskazanych przypadkéw szezegdlnych tych plyt. Poniewa? znamy funkeje (3.4)
opisujaca ich ugigcia, a zatem zmienng grubofé ¢ okreflié mozemy rozwigzujac
rownanie (2.3):

2(1—v%)

[£08, b9, 55)), a2 (1 —9) (09, 5), sy L Oy 98, x5y = — s

przy nastepujacych warunkach brzegowych:

[(tw, xx)]x:-—a = {(tw; xx)]x=a = [(IW, )‘J’)]y=-—b = [(ew, J'c'x)]y:b =0
na krawgdziach plyty. Wystgpujace w tych réwnaniach wyrazenia w,;; (i = x,
J = y) okreslajace pochodne fuﬁkcji ugieé plyty wyznaczymy rézniczkujac wzory

(3.4) przy uwzglednieniu (3.1), (3.2) i (3.3). Stad po wykorzystaniu nastgpujacych
WZOrow:

il ,

3y HUAH ()1 = 0171/ ()

L HDAH 0 = S/ (1 (),
wynikajacych z definicji funkcji Heaviside’a i Diraca [2, 3]

. (1 1 ())
lim > + —arc g———e‘ Hy+f (),

>0

EE‘{; T [(y_}_f(x))z_l_gzl =9 [J’-f-f (x)] ]
znajdziemy o
2wy 2wy 2wy
(35) w,xxz-"‘"_a_zgla Wy T '_-?-QL’ ‘ W,\;y::z? 25
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gdzie
Q= D'H [( D 1)1-—]

2= ) (D' (- 1)’H[ (—1)";6“—1“(-1)3'%].

I,J =1

Wykresy funkeji obszarowych £2; i €2, przedstawiono na r1ys. 5 i 6.

x\’

=¥

Roéwnanie (2.3) po wykorzystaniu wzoréw (3.5) przybiera przeto postad

G6)  (O*Hva®) (120), xx— 2(1 — ) ab(182,), 55+
(1—v%)a? b
@) Q). 5= g P

Spostrzegamy réwniez po uwzglednieniu wzoréw (3.5) oraz wobec zachodzacych

réwnoscl
] e g =1 )i =[],y = [Qlly =0,

2e warunki brzegowe zagadnienia zostaja tozsamodciowo spehnone.
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Tak wigc zmienng grubo$é ¢ plyt rozpatrywanych opisuje jedynie réwnanie (3.6)
bez dodatkowych warunkéw na konturze plyty. Jest to réwnanie liniowe drugiego
rzedu o zmiennych wspétezynnikach, Wspélezynniki te sa wyrazone przez funkeje
Heaviside’a oraz jej pochodne pierwszego i drugiego rzedu.

Réwnanie (3.6) przeksztalcimy sprowadzajac je do ukladu réwnan, z ktorych .
kazde opisywal bedzie funkcje ¢+ w odpowiednim podobszarze 1 oraz i plyty.

W tym celu przyjmijmy jego rozwiazapie w postaci nastepujacej:

2 ! X B y
a7 =t 3 ru_H[e (-1 —(~1)~*g],

gdzie ¢, jest gruboécig warstw zewnetrznych plyty w podobszarze 1, natomiast
4, 6, f = 1,2 oznacza grubos¢ tych warstw w podobszarach ij plyty. Réwniez
zalozymy, 7e¢ wzdluz linii y,; dzielacych obszar plyty na podobszary nie dzialaja
liniowe obcigZenia pionowe. Przy tym zalozenmiu obcigzenia plyty przedstawi¢ mo-
zemy w pastgpujacej postaci:
x Y
- CHE—(—1Y =
p—p191+__j2puH[ (=1 =1 (D) b].

Oznaczenia p, oraz p,;, &, j = 1,2 okreflaja obciaZenia p}yty w poszcezegOlnych
podobszarach.

Podstawiajac powyisze funkqe do réwnania (3.6) oraz uwzgledniajac nastepu-
Jjace réwnosci wynikajace z definicji funkcji Heaviside’a:

th = t_] Ql!

oy X y
= YD rUH[- (21)‘a~1~(-1)fw~b~],

znajdziemy 5 .
(bz+vaz) (t1 21), xx —2(1 —7) “bl JZ:; (—1)! (=1 tin[* ("1)1“&' '—
jy]} , . . (1 —v2)a® b?
— 1= (= |y, @) @1 11), = *m-x
{P1 02,4+ Z; Py H [ (— 1)‘ — —1—(—1y —]}

Stad po wykonaniu rézniczkowania i wykorzystaniu nastgpujacych wzoréw (por,
[2] str. 263):

f(x,y>a[(—1)‘j+1+(—1)f%] =7 lnyd [( i +1+(—1)J-]
5[(—1)% +1+(—1)f%] = «sl—(nr)f; = 1‘4(41)4';],

i%[lgﬁr 1&ﬂ_4‘piy{i¢+l “1]

O N B | B CR I g [GRISSE RN R B

2{5[ e “1]}_'_ 1,15,[ L 1,3:]
& Pl G T = = G G D
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gdzie . ’ o I
. , [( Dy +1+(—1)J-—]
d' [(—1)*; -{“l—i—(—l)j-b—} = - .
o = 1)* 1= l)fw_- -
otrzymamy ‘
{1—v) b
(38) [(b2+va2) tl. xx+(a2+vb2) tl, yy+ _EF pl] ‘Ql+
+ Z [gi_;_hvz_zf J“z(l - V) ab(;l)i(—l)jtij,xy]x

ij=1

H[_(_l)f%_f;('ml)j—] IZ[ (=) (B>+va) 1, J o+

™ rig

| 1 '
+2 [(1 _ V) a (___l)z 1, x]yﬁ+ l:-'-l-')— (__1)j (a2+Vb2) 1, yi J’{j:l X

[(“‘“1)i +1+H— 1)"—] - [ 2::{[ e (b*+2va® p*+a*) 4 +

-I-Z{(l—v)tij]w}] [( 1)1 +1+(—ﬂ1}i__ =0,

Poniewaz réwnanie (3.8) powinno by¢ spelnione w kazdym z podobszaréw 1 i i,
i,j = 1,2 obszaru plyty oraz wzdhuz linii y;;, i,7 = 1, 2, zatem wystgpujace w nim
wyrazenia przy funkcjach

. X .y ..
QI,H m(“—l)lz—_l—(—l)J? 3 19.]':152

oraz przy funkcjach

[( 1)* +1+( 1)1-“], 5’[( 1)‘ T1+(— 1)’—], hj=12

powinny znikaé. Stad otrzymujemy nastgpujace réwnanic na zmienna grubosé #
warstw zewnegtrznych plyty w podobszarze 1:
(1—v¥)a?b?

(3.9) O +va®) by axt (@A) 11,5, = — g

M

oraz rownania opisujgce zmienng grubos$é ty, L= 1, 2 warstw zewngtrznych
plyty w podobszarach if o postaciach

S (I-+v) ab o
(310) : ey = (DD G iy, b= 12
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Natomiast wzdtuz linii y,; podziatu obszaru plyty na podobszary 11 §j mamy naste-
pujace réwnania: co

[(@*+2va2 B2 b4 131, 2 [(1 — v) 2 62 1,]] ,, =0,
(3.11) [? B*+va*)(—1) ¢y, x] » +2I0 —wya(—1) g, ot

i 4
+ [? (a2+Vb2) (_I)J t, y] = 0, i j= 1,2

¥ij

Pomewaz funkcje #; i ti 7 przybxera]a; _]edyme wartoSci dodatme zatem rownania
(3.11); moga byé spelmone tylko woéwczas, gdy

{til.‘lﬁij = 03
[tij]y” = O:V i?j = 1: 2-

(3.12)

Wobec znikania #; na liniach y;; mamy tez
[tlu S] Yig = [tl, x] Yij Siﬂ aij - [tlv )’] Yij COs al'-.i = 07 ) i’j = }'3 2!
gdzie zgodnie z oznaczeniami wskazanymi na rys. 5
in s ; ] =
sin ag; = - ( ) l/ 2_|.52
b

‘ Cosaij=—(—1)im, i,j=1,2.

Stad znajdziemy
ft1, y]yq = tg @y [1, +) i

Uwzgledniajac  powyzszy ‘wzdr réwnania (3.11), przedstawi¢ mozemy - réwnicz
w postaci nastepujgcej:

(3.13) 2(1 —) @ B [ty o], (@*-2va? 6259 [1],, = O.

Réwnania (3.12) i (3.13), okreélone na liniach y,;, stanowig w odniesieniu do réwnan
(3.9) i (3.10) warunki dodatkowe; mianowicie (3.12); sa warunkami brzegowymi
dla réwnania (3.9), natomiast (3.12), 1 (3.13) okreflaja warunki poczatkowe dla
réwnan (3.10).

- Wyjadnimy jeszeze sens mechamczny warankéw (3.12) i (3.13). W tym celu
oznaczmy przez [M,]y, 05 [Mulyye0 1 [Qulsy-0s [Qalyy+o momenty zginajace
i sity poprzeczne plyty, wystepujace na liniach y;; o normalnych # (rys. 5), dzialajace
odpowiednio od wewnetrznej i zewngtrznej strony obszaru 1. Poniewaz zgodnie
z przyjetym zalozeniem wzdhuz linii y;; nie dzialaja obciazenia”momentowe ani tez
sity pionowe, przeto momenty M, oraz sily poprzeczne Q, sa funkcjami cigglymi,
‘Warunkami ciagloéci tych fupkcji sa nastgpujace réwnosci

[Mn}yg,- o — [M ])’;j'?’ﬂ:
[Qn]yﬁ—ﬂ = [Qn]y;,+0 .
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Na podstawic wzoréw na momenty sit wewnetrznych plyty tréjwarstwowej [1]

oraz wzordw (3.5) i zwiazkoéw trygonometrycznych wynikajacych z rys. 7 mamy
{M H])‘ﬁ L [Mxx]yﬁ 1] COS a1}+[ ]y.;f—o Sill2 ;5 =

- Ewg(@*+2va® B2 ++b%)

20 @117 (1) b

. 2w P E o
EMH]J’H'FD = [Mx‘},]},ij+0 sin ZGI'J' = — ——{Em_) [ IJ])F;_.; b I’J = 19 2'

Przyréwnujac stronami te rownania otrzymamy (3. 11)1, skad wynikaja tez warunki

(3.12).
. X/

s : =1
gy 9‘77
g0 1 f \ -
kzz gy X
%’ Kz >
P W j=2
S 12
/NN
n n
Rys. 7

W podobny sposéb na podstawie wzordw na sity poprzeczne plyt tréjwarstwo-
wych [1] oraz po uwzglednieniu wzoréw (3.5) i (3.12) otrzymamy po. przekszialce-
niach \

[Q ])’”-—D [Q ],v;j -0 CO8 @; j_’_[Qy]yif 0 SI]] alJ
' = [M,,, x]y,;,——o cos aij+EMyy, y].vg—o sin a;; =

— 1y - wo ER*
Q- 2) 2 b ]/az+bz

(b*+2va® b*+a*) [t1; xl5,»

[@1ly;40= [Q;é]yi,-+o 00s aij+[Qy]yij+0 sin @y, =
= {Mxy, y]yij+0 COs aij+{M:r,y, x]y,-?-+0 sin Ay =

2w, ER?

b4+ Vi+i?

Po przgréwnanin- powyzszych réwnan stronami dostaniemy warunki (3.13). W ten
sposéb dochodzimy do wniosku, #e warunki (3.12) i (3.13) stanowia warunki

- (k ) [ (51 x]yﬁa i:j= 152"

- ciaglodci sit wewngtrznych plyty na liniach y;; wynikajace z zachowania réwnowagi.

-, Na podstawie przeprowadzonych rozwazan nad réwnaniem (3.6) wnioskujemy,
i _' 7e aby otrzymaé jego rozwiazanie, nalezy postapié w sposdb nastgpujacy.
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Najpierw trzeba okresli¢c funkcje ¢, = # w podobszarze 1 rozwiazujac réwnanie
(3.9) przy warunkach brzegowych (3.12); na konturze rombowym, utworzonym
przez linie y;;, i,j = 1, 2. Nastgpnie znajac £, moZemy wyznaczy¢ funkcje ¢, = ¢
w podobszarach ij, i,j = 1, 2, rozwiazujac réwnania (3.10) przy warunkach po-
czgtkowych (3.12), i (3.13). Podstawiajac ‘w ten sposéb wyznaczone funkcie #; i #, y
do (3.7) otrzymamy wzdr na zmienna grubod¢ warstw zewngtrznych plyt rozpatry-
wanych. '

Ogdlne rozwigzanie rownait (3.9) i (3.10) mozna otrzymaé stosujac metode
skonczonej transformacji sinusowej Fouriera. W ten sposéb otrzymane rozwigzania
beda mialy postaé nieskoficzonych szeregSw trygonometrycznych. Jednakze w ogdl-
nym przypadku na wspdlezynniki tych y
szeregdw dostaniemy nieskonczony uklad e
liniowych réwnan algebraicznych.

W niniejszej pracy nie -bedziemy zaj-
mowali si¢ rozwigzywaniem rownan (3.9}
i (3.10) dla ogdlnego przypadku plyty
prostokatnej i obciaZen, lecz przedstawimy
jedynie pewne ich rozwiazanic w postaci
zamknictej dla plyty kwadratowej o bo- | f— <€ L
kach 2a.

Zaldéimy wiec, 7e plyta kwadratowa
jest pod obcigzeniem p, réwnomiernie
rozmieszczonym na prostokacie wspdl- Rys. 8
srodkowym o wymiarach wskazanych na -
rys. 8. ObciaZenie to wyrazimy w obszarze x [0, ], y [0, a] ¢éwiartki plyty za

pomoca funkcji , _
(x (y ¢
p=po|1—H —c--—l —H ;—1"5‘"21— .

Przyjmiemy réwniez wytgZenia materialu warstw zewngtrznych plyty zgodnie z hi-
poteza Hubera-Misesa-Hencky'ego, tj. zalozymy # = 0. Stad z warunku (3.3)
otrzymamy na wspélczynnik Poissona wartosé v = 2 — ]/ 3. Na podstawie wzoréw
(2.2),, (2.2); i (3.1); mamy takze

2a

)

— — m_(3*]/§)0'0a_2
£(0,2—¥3)=203—/32 202—3), wo= VAR

Wobec symetrii plyty i obcigzenia wrzgledem osi x i y réwniez zmienna grubosé
warstw zewnetrznych bedzie funkcja symetryczng wizgledem argumentéow x i y.
Dlatego tez w dalszych rozwazaniach wszystkie zaleznosci beda rozpatrywane
dla éwiartki plyty okreélonej obszarem {x :{0, 4],y : [0, al}. _
Uwzgledniajac poczynione powyzej zafozenia téwnanie (3.9) przepi'szemy

w postaci
. ' x e
[T { Lt It LR |
hoy C a a
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Natomiast warunki brzegowe dla tego réwnania, wynikajace z (3.12); i z symetrii
zagadnienia, sg nastgpujace:
[t1]y11,=u.—:_c =0, [tiah-0=1t, y];czﬂ = 0.

Rozwiazujac to zagadnienie brzegowe metoda analogiczna do metody nakladania
ugieé walcowych plyty opisanej w monografii [4] znajdziemy dla rozpatrywanego
obszaru

x? ay* x ¥ <
oo nmlf -l a2l

2 2
+~‘—1~[(1—1) —x—z]H(i—l—%i)-i—
i a [#] a

cll\a
a ¥? x* x
+ — =t 1=l H{— 1),
a—cl a a ¢
gdzie
tzmc@»ﬁ
° 200k
Stad obliczymy
x —
{3.15) [, ol = 210 [— o + P H(x— c)]

Przejdziemy z kolei do wyznaczenia #,,. Przyjmujac w rownaniach (3.10), (3.12),
i(3.13), i=1, j=1 oraz p;; = 0, po uwzglednieniu wzoru (3.15), otrzymamy

tllt xy = 0?
dla
= {,

[tl 1]y11=a—- x

(£33, chymams = —2§/3 to[ﬁ — (a H(x-— c)]

Rozwiazanie tego zagadnienia daje na wartoéci poczatkowe #,; nastgpujace wy-
razenie:

x* (x—o)? (a—yy
(3.16) 1‘11—2]/3[an mﬂ(x.—c)— Sea +
(a—y—cf |
+ 2c{a—c¢) H(a—y—c‘)].

Funkcjg okreflajaca w rozpatrywanym obszarze zmienna gruboS¢ warstw ze-
wngtrznych plyty otrzymamy podstawiajac (3.14) i (3.16) do wzoru

¥y X ¥ x

ktéry wynika z (3.7).
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Rozpatrzymy szezegolowo przypadek, gdy obcigzenie p, jest rozmieszczone
na powierzchni kwadratowej. Przyjmujac we wzorach (3.14) i (3.16) ¢ = a/2 mamy

(-2 =2 2) =~ 3) -2 - )
=1 1—2a—2—2a—2 l—H—a_—? —H“&—_E‘ +

R {3 W

. i xr x 1\2 [x 1
fn=21/3fo[“7+a—z+;f2(z—?) H(‘;"‘?)]’
gdzie '
Do &°
8o b’

t():

Stad znajdziemy grubo$¢ warstw zewnetrznych w przekrojach x = q, x = a2,
y=x1iy=0. Jest ona wyrazona za pomoca nastgpujacych wzordw:

e (1=22)rly = )l - 5]

1 »? 1 y
[t]x=a.'2= to |:—2_ (1 —4a2)H(u2-- — ?) -+

(1], =r0[(1 —452—)3(1 _zi) +
a a

2 _( 3 2;’62—!-43‘:)1312;c 1)]
+ ]/3 2 a a ?

e R P [ eer]
o =23 00| H\g =5 )+l = 5 )= 2~ 5|

Wykresy tych funkcji przedstawiono na rys. 9.

4. Uwagi koficowe

W zakoficzeniu naszych rozwazan porownamy obJQtosc warstw zewngtrznych
o zmiennej grubosci w plytach o réwnomiernej wytrzymatoéci z objetocia warstw
zewngtrznych o stalej grubosci w plytach o nieréwnomiernej wytrzymatoéci. W obu
tych przypadkach warstwy zewngtrzne sa wykonane z tego samego materialu.
‘Wymiary warstw §rodkowych sa jednakowe. Roéwniez plyty znajduja sig pod dmala—-
niem tych samych obciazenn zewngtrznych,

Rozprawy niynierskie — 2
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Maksymalne wytezenie w materiale warstw zewnetrznych o stalej grubofei
w plycie o nieréwnomiernej wytrzymatosci jest réwne wartosci dopuszezalnej o,.
Natomiast w plycie o réwnomiernej wytizymalosci wytgzenia w materiale warstw
zewnetrznych sa oczywifcie stale w obszarze plyty i wynoszg rowniez oo.

Rozwazania nasze dotyczyé beda plyty kwadratowej rozpatrzonej w poprzednim
punkcie pracy oraz plyty kolowej pod obciazeniem réwnomiernym.

Rys. 9

Wopierw zajmiemy sig plyta kwadratowa. Objglos¢ warstwy zewnetrznej plyty
o réwnomiernej wytrzymatoéci na podstawie wzordw (3.17) wWynosi

Vst [ [ 0o ) sty = 40+y/3) [ dx [ 090y =
00 Q 0

7 a/2 af2 2 2 ajz a—x 2
y Y
<san/f ] (=25 2% )aars [ e[ (-] -
o 0 4] 0

x2] 5(+y3)  ,  S(LHY3) poat
=T RTT TR ah

a4
~ ~2 0,285 p"—} :

fod 48 oo h ook

W przypadku gdy warstwy zewngtrzne tej plyty maja stala gruboé¢ t najwicksze
wylezenia w maferiale tych warstw powstang w punktach §rodkowych plyty x = 0,
y = 0. Na podstawie zestawienia w pracy [5] momentéw plyty M,, i M,, mamy
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dla naszego przypadku obcigfenia i przy wspdlczynniku Poissona v = 2 — ]/’5 ~
~ 0,268

—0,3
Myl = [Myleg = 01162 —poa®~ 0111 pod?,

M_]._ =0.

ch]x=0
y=0

Stad po uwzglednienin wzordw na naprezenia w warstwach zewnetrznych plyty
{rojwarstwowej [1]

My,
o= bi=my 7=12,

na podstawie (2.1) znajdziemy
I
ht

Przyréwnujac F,,, do wartosci dopuszezalnej o, okre§limy

a?.

Po
,N 1
a1~ 0,11 oo b’

a zatem znajdziemy objetosé¢ warstw zewngtrznych:

2

Vi da?t ~ 0444708
o g h

Pordwnujac te objtﬁoéé zZ 6qut6§ciq Voo Spostrzegamy, Ze
V'es 1,55 V.

Wynika stad, Ze objeto$¢ materialn w warstwach zewnegtrznych w kwadratowej
plycie optymalnei jest 1,5-krotnie mniejsza niz w plycie o stalej gruboém warstw
zewnetrznych.

Jeszcze wigksza r62nica W objetosciach warstw zewngtrznych wystapi w przy-
padku plyty kolowej obcigzone] réwnomiernie. Objetosé warstw zewngtrznych
w plycie optymalnej na podstawie wzoréw (3.1) wynosi

na’ty  n(l w—v)l/gpa‘*]/2(2“/1)

Vopt = 2 - 4]10'0 ;{ )

Postepujac w podobny sposéb jak w przypadku plyty kwadratowej, po uwzglednie-
niu wzoréw na momenty w frodku plyty kolowej o stale) sztywnoéci [3]

34ty
M,=M, = 16 —=prat, M, =0,
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znajdziemy nastgpujacy wzdr na stala grubos¢ ' warstw zewngtrznych:

_ B+npa ]/ B 6 (1-+v)
16hoy (L—20) 0++2(1+v)

Objetodé V' tych warstw wynosi wige

7r(3+v)pa2]/ B T 6(14w)
16k, (1 —2 0+2(1+»"

V'=ng*t' =

Poréwnujac V' z objetoscia V,,, po uwzglednieniu (2.2), i (2.2); oraz po przeksztal-
ceniach znajdziemy

3+v
V= Vopt > 2Vipt-

Przedstawione poréwnania wskazuja w jakim stopniv mozemy zmniejszyé
zuzycie materialéw konstrukcyjnych na- wykonanie plyty tréjwarstwowej poprzez
optymalizacje.
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PeswomMme

HEKOTOPBIE CIIVUYAW OIPEJAEIEHUA $OPMEIL TPEXCIIOWMHRIX,
CBOBOIHO OMEPTLIX IINNACTUHOK PABHOMEPHOW NMPOYHOCTH

B pabote, dopMynupyIOTCE 3a/IA9H {10 OIPEISICHHIO HEpPeMEHHOH TOIUIWHGT BHETIHHY CIIOSE,
TPEXCHOMELIX IUIACTHHOR PABHOMEPHOM npousocTE. IIpHEAMASTCH IpH HTOM, 9YTO TOMIIYHA ce-
DEIANEOTO CIION — HOCTOSHEA. MATepHAT BHEMHPX CJI068 — yOpyrui. HaTmreHus BOSHAKAIOmES
B HEM, BCJICACTBHE IMOICDEYHOTO 3ArpyMeHAs TIACTHHKY, ONPERENSSTCs [0 JHGPTETHYCCKHM IH-
OTE3aM,

Tlocraprerseit BEIE BONPOE, MPHEOAT E Hpo6neMe PCIICHMA HBYX YPABHCHME ¢ MACTHBIME
OPOM3BOMHPIMY: HEIUHEHHOTC YpPaBHSHMS BTOPOTO IOPANKA, I nporufa DNACTUHKY DABRO-
MEeDHOH TIPOYHOCTHE ¥ JJHESHHOTO YPAaBHEHRS, Tak¥Ke, BTOPOro Hopasxa ¢ DyEENHOHHEIME Kod(dE-
MUCHTAMA, OIMMCHIBAIONICTO TOJHIMHY BHCHIHHX CHOCB PABHOMEDPHOH [IPOYHOCTH TIIACTHHUML
B 5TOM BTOPOM YPaBHEHWH, TCPSMEHHBIME Koatbdmunemam ARWIOTCA BTOPHE TMPOHIBOMHDIS
dyrenyy nporuba WIACTHHKH,

OTH ypanHeHWs DEINeHE! JNA SIDIHITHICCKOH paBHOMEDHO 3arpyXeHRod IUIACTHHKE B K
HEKOTODHIX CHYTACE MPAMOYIOLHAX FUTacTuHok, Pememue s KBajspaTHOH MIACTHREE HILO-
CTPHPYETCA AHArpaMMAaMH HepeMeHHOH TO/UMHHG BHEATHHX CIOCB.
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Summary

SOME CASES OF THE FORMING OF FREELY SUPPORTED
THREE-LAYER PLATES WITH UNIFORM STRENGTH

In this paper is formulated the problem of determining the varying thickness of external layers’
in three-layer plates of uniform strength. It is assumed that the thickness of the central layer is
constant, The matetial of the external layers of the plate is elastic. The stresses arising in it due to
the transverse load of the plate are determined according to energy hypotheses.

The above problem leads to the problem of solving two equations containing partial derivatives:
a nonlinear equation of the second order for the bending of the plate with upiform strength, and
a linear equation of the second order with functionai coefficients describipg the thickness of the
external plates with uniform strength, Tn the second eduation the coefficients consist of the second
derivatives of the bending function of the plate. These equations are solved for an elliptical plate
unifermly loaded, and for some cases of rectangular plates. The solution for a square plate is
illustrated by graphs of the varying thickness of the external layers.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
POLSEIEJ AKADEMII NAUK

Praca zostala zioiona w Redokcfi dnia 11 lisiopada 1968 r.






