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PEWNA KLASA LOSOWYCH PROFILI PREDKOSCI

TADEUSZ CHMIELNIAK (GLIWICE)

J. Wazson [1] uogélniajac prace STUARTA [2] podat rozwiazanie wproszezonych
réwnan Naviera-Stokesa dla dowolnej postaci zaleznosei gradientu ciénienia od cza-
su. Rozwigzanie dotyczy przeplywu wzdtuz nieskoficzonej plaskiej Sciany dla przy-

jetej stalej predkosci odsysania plynu. Celem niniejszej pracy jest rozpatizenie tego
problemu dla przypadku, gdy gradient ci$nienia jest czasowa funkcja losowa. Do
rozwiazania zagadnienia wybrano metode korelacyjng. Losowe profile predkodci
oraz odpowiadajace im wartodci tarcia ma S$cianie w pracy scharakteryzowano
momentami rzgdu pierwszego i momentami centralnymi drugiego rzedu. Rozwig-
zanie wyszezegdlniono dla kilku obranych stochastycznych przebiegéw predkosci
strumienia potencjalnego.

1. Sformulowanie i rozwiazanie zagadnienia deterministycznego
Jezeli x jest wspbhrzgdna réwnolegla do Sciany, a y wspéhizedna prostopadia

do §ciany, to matematyczny model laminarnego niefcifliwego przeptywu o sklado-
wych predkosei niezaleznych od x stanowia réwnania Naviera-Stokesa o postaci

11 au+ du 1_6pI+— Zu  dv  1dp
(1) a " "oy eex- o w gy
Uzupelnieniem réwnan (1.1) jést nastepujace réwnanie ci@g}oéci 1 warunki brzegowe:
dv 0 '
ay

(1.2)

y=0, u=0, 9=9,=const

y—oo, u—=U@.
Réwnanie (1.2); jest spelnione dla v = v, — const. Wynika stad zgodnie z (1.1}
niezalezno$é p od wspolrzednej . Mosna wigc wykorzystujac prawo Bernouliego
dla przeplywn zewngtrznego oraz warunek (1.2);, zastapié —(1/0)(0p/dx) przez
dU/dt. Ustalenia te prowadza do nastgpujacego réwnania dla u (y, £):
du + du  dU 2u
(1.3) a " ey @ Ve
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W réwnaniach (1.1), (1.2) i (1.3) oznaczaja: u 1 o skledowe predkodel, £ czas, U(?)
predkos¢ strumienia potencjalnego, ¢ gestodd, p cidnienie, v lepkoéé kinematyczng
Rozwigzanie réwnania (1.3} dla dowolnej predkosci

(1.4} Uty= Uy I1-Hf (0] = Uy k(D
-podat J. Watson [1]. Ma ono postac o
u P 7y

ey e —32 .
W5) o= 1= D)~ m‘fa F(r— @m{ P%Iﬁ”ﬂ
r'gdZiC

— E?c o yi'véci

= dp ’ n.ﬁ y

‘Wielko$¢ tarcia na §cianic okreslié mozna, wykorzystujac (1.5), przez zwigzek
[#1)

Tye H
@O A= p (M) o [ AR~ T 2] .
éc
: 0
Zaleinoici (1.5} i (1.6) opisujace pole pr@dkosm i wielkodci tarcia stanowi¢ beda
-punkt wyjscia do dalszych rozwagzan.

2. Analiza korelacyjna

Jezeli proces U (f) = Uy k (7) jest éredniokwadratowo réimiczkowalny, to réwna-
aie (1.3) okreéla Sredniokwadratowo rézniczkowalny proces losowy u (7, %), Zalbimy
dodatkowo, ze

1) funkcja A () jest procesem losowym druglego rzgdu o wartofei Sredniej
L (f)> 1 funkeji korelacyinej Kan (1, 12) [9],

2) funkcja k() jest procesem mierzalnym dla kazdego ¢,

3) wariancja procesu i () — Knn (11, f2) jest calkowalna wzgledem #; w kazdym
przedziale. Przy tych zalozeniach procesy u/Uyi v okreélone odpowiednio réwna-
-niami (1.5) i (1.6) istniejq i posiadaja wartosci oczekiwane i funkeje korelacyjne [9]
-okreslone formulami nastepujacymi

(5 )>—<h(T)>~e "—

ne —%n 2 _an : s .
4%’]1 (T — 7> exp | — P+mﬂﬁ
0

(o]

Koy w, = Knn(T1,12) —
To™ Ty

e 4 32
- jﬁ exp 12+16ﬂ. Ko (T1, T2 — Do) ddy —

2.0 - f;t 3/zexp[ (ﬂﬁr 1o, )]Kn h(Tl—lg,Tz)dAI}
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(2.1) et B R T 72 B 72
=N —3/2 2-3/2 — 42 _r
- = (,fof’l & exp[ (“+ 1611)]“1’[ ( RT3 )]
th,h(TlﬁﬁLlsTZ*lz)dﬂldﬁz

1 =]
> =B+ 4 f AP — R (T — D3] e dh,
¢ .

. ' 1 %
K"gc;’?gcz(TI’ Ty) = Ky, 3 (T1, ) +WI ),,1—3;’2 [Kp, (T, o) —
0

1 2 o
—Knn{Ty— 2y, 29) e Mdiy T f 75”] L&, 1 (T, T5) —
6 0

o0 o0

. X ,
= Kn, i (T, To— M) e e dhy + F lom f f A 0T K, n (T, o) —
' ]

— Kp 2T, T2 — A9) — K, 2(Ty — Ay, T2) +Ku, n (T —
— 1, Ta— )] e e~ dy di, .
Dla Ty =1T» .formuly (2.1)2,4 okreslaja $rednic kwadraty predkoéei i tarcia:
szg (L) = [Kﬁ i (T1, 1%, 7?)]7'1=T2 s
{2.2) Uy TN
“ 2 (7)) = (&2, 22, 1 Ty, -

Jezeli ograniczyé sie cio proceséw normalnych, to zwiazki (2.1)1,3 1 (2.2) wystarczaja
do calkowitego opisu badanych profili predkosci i wielkosei tarcia. Dla innego typu
zjawisk dostarczajga one podstawowych informacji praktycznych, okredlajac wartosé
Srednia 1 rozsiew mozliwych wartoéci rozpatrywanych zmiennych losowych.

Rozpatrzmy obecnie szczegdlowe rozwigzania (2.1)1,3 i (2.2) dla wybranych
kilku postaci funkeji losowej (1.4), spelniajacych zalozenia 1,2 i 3.

3. Rozwiazania szczegélowe

1. Zaldzmy, ze funkcja przypadkowa (1.4) jest stacjonarna i posiada rozklad
Xkanoniczny typu

{3.1) A =1+ Z oy, COS ry T+ sin wp T,
1i=1

przy czym dodatkowo spelnione sg nastgpujace warunki:

Cand = {Pud == 0,  <add = L5 = Dy,

{tnfmy =10
{opamy=0 t n#m, wy = const.
<18ﬂ ﬁm> =0
Rozprawy Inzynierskie —- 1) ’
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Dla zalozenia (3.1) otrzymujemy z (2.1); dla wartosei oczekiwanej u/ U, nastepujace
rozwigzanie:

(3.2) <Ui0> =1-—e".

Rozwiazanie (3.2) jest identyczne z deterministycznym rozwiazaniem réwnania
(1.1); przy dU/dt = 0 [3]. Jest to oczywiste ze wzgledu na lintowy charakter zaleznogci
(2.1); i zalozenie <dU/dt> = 0 (zgodnie z (3.1} i (1.4)).

Wariancj¢ procesu otrzymujemy wykorzystujac fakt, Ze dla losowej funlcji
(3.1) funkcja korelacyjna ma postac

k
(3.3) Kpn = 2 Dy cos wp (T2 —T1) -

=1
Z (2.1)2 1 (2.2); mamy

: b E _Vitian
(3.4) dii(n):ZDﬂ — e ¥ RC{Z Dple  * T+
To R=1 =1

“1/1;%0“ E _Vition _Yi—iaq v

+e 1 H]}+e‘”ReZDne 2 z
n=1

Z (3.4) wynika, ze éredni kwadrat u/Up, bedacy tylko funkcja wspdlrzednej 7,
k

zeruje sie na §cianie (5 —> 0), a dla 5 —» co przyjmuje warto§é 3 Dy, Warto$¢ ocze-
#==1

kiwana i wariancja procesu 73, dla zaloZenia (3.1) beda wiclkoSciami stalymi:

<rgc> =] 5
(3.3) s E | E B
crzg’c :ng,: Dy +?'n=21| Dy {Re [l/l-‘riwﬂ, -+ ]/1_;@%]_2} +

1 ¢ —
+ 5 ) Dal = Re (VI timn + Vimion + V14e}].
=1

Zaleznodci (3.4), (3.5); (podobnie jak i podane dalej w te] pracy) otrzymuje sig
po wykorzystaniu formut

o

b2
Lia,a, b= fexP [— (azl + A)] Ay =

¢
22

b b
== ETe g2ab [eﬁ““” erfc (-al—,z— — aa”z) -+ erfc (:#Tz + aa”z)],

ﬂ;UZ
I (o0, a,b) — fg“e‘z“b,
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« B2 i 2
L(a,a, by = 6[ exp [—‘ (a-"-ﬂ-i— ﬂ.)] A di = E e2ab x

b b
x [e-‘m” erfc (ET’E — aal"z) — erfe (;,,.—2 -I-aa”z)] ,

:'T;”Z
I = (o0, a, b) = "";8”2“5,

gdzie

&

2 2
erfcle—erfle*ﬁ:—fe“c‘ dt,

Vr o

1
© 2 4 B 8 m - 42

©
Rys. 2

Zaleznodci (3.4) i (3.5) dla n =1 zilustrowano na vys. 1 i 2 przyjmujac kilka
wartosci e Z rys. 1, ktory przedstawia sposéb narastania éredniego kwadratu
prqdkoscl z7, wynika, Ze im wigksza warto§é e, tym mniejszy przedzial Ay, w ktérym

u,'U,, osiaga warto$¢ graniczna. Rysunek 2 ilustruje natomiast rodzaj zaleznosci
Sredniego kwadraty tarcia od czestoici wymuszenia.
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2. Zatézmy obecnie, ze funkcja f (T) jest sinusoida o stalej czestosci » i normalnej
amplitudzie losowei ¢ (7):

{3.6) ' F@)=p@)sinwl, <p(D)y = cofmy=2D0.
Z {3.6) otrzymuje sie latwo
(3.7) (T = esinoT, Ky, 5Ty, Ty) = Dsin T sin ol

‘Niestacjonarny stochastyczny proces (3.7) moze aproksymowa¢ wiele rzeczywistych
przebiegdw funkcji & (T), dlatego rozwiazanie zagadnienia brzegowego (i.DH—(1.2)
dla tak obranej funkcji f(T) jest szczegdlnie interesujace.

Z (2.1);, 3 otrzymujemy biorac pod uwage (3.7} 1 (1.4):

: <%> =1 —e "C sin wT+e " Im e_%”l/“riw] )
3.8) _
iy =14C (% sin @T-Im &7 V14-iw ) .

Zaleznosei (3.8) skladaja sig z czesci ustalonej, odpowiadajacej determimistyczne-
mu rozwigzaniu réwnania (1.3) bez wyrazéw bedacych pochodnymi wzgledem
czasu oraz z czefcl nieustalonej, zawierajgcej funkcje okrésowe o dwu réznych
okresach, co dowodzi przesuniecia fazowego {u/Up), (Tgy> W stosunku do wymusze-
nia u/Uy.

Wariancje u/Up i 1%, mozna wyznaczyé w podobnie prosty sposib jak w przykia-
dzie poprzednim. Z zaleZnosci (2.2) otrzymujemy '

Lo
D= sin? wT —
A _ Y _ Vi
— e 5" (2sin2 wT Ree z —2sin2wT Im e 2 )+
/1=t T tm
(3.9) _ Vi—ie . Y=
47" (sin wT'Ree = % —coseTlme 2
I 2 . 1 - 1, —
D Tsuﬁ wl + ?sz oT Re V1—iw T E—stwTIm Vi1—iow+

4 (Im V1~ i)

Zaleznosci (3.8); i (3.9); dla @ = 1 1 10 zilustrowano na rys. 3 i 4.

3. Niech obecnie funkcja f(I) w zaleznosci (1.4) bedzie procesem losowym,
ktéry moze przyjmowaé jedynie dwie wartoéci -C. Liczba zmian wartosci f(T)
w przedziale (T, AT) jest funkeja przypadkowa podlegajaca rozkladowi Poissona
o parametrze (aT). Dla uogoblnienia zatdzmy, Ze tak okreslona funkcje pomuozono
przez funkcje Heaviside’a' H (7). Jak tatwo stwierdzié, érednia warto$é f(T) i jej
funkcja korelacyjna Ky, s (71,72) beda wynosic:

@y =0,

.10 — o %a(TyTp
K, 51T, T2) = CHTY) H(Tp) e .



PEWNA KLASA LOSOWYCH PROFILI PREDKOSCI 47%

Uwzgledniajac (3.10) warto$¢ érednig i funkq@ koreiacyjna procesu fi (1) przedsta--
wimy formutami nastqpujaccymj

HTpy =1,
Knn (TI;.Té) =Ky f; (11,72

(3.11)

<Th>-1

Gzrgc s
)
' =10
20 F
10 |
Al
| | I 1 [ | | g
10 20 30 40 50 60 70 80
wl
Rys. 4

Podstawra;qc (3 11) do (2.1)1,3 otrzymujemy dla wartodci oczekiwanych profili
u/ly i rsc wyrazenia analogiczne do (3.2) i (3.5);, natomiast wariancie procesdw
u/ Uy, 75 beda wynosily zgodnie z (2.2) po wykorzystaniu (3.10),:

O -_2.'1 eEny yitm . ' .
?Uﬁﬁ-z‘l—-- 2 {e 2 rerfc 4_7:775—'-]/‘1—'2f,;cT-”[2 -+
. Yi—2a . YT . ..?7
e 2 erfc (4T”2 + ]/1—"2(,1 TIIZ) e 2 erfc (zﬁ”lfi —

3 Yiiza

— 12 T # e 1!2)] _
(3.12) - Vitar )"‘" erf0(4T1,2+1/1+2aT +
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312 ] . [ VT
(c.d.) “l-z—e'"[e 2 ﬂerfc(

—¥1—2a T”z)

Tl.'Z

_1/1—2ﬂ Vit

A - 7
+e 2 Tqerfc:(%-l-]/1»—~,’Z.',1T”2)][e 2 erfc(w—

— V1+42a Tl}z) A H1H20 erfc( Tl‘,g + V1422 T”z)],
1 1
—_ ]+ 1f2[ 23“TT1J'2 2%1)'2 crf(T”z)+T 142 —T(l 2m)+

c s
+ V1=2an P erf (V1—2a TP 4T 12 o~ 70420
+ V1+2a a2 exf (V1+2a TV + :75 {le T T~ Pt Perf (TR —
— e~ T PimlP erf (1'3)] [e‘T(l_Z“)T“I"Zl +
+ V1—2an P erf (V 1—2a Ty e T2 7102 1
+ Vi 2aaP et (V1420 T + [e 7420712 1
+V1—2aaerf (V1—2a TV} [0 20 712
+ V1T 2a P exf (V1720 T)]}.

Wyrazenia (3.12) sa funkcjami niestacjonarnymi posiadajacymi granice dla 7'—0
i T—o0!

1 2 1 2
G-u; =1 ’ _L‘_ 0"’s?c. 1,
T_+0UU -0
31 — o-zu =1 — 49 Yi-2) _ Ta(t+VITam | —120/1=2a +Y 1128 5 —n
1
Toroo

1 ., 1

— 0 =7 (1+V1=20 1 V1322 +V1-4a).

>0

Wielkosci (3.12); oraz (3.13); przedstawiono odpowiednio na rys. 5 i 6.

W teorii laminarnej warstwy przy$ciennej, poza wielkodciami wartosci oczekiwa-
nej i wariancji, interesujacym bedzie réwnicz prawdopodobienstwo przebywania
wielkofci losowej 13, w przedziale 0 < 19, < oo, Jezeli przyja¢, ze funkcja ki (T)
ma rozklad normaly, to prawdopodobieﬁstwd to wyniesie [6]

<Tsc> )

Jiéc

(3.14) P(0 < 19 < o0) = —HD (
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wdzie

T

f e £22 d

0

1
D(x) = l/g
jest calka prawdopodobienstwa.

Z (3.14) wynika, e dla spelnienia warunku P = 1 (warunek ten moina przyjaé
w naszym przypadku za pewnego rodzaju kryterium stabilno$ci laminarnego
przeplywu) funkcja @ ({12@/@3‘1) musi by¢ réwna 0,5, czyli z duza dokladnoscig
(10-49%) musi by¢ spelniony warunek
L]
(3.15) e g

O‘I.gc

Rys. 5

W ogdlnym przypadku zgoednie z (2.1} i (2.2); lewy wyraZz réwnosdel (3.15)
bedacy uwiklana funkcja 7" moina napisa¢ w postaci zwigzku

Ly _ 14+-Cy (0T e
oL, Do (oT) ~°

(3.16)

P
s
ktory polaczony z (3.15) okresla wa- . / g
runki dla Ci D oraz T, przy ktérych nie 06 //
wystepuje oderwanie strugi dia pewnych ' /
lubwszystkich wartosci T=to%,/4v. Jako /

04

przyklad rozpatrzmy ten problem dla /
wymuszenia. (3.6) (@ ==1, rys. 7) l
Z rys. 7 wynika, #z¢ dla Sredniej war- 0z [
tosci amplitudy funkeji f(T) C=1
prawdopodobiefistwo okreslone rdw-
noécia (3.14) osiaga wartosé bliska jed-
noéci tylko do pewnego zakresu wT'~4
i tylko dla stosunkowo nieduZych
wartofei /D. Jezeli przyjaé € =0,5, to (jak wynika z rys. 7) istnieje pewna
krytyczna warto§é ]/ Dy, dla ktérej z prawdopodobienistwem P~ 1 nie nastapi

20 44 £0 a0 00
' _ Ufvsgl
= v .

Rys. 6
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w ogéle oderwanie strugi. Dia poréwnania na 1ys. 7 przedstawiono te same
zalezno$ci dla P = 0,9. _

W niniejszej pracy rozpatrzono stosunkowo prosty przyklad (problem liniowy)
zastosowania metody korelacyjnej do badania laminarnej warstwy przySciennej
o losowym zaburzeniu predkosci potencjalnego strumienia. Nie mniej jednak moze

VI

24/

y { e D(0< 18, <00} 0,99099937 -~
/NN === Ploctles) =03 /

20

Rys. .7

ona w zasadzie znale#¢ zastosowanie do badania wszystkich problemdow laminarnej
warstwy praysciennej, dla ktdrych znana jest metoda rozwigzania detenmmstycznego
(np. metoda kolejnych przybhzen [3], metoda malego parametru [4], czy wreszéie
metoda. Lina. [S.
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Pearome

HEKOTOPBIN KJIACC CJIVUARHBIX IIPOOWIIER CKOPOCTH

PaboTa KACRETCA ONpEHENEHHs CTATHCTHYSCKHX CIIydaiiHbIX XaPAKTEPHCTHK npodmmed cro--
POCTH ¥ 3HAYEHMH TPEHES IUIA TCUeHHS, BAOIL Ge3K0HewHOH NIOCKOH CTEHE! ¢ NPEENONOKEHHOM:
CKOPOCTHIO OTCACHIBAHAA HKANKOCTH. -

CROpOCTh SOTEHNMAIRHOTC HOTOKA, ABJICTCA BPeMEHHOH cayyaiinolk dyHxnmel ¢ M3BeCTHBIM:
OEHAAEMEIM SHAYCHHEM H HIBECTHOH KOppeLTuMOMHON dyaxium, VICTIONBIyR) METOX, KOppeii-

 HHOHHAOrO METOMA, OHPEAE/TAIOTCI OXAAASMEIe 3HAYCHEA IIPONECCOR (2.1) u (2.3), xOppenaIEoH--
HEIE GyERmEA (2.2) 7 (2/4), a Tawke ONpEeNeNAIoTCA CPENHEE KBRIPATYD CROPOCTH Tpewd: (2.5)
¥ (2.6). {IpEBefeHHElE DEIICHWS ARIOTCH JUL HECKOIBKMX CTOXACTAYECKHX TPOIECCOB (CTATMO--
HADHBIX ¥ HECTAUMOHAPHBIX)} CKOPOCTH HOTEH{IANLHOrO MOTOKA. '

Summary

A CERTAIN CLASS OF CHANCE VELOCITY PROFILES

The paper concerns the determination of statistical chance characteristics of velocity profiles.
and values of friction for flow along an infinite plane wall with an assumed constant velocity of”
fluid sucking off.

The velocity of the potential stream is a time chance function of known expectation value and
cotrelation function. Utilizing the method of correlation analysis the expectation values were.
determined of the processes (2.1) and (2.3) the correlation function (2.2) and (2.4) and the mean
squares of velocity and friction (2.5}, (2.6) were determined, The given solutions have been selected
for a several assumed stochastic courses (stationary and nonstationary) of the velocities of the
potential stream, The more interesting results have been illustrated with figures.

POLITECHNIKA SLASKA W GLIWICACH

Praca zostala zlezona w Redakcji dwia 26 lutego 1969 r.






