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LINEARYZACJA SIt SPREZYSTYCH W UKLADZIE. WIBROUDERZENIOWYM

CZESLAW CEMPEL (POZNAN)

1. Istotne dla ukladéw wibrouderzeniowych charakterystyki uderzeniowe otrzy-
muje si¢ zwykle stosujac metodg zszywania rozwigzan. Jednak juz przy badaniu
drgah wymuszonych jej zastosowanie jest Zrédlem powainych trudnoéei obliczenio-
wych, wynikajacej ze skokowej zmiany predkodci w chwili uderzenia. Zachodzi
pytanie, czy da si¢ zlinearyzowaé réwnanie ruchu ukladu wibrouderzeniowego
w ten sposob, aby wszystkie cechy ukladu wyodrebnione metoda zszywania rozwig-
zan zostaly zachowane w réwnaniu zlinearyzowanym. NiZej podjgto prébg lineary-
zacji roOwnaf ruchu przy zalozeniu, Ze uderzenia nie powoduja strat energii w ukla-
dzie, a jego polozenie w czasie uderzenia nie ulega zmianie.

2. Rozwazmy ukiad drgajacy przedstawiony na rys. 1 z dwoma ogranicznikami
ruchu. Przy zaloZeniu doskonale spreztystych zderzen réwnanie ruchu ukiadu mozna
napisa¢ w postaci

§)) mx +hkx+C 8 (x — x4+ (x — xp)} sgn x = 0,

gdzie C oznacza sztywno$é ogranicznikdw, a 6 (x) — to funkcja Diraca. Rozwigza-
nie tego réwnania napotyka na szereg istotnych trudnosci, gdyZ wystepuja w nim
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Rys. 1

dystrybucje zaleine od poszukiwanej zmiennej zaleznej x (f). Funkcje opisviaca

ruch masy m mozna znaleZé na innej drodze rozwazajac ré6wnanie 1) w jego prze-

dz:ale liniowoéci 1 nwzgledniajge zwigzek migdzy pr@dkosc:q przed uderzeniem
# 1 po uderzeniu, mianowicie ¥ = —o®
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Zajmijmy si¢ najpierw przypadkiem drgan z jednostronnym uderzeniem o prawy
ogranicznik, tzn. gdy |xs{ » |x1]. Wtedy réwnanie ruchu w przedziale liniowosci
uktadu ma postac

V3] mx4kx =0, x < x.
Przechodzac do bezwymiarowego czasu T = Af, A2 = k/m, mamy
3 | rr 0 /!. dz x V
3 | x"Hx=0, x<x3, x =

Przyjmijmy, Ze w czasie 7 =0 zaszlo uderzenie o prawa sciank¢ Z parametrami
x(0) = x1, x" (0} = [x"(0))Y = —W). Biorac je jako warunki poczatkowe réwna-
nia (3) po rozwiazaniu otrzymamy

x({tr) = x cost— Wysinz,
) , ] x(7) < xp.
. x"(t) = —xysint — W) cos 7,

Po czasic 7 — 7 nastapi ponowne uderzenie o prawa §ciank¢ z nastgpujacymi
parametrami przed wuderzeniem: x(¥)=x;, x (7 =[x @" = Wy, (x'F =
= — [xT%). Uwzgledniajac powyZsze mamy

(5) x| = xpcos 7 — Wysint, W;=—xsint— Wicosz.

Zauwazmy, ze T jest okresem drgah uderzeniowych analizowanego ukladu;
wobec tego T = AT = 2mdfw = 2xfy, gdzie n = w/i, a o jest cz¢stoscig drgaf
uderzeniowych. Z uzyskanych zaleznosci (5) i (4) moina znaleZé predko$¢ uderzenia
W, jako funkcje bezwymiarowej czestodci drgan #, oraz warto§¢ maksymalnego
wychylenia xmax: ' '

L 7 4
(6) W) = —X11g—, Xmax= X 8eC—.
n n

Wprowadzmy bezwymiarows predok§é uderzenia W= Wiflxt| > 0; wtedy
charakterystyka uderzeniowa (6) przyjmie postaé
woXy
) W= —tg— —.
7 |xl
Powyisza zaleznoéé przedstawiono graficznie na rys. 2 dla przypadku luzu w ukia-
dzie x; >>0 1 naciagu x; <C 0.
Jak wynika z rysunku, charakterystyka uderzeniowa ukladu jest wieloznaczna.
W przypadku luzu-w ukladzie (x) >>0) czgstod¢ drgan » wzrasta ze wzrostem
predkoécei uderzenia W, natomiast w przypadku naciagu (x; <C 0) czgstos¢ wzrasta
przy zmniejszaniu si¢ predkosei uderzeniowej W
Z analizy drugiego ze wzoréw (6) wynika, Ze bezwymiarowe wychylenie maksy-
malne moze przyjmowaé wartoéci z przedziatu oo = |x¥max/x1| = 1. Wobec tego
dla pewnych wartoéci czesto$ci % naslapi uderzenie o lewy ogranicznik i drgania
masy m odbywaé si¢ beda przy uderzeniach dwustronnych. Przypadek ten wymaga
oddzielnej analizy.
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Roéwnanie ruchu ‘w jego przedziale liniowosci jest tutaj a:ualogxczne do (3):
(8) ' xx =0, x<x <.

Jedli dla czasu 7 = 0 zaszlo uderzenie o prawy ogranicznik z parametrami po ude-
rzenin x (0) = x1, x"(0) = [x" (0)1® = —[x’ (0)}* = — W}, to ruch w strone ujem-
nych warto$ci osi x-6w opisany bedzie zaleZnodciami

9 x=x1cos7— Wysinz, x' = —x;sint— Wjcost.
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Po czasie 1 = 11 nastacpl uderzeme o lewy ogranicznik z parametrami przed ude-
rzeniem x (77) = xz, x' (7)) = [x' (11)]* = Wa, W, < 0. Wtedy musza by¢ spelnione
zwiazki :

{10) Xp=xy0087y — Wysinty, W= —xysinz; — W coszy.

Po uderzeniu zacznie si¢ ruch w strong dodatnich x-6w z parametrami poczatko-
wymi: x (0) = x3, x"(0) = [x"(0)]° = —[x" (O} = — Wy, czyli

(1D X=1xpc087T — Wysint, Xx'= —xpsint— Wycost.

Dla 7 = 75 nastapi ponowne uderzenie o prawy ogranicznik z parametrami przed
uderzeniem: x(13) = x4, x"(72) = [x" (72)]* = W). Wtedy z (11) bedziemy micli

(12) x| == X308 T3 — Wpsinty, W= —xssin1y -~ W;cos 73.

Mozna wykazac Ze 71 = 1z = t/2 = @/y; stad interesujace nas ZWlaZk_l (12) i(10)
przyjma postad

] B .z 7
Xp=x1c08— — Wysin—, Wy= —xsin—— Wcos——;
i N ) n
(13)
pei 4 X 7 . i . 14
X = xycos— — Wasin—, W]:~xzsm?— W cos—,
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7 otrzymanego ukladu réwnati (13) wyznaczymy predkosci uderzenia o prawy
ogranicznik W i lewy W, jako funkcje bezwymiarowej crestobel drgan uderzenio-
wych #7: '

(14) W) = —xpcosec— +x ctg—, W, = —xjcosec-— Txpctg—.
” ) n 7 7
Wprowadzajac  bezwymiarowa predkosc uderzenia  o© prawy  ogranicznik

W= Wi/lx)| (x; #0), W = Wy/|xs| (x; = 0), otrzymamy charakterystyki ude-
rzeniowe ukiadu:

X2 [ X1 T
W= — cosec— + ——ctg—,
fx4 n E=1
(15} :
X2 i
w = — cosec—, W, W =0,
|ca! 7

Graficzng ilustracje tych charakterystyk w trzech najwaZniejszych przypadkach
przedstawiaja rys. 3-5.
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Z. przytoczonych charakterystyk wynika, Ze we wszystkich trzech przypadkach
sa one wielowartosciowe. W przypadku symetrycznym (x; = —xy), drgania swo-
bodune sa mosliwe dla wszystkich wartoéei predkoSci uderzenia W, a przy jej zmniej-
szaniu czesto§é drgan réwnieZ sig zmniejsza (rys. 3). W pozostalych przypadkach

w i

" Rys. §

(rys. 6 i 7) charakterysiyki uderzeniowe sa wielowartodciowe w kazdym zakresie
ich istnienia, 1/(Zn--1) <% << 1/2n, a drgania moga istnieé¢ tylko powyZej pewnej
wartodei predkodei. Wartosci te oraz odpowiadajace im czestodci 5 obliczono z wa-
runku W, =0.

Z otrzymanych rezultatéw tak w przypadku uderzen jednostronnych jak i dwu-
stronnych wynika, 7e analizowany uklad jest silnie nieliniowy w ramach kazdego
7 zakresdw czestoéci, a drgania o tej samei predkoéci uderzenia moga odbywadé sie
dla réznych czestodci 7. Poza tym nie dla kazdej predkosci W drgania te moga istniec.
Dlatego tez wspomnijana na wsigpie linearyzacja ukladu powinna odzwierciedlaé
mozliwie wszystkie wymienione tu cechy ukladu wibrouderzeniowego.

3. Charakterystyki spreZyste wyjSciowego réwnania (1) mozna graficznie przedsta-
wié tak, jak na rys. 61 7, gdzie linia ciagla oznacza przypadek luzu (x; > 0), prze-
rywana za$ przypadek naciggu (x; <C0). Na rysunkach tych zaznaczono réwniez
aproksymacje sztywnoéci ogranicznikow prostymi o nachyleniu tge = C. Latwo
wykazaé, Ze jesli sztywno$¢ ogranicznikow dazy do nieskofczonosei (C — oo), to
czas przebywania ukladu na tym odcinku charakterystyki dazy do zera (& — 0).
‘Wobec tego problem linearyzacji sprowadza si¢ do obliczenia czasu przebywania
ukladu na charakterystyce prostoliniowej przy pelnym ruchu w obie strony. Jesli
¢zas ruchu w jedna strone oznaczymy przez fx, to okres drgaf T = 24

Réwnanie ruchu ukladu na tym odeinku ma postac

(16) . mx+kx =0, x5 <x<x.

Przy ruchu vkiadu od punkiu x; do x» po pewnych przeksztalceniach otrzymamy

dx ) k )
(17 "’-’:E=ﬁ KT ;(%_xz):
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skad latwo otrzymamy

& dx
(18) = — f f — .
2 1/7)24.“ Ll (x% — x2) +x}—x*
g € 1=

Wiedzac, ze T = 2ty z (18) bedziemy mieli

] _f?_; . X1 . X2
(19) | T=2 T arc sin ﬁ — aresin ﬁ

V xl —{- Tam x2+ L;i_z“
ik
Fx) k . W,
/ b/
¢ i / Cx I: Fi Cx
' | ,' | H
| { |
i [ b
] I [ f !
; l *z Il } -
Xp=Xmax__{x1)| ! - ' ] X X
| ' X1 X )
5
o :j‘ :
Cxf}
IR
P
Rys. 6 Rys. 7
F(x) = kx+C8 (x — x1) sgn X (%) = kx4 Csgnx [8 (x — x)+8(x — x2)]

Wprowadizmy obecnie zlinearyzowang sztywnosé¢ ukladu wibrouderzeniowego
¢ taka, ze réwnanie (1) da si¢ zastapi¢ réwnaniem

mx—+ex =0, x<x<x.

Wtedy czestos¢é drgan uderzeniowych wynosi w2 = ¢fm = (2#/T)2. Przyjmujac
to z (19) znajdziemy

, ' n 2
{20 c= k.

. X *2
arc §in ————m =

1 .
arcsin ————————
2 2
7 7
2
]/xl T ]/"% T

Zaleimosé ta jest ogdlna postacia zhnearyzowanego wspoiczynnika sztywnosci
ukladu wibrouderzeniowego.

Przejdzmy obecnie do rozpatrzonych poprzednic drgan z uderzeniami jedno-
stronnymi i dwustronnymi. W przypadku pierwszym (rys. 6) wsp6lrzgdna x; wynosi
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X = Xmax = —A. Wielko§é tg¢ obliczymy- z zasady energii dla rozpatrywanego
uktadu:

)
: ¢
21) Xpg=—A= — ]/x%-}- '}TZI .

Wstawiajac (21) do (20) i oznaczajac zlinearyzowang sztywno$¢ ukladu z uderze-
niami jednostronnymi przez cj, znajdziemy

7T 2

(22) [ k.

7T . X3

- +aFC T Rt e—

2 v}
g

Zwigzek ten mozna przeksztalcic do postaci

FiA 2

(23) o= k,

. —X1 A
arcctg ‘“.Z“)""_‘
1

a poniewaz }/eJk = u oraz v; = x| = Ax; = AWy = 1 |x;] W, przeto
©24) i ub W e
— ey = g —.
1 —X] |4] & i
W x4

arc ctg

Jak widaé, droga przeksztalcefi zlincaryzowanej sztywnosci ukladu wibroude-
rzeniowego otrzymali$my jego charakterystyke uderzeniows identyczna ze znalezio-
na poprzednio (7) (rys. 2). Wynika stad wniosek, 7¢ zastosowana metoda lineary-
zacji jest poprawna i pozwala wyodrebnié wszystkie cechy ukladu drgajacego
z jednostronnymi uderzeniami, '

PrzejdZmy obecnie do analizy ukladu z uderzeniami dwustronnymi, biorac pod

uwagg rozpatrywane poprzedoio trzy przypadki; x) = b, xo = —b; x1 =0, %3 —
= —b; xy = —b, xp= —2b. Przyjmujgc w zaleznodci (20) x| =5, x,= —b
po pewnych przerébkach otrzymamy
- 2
Ca = 1 k,
2arcsin —y=———
Vitwe

a przeksztalcajac dalej jak w (24) otrzymamy ostatecznie
25) W = ctg—
= ctg 2

Otrzymany wynik jest identyczny z wynikiem otrzymanym metoda zszywania rozwig-
zan (rys. 3).
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W przypadku drugim x; =0, X3 = —b z zaleinoéci (20) mamy

i
Cy == T k,
arc sin W
co po przeksztalceniach daje charakterystyke uderzeniows
" .
(26) W' = cosec ?,

taka samg jak w punkcie drugimr (rys. 4).
Jedli do zwiazku (20) podstawimy xy = —b, x5 = —2b, to po pewnych prze-
rébkach otrzymamy

7T 2
27 €y — == k.
@n 2 2-WY W23

142

arc cos

Otrzymanie charakterystvki z zaleznosci (27) wymaga rozwiaczania réwnania czwarte-
go stopnia, lecz latwo wykazaé, 7e charakterystyka z rys. 5 spelnia tg zaleznosc.
Stad rowniez wniosek, iz wspdlezynnik linearyzacii dla przypadku cbustronnych
uderzefi 7z naciggiem obliczony jest poprawnie.

4. Pordwnujac charakterystyki uderzeniowe rozpatrywanych ukladow i wiasnoéci
zlinearyzowanych wspdlczynnikdw sztywnosdci mozna stwierdzié, ze zaproponowana
metoda linearyzacii jest dokladna i poprawnie odwzorowuje wieloznaczne charakte-
rystyki ukladéw wibrouderzeniowych. Metoda ta pozwala zastapié silmie nieliniowe
réwnanie ruchu réwnaniem zlinearyzowanym poprawnym w catym przedzialeistnienia
rozwigzania. Mianowicie réwnanie ruchu z uderzeniami jednostronnymi

mx +-kx4+C8 (x — x)sgn x = 0,

pozwala zamieni¢ réwpaniem liniowym

{28) mx +k

x=0, x=<x.

%xlﬂ

71
W przypadku uderzedi dwustronnych

mx +kxTC 0 (x — x)+0 (x — xp)]sgn x =0,

réwnaniem liniowym

arc ctg

i 2
——\x=0, x<x<x.

—
2! U]
X x2+ T]/Jﬁ ZJF”A?

arccos 2

x1+7

(29) mx -k

Ziinearyzowane rownania (28) i (29) moga okazaé éi@ szczegdlnie dogodne przy
analizie drgafn wymuszonych ukladéw wibrouderzeniowych.
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PestoMe
JIMHEAPH3AIIMS VIIPYTHX CHJ B BUBPOVIAPHOW CUCTEME

B pafoTe npeAcTaBleHa HOGHITKA JHHCADH3AIMN YOPYLWX CHIl B KonedarensHOH cueTeme
¢ ynapavna. TIoTyueHusie, 3THM NYTeM, YIAPHAIS XADAKTSPHCTHRE CDABHABAIOTCS, ¢ NOIYYeHHBIMH
METOIOM IpEnacoRkw, TakuM 00pazoM, MOKA3aHO, YTO NPOBEHCHHAN IuHeapusauys sabpoyaap-
Holt CHCTEMHI NMDABMNBHA B TOMHO OTODpaXaeT Bee OCOGEHHOCTH CHCTEMEL

Summary

LINEARIZATION OF THE ELASTIC FORCES
IN VIBRO-PERCUSSION SYSTEM

"This work is an attempt of the linearization of the elastic forces in vibration system with
percussion, The percussion characteristics obtained in this way were compared with characferistics
obtained by the method of adaptation of the equations. It was shown this way that the linearization
of vibro-percussion system performed is correct and maps all its features exactly.

POLITECHNIEA POZNANSKA

Praca zostala zlozona w Redakcii dwia 20 grudnia 1968 r.






