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P. KLEMM (LODZ), CZ. WOZNIAK. (WARSZAWA)

Wstep

Roéwnania gestych i regularnych powierzchniowych dzwigardw siatkowych,
oparte na zastosowaniu cigglego (wlGknistego) schematu obliczeniowego, byly
wyprowadzone w pracy [1]. Dla siatek o doskonale sztywnych wezach podstawowy-
mi niewiadomymi s przesunigcia i obroty wezléw, traktowane jako funkcje ciagle,
okreflone na placie powierzchni, na ktérym uksztaltowana jest siatka diwigara.
Jezeli plat ten jest plaski, ugigcia rusztu sa niewielkie w poréwnaniu z wysokoscia
przekroju poprzecznego belek oraz ponadto jedna gléwna of bezwladnodci kazdego
przekroju poprzecznego kazdej 7 belek jest zawsze normalna do plaszezyzny, na kto-
rej ksztaltujemy siatke dZwigara, fo podstawowe rownania i warunki brzegowe
teorii prowadza do dwoch niezaleznych zagadnien brzegowych: jednego dla przesu-
nigé i obrotu wezléw w plaszezyinie [2] oraz drugiego dla przesunigcia i obrotow
wezlow spoza plaszezyzny dzwigara [3]. Oba powyisze zagadnienia, ktére moZna
nazwaé kolejno «tarczowym» i «plytowymbpy», zostaly rozwiazane dla wieln przypadkow
spotykanych w praktyce; wyniki wigkszoéci prac z tego zakresu zebrano w mono-
grafii [4]. W tym opracowaniu podamy natomiast ogélna postaé rozwiazania dia

_pewnych plaskich diwigaréw siat-
kowych, w ktorych glowne osie
bezwladnosci przekrojéw poprzecz-
nych pretéw tworza katy rdine od
zera i 90° z plaszczyzng, na ktdrej
ksztaltujemy siatke dZwigara. Frag-
ment jedne] z takich siatek przed-
stawia rys. 1. W pracy zakladamy,
#e rozpatrywane dzwigary siatkowe Rys, 1
sa  ukladami liniowo-sprezystymi;
postugujemy sig tym samym wylacznie w pelni zlinearyzowanym wariantem réwnan; .

Korzystajac z [1] réwnania te zestawimy w p. 1, w ktérym oméwimy réwniez podsta- - - :

wowe oznaczenia. Problemy bedgce tematem pracy ograniczymy do zagadmen' '

jednowymiarowych (pasma rusztowe, p. 2), podajac dia tego przypadku WP 3 .. .
postaé rozwigzania ogélnego. Wreszcie w p. 4 rozpatrzymy. mektore przypadkl_' SRS

szczegblne, a uzyskane wyniki zobrazujemy w p. 3 przykladem
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1, Podstawowe réwnania

Przedmiotem rozwazar jest gesty i regultarny ruszt utworzony z dwdch lub trzech
todzin belek sztywno ze sobg polaczonych. Osie cigzkoscl poszczegolnych belek
le7a na plaszczyZnie i tworza w obszarze 7 tej plaszezyzny siatke uloZona z tréjkatow
Tub prostokatow. Schematyczny zarys osi pretéw takied siatki przedstaw1a rys. 2.
Plaszczyzne, na ktorej ksztaltujemy siatke diwigara, parametryzujemy prostokatnym
kartezjanskim ukladem wspolrzednych xX (1). Wskutek dziatania obciazen w weztach
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siatek dZwigara pojawiaja sig: 1) przesunigeia #¥ w kierunku osi x%, 2) obroty »
w plaszezyinie , 3) przesunigecia u w kierunku normakym do m (ugigeie diwigara)
oraz 4) obroty wzgledem osi réwnoleglych do osi x¥ i przechodzacych przez Srodek
wezla. Przemieszezenia te (zgodnie z przyjetym ciaglym schematem obliczeniowym
siatki) przyjmujemy jako funkcje ciagle parametrow x1, x2 w obszarze m, majace
ciagle pochodne do tego rzedu whacznie, ktéry wystepuje w przedstawionych poni-

2 , 2 2
X y DZZ /Xl p 2 .
" 1
m / 2l m®
/ o //Iﬁm“
' ’p”
24 v dﬁm"z
- 1

: /"

X x!
Rys. 3

Zej réwnaniach. Réwnania rozpatrywanego rusztu skladajg si¢ z réwnan geometrycz-
nych, réwnaf réwnowagi i réwnan ﬁzyczﬁych Roéwnania geometryczne, wiazace
skladowe stanu przemieszezenia u, ux, v, vx ze skladowymi stanu odksztalcema
V&S, Vi %KS, %k Tajg postaé [4]

(L) Vs = Ug gt Esx Uy Vi = g T Exm oM,

Hygs = Vg K> ®g = Yg,

(1) Wszystkie wskasniki oznaczone literami K, L, M, N, ... przybierajg wartodei 1, 2; obowig-~

B zuje konwencja sumacyjna dla wskaznikdw zna]dumcych sxg na réznych poziomach. Pochodng
*:: oznaczamy przecinkiem, np. fx = offoxk.
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PIZY CZYM PrZEZ sgy; oznaczono tutaj symbol Ricciego (g); = &39 = 0, g1 = —831 =
= 1). «Tarczowy» stan napigcia jest okreflony tensorem napieé py, i wektorem
momentowym napieé polarnych m¥, a «plytowy» stan napiecia — tensorem napigé
momentowych g, i wektorem napie¢ tnacych p~.

Wielkosci te, kidre odnosza sig do jednostki pola przekroju ciaglego schematu
obliczeniowego rusztu, zaznaczono narys. 3. Oznaczajac gestodé obeiazen jednostki
plaszezyzny = sitami i momentami (rys. 4), otrzymamy réwnania réwnowagi
postaci [4]

a2 PR =0, ¥ e pt R =0,

PK,KJFPKL U, +b=0, mKL, x— M mE Upg — et pXHRt = 0.
ﬁ Pomiedzy skladowymi stanu napigeia i skladowymi stanu odksztalcenia zachodza
zaleznosci [4]
as P = AKLMN Yoy + AREM,, — CFL |- CMVE g
mEL = CRLMN o CKEM gk fKLy, 4 gMNK,

Rys. 4

w kt6rych AXEMN AXIM jtd, sy skladowymi tensoréw sztywnosci spreZystej rusztu,
zaleznymi od geometrycznej i materiatowej struktury siatki rusztowej. Oznaczmy
przez 1y, skladowe wektoréw jednostko-
wych stycznych do rodzin osi poszczegsl-
nych belek (A =1, I1, gdy ruszt sklada si¢
7 dwoéch rodzin belek oraz A =1, 11, 111,
gdy ruszt sklada sie z trzech rodzin belek)
Ooraz przez. d(‘,) (a = 1,2) wektory jed-
nostkowe skicrowane wzdluz gléwnych
centralnych osi bezwladnosci przekrojow
poprzecznych belek rodziny (4) (rys. 5). Rys. 5

Oznaczmy nastepnie przez di- skla-

dowe wektoréw, ktére sa rzutami wektoréw (%) na plaszczyzng v oraz przez &5)
— rzuty wektordw d%‘j,’) na kiernnek normalny do m. Wprowadzimy nastgpnie
wielkosci: ’

(4 _ E(A) A(A) (4 — E(A) C(A)
.R p= i > S — Zl >

(-4 ’ Ja ’ {z)
12E ¢4y Jeay w _ Ewl.

1l

(@) ]A ]A ’ ()] ]d H
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w ktérych Eun jest modulem spreZystodci podiuZnej izotropowego materiatu belek
rodziny A, Cay sztywnoscig skretna, k.y rozstawem weziéw na belkach rodziny
(M), T rozstawem pretéw tej rodziny, Awy, J(, J& — kolejno polem przekroju,
momentem bezwladnoséci przekroju poprzecznego belki rodziny (A) wzgledem osi,
wzdhuz kiorej jest skierowany wektor d?j)), oraz momentem bezwladnosci wzgledem
osi do niej prostopadlej. Korzystajac ze wzordw wyprowadzonych w pracy [1] dla
skladowych tensoréw sztywnodci spreZystej, otrzymamy wzory

KLMN __ (A) (a)L (@) N )
4 Z (G 10 (t(é) ty R 2 Ay did) Rm))
KLM _ d@ L g pld)
4 2 o 1 Z i Ay Ry »
KL __ K L (&) 3o A,
= Z tay Z day diny Rigys
4 a=1
2
KLMN _ K M L N () @)L )N old)
CH = 2 ey 12 (‘(ﬁ) Ty 74 Z diy™ din S(a))’
KLM cb)L (a) S
C Z tn 1) 2 Sy s

kL _ \1 . ,L (@) f(@) ¢l
= 2 fay Z 48 4R 5@
a=1

4

(1.5)

Gdy jedna z giéwnych centralnych osi bezwladnosci kazdego przekroju poprzecznego
kazdej rodziny belek jest normalna lub styczna do =, to

(1.6) AFEM — KM _

a uklad réwnan (1.1)~(1.3) rozpada sie na niezalezny uklad dla zagadnienia «tarczo-
wego» (niewiadomymi funkcjami sa ug, 0, Ygs, Vi Pe’ 1 m™) oraz niezalezny uklad
dlaKzagadmema «plytowego» (niewiadomymi funkcjami sa  u, Vp, *xs Y M0
iph.

Rugujac skladowe stanu odksztalcenia z (1.3) za pomocg (1.1), a nastepnie
korzystajac z réwnan réwnowagi (1.2), otrzymamy nastgpujacy ukfad szeSciu
rownan dla szedciu skladowych stanu przemieszezenia u, g, © i Vgt

[AMN (o tenng OV HAM (o deym )] x+0° =0,
[C™™ 0y +-C"™F vy aal, xFexe [ATM Gty pg--6ppg )
+ Aty v +h =0,
.7 [Agr (u, ey ""M) 4 AMNE Up, N], K‘i"[AKLMN (”N, mt
Feps D) HAXM (1 pptenny D] 8 b =0,
[CKLMN pah CFIM g ] STM[CRM g OVME g ]
XU g — ek [4* (. tera oM aVME Uy, ml +i=0.
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Rozwigzanie zagadnienia brzegowego polega na znalezieniu szesciu skladowych
stanu przemieszczenia, ktoére w obszarze m spelniaja uklad réwnan rézniczkowych
(1.7), a na brzegu tego obszaru spetniaja szes¢ warunkéw brzegowych. Postaé tych
warunkéw zalezy od sposobu podparcia i obcigZenia brzegu rusztu. Po wyznaczeniu
sktadowych stanu przemieszezenia (przesunigé i obrotéw weztdw siatki) wyznaczamy
sily 1 momenty wewnetrzne w poszezegdlnych pretach siatki, korzystajac ze znanych
wzorow mechaniki budowli [4], gdzie podano takze dokladne wyprowadzenia przy-
toczonych tu wzorow.

2. Jednokierankowo obcigzone pasmo rusztowe

W dalszym ciagu zalozymy, Ze rozpatrywane przez nas siatki sa jednorodne
{tj. wszystkie sktadowe (1.5) sg stalymi w kazdym kartezjanskim ukladzie wspol-
rzednych], tworza pasmo rusztowe o brzegach x1 = 0 i x1 = L, a ponadto sposdb
podparcia brzegéw pasma i sposéb obciazenia pozwala na traktowanie wszystkich
funkcji wystepujacych w réwnaniach (1.1)-(1.3) jako zaleznych tylko od wspdl-
rzgdnej xL

Réwnania geometryczne (1.1) sprowadza si¢ wtedy do réwnan

Y= M1, Y1z = #3141 — 7,
Yau =%, y22 =0,
yi=11192, =0,

@.1) : y2 = —vi, 212 == U3, 1,
#11 = D1, 1 = 7,1,
31 =0, #o =10,

Warunki réwnowagi bedg mialy postaé nastepujaca:
PUL(HBL=0, pl2y452=0, ml 4p2—p2t +h—0,

2.2
22) pLitb =0, mL 4p24hl =0, m2,—p'l+h2—0.

Natomiast zwigzki pomigdzy skladowymi stanu napiecia i odksztalcenia zachowuja
swa postaé (1.3). Po wypisaniu tych ostatnich w formie rozwinietej zgodnic z kon-
wencja sumacyjna otrzymamy

pr1o= AN g f A2 gy | 41121 ) L 11T ) | 4112,
P12 = A1211 gy L AN212 gy b AL22] ) 4121 p1-A122 95|
PP = AR gy L APN2 g5 L A2121 gy | AN gy | 4212 g,
PP = ALy L A2212 )5} A2221 gy - 4221 ) | 4222 Va3
ml = CH pg) +-C1 g - C121 34y
mll == CNIL 50y 4 CNI2 5, L CL gy,
M2 = C1211 gy - C1212 30, L C12L 5
m2l — C2U1 g +C2112 w12+ C211 )
m22 = C2211 yo) ) |-C2212 31+ C22 35
Pl = AWy A2 o AUL g 4 4120 55 | 4211 gy |
P2 = A%y ARy H AL g A2 g L AN g
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Uklad rownan (2.1)-(2.3) musi by¢ spelniony dla 0 < x! < L. Poszukiwane sktado-
we stanu przemieszczenia i napigcia muszg ponadto spelnia¢ po szesé warunkdw
brzegowych na kazdym z brzegéw: x! = 0 oraz x! = L.

Gdy brzeg jest doskonale sztywno utwierdzony, mamy

2.4) u=0, u; =0, up = 0; 0=0, 91 =0, v, =0,
Dla brzegu swobodnie podpartego i nieobciqtoneg‘d mamy

(2.5) u=0 m2=0 0v=0; o9=0,u=0 =0
lub

(2.6) u=0,m2=0 v=0;, ml=0pl2=0 pll=0

w zaleznoSci czy wezly brzegowe sa, czy tez nie sg usziywnione na przesunigcie
w plaszczyinie uy, uy dZwigara oraz obrot o; wzgledem osi réwnoleglych do osi x1.
W przypadku brzegu swobodnego (micodpartego) i nicobeiazonego mamy

u=0 m2=0 ml=90,
2.7

¢ =90, p12=0’ pll:O’
lub

u=90 m2=0, 9; =0,

=0, p =0, u =0.
Rozwiagzanie ogdine ukladu réwnan (2.1)-(2.3) zalezy od dwunastu stalych calko-
wania, ktére wyznaczymy z dwunastu warunkow brzegowych, przyjetych np.
w jednej z postaci (2.4)-(2.7) dla x! = 0 oraz x! = L. W nastgpnym punkcie pracy
podamy ogdlng postaé rozwigzania ukladu réwnan (2.1)-(2.3).

3. Rozwigzanie ogdlne

Skladowe stanu napigcia - pll, pl2 i p! wyznaczymy bezpoérednio z réwnan
réwnowagi (2.2), 2,4 otrzymujac (1) '

P ) = — [ BLE@) dL+pl,  pi = p1i(0),

0 . .

(3.1) PR =— [ B26) dy+52, 512 = p(0),
\]

P =— [b@d+p,  p=p(0).

Korzystajac z (3.1); oraz (2.2) wyznaczymy takze sklfadowa ml2 stanu napigcia
. )

(32) m2(x) = f [* f b)) di—h? (?;f)] dy+plx+m2, iz = mz(0).
.0 .

)

(1) Symbol x! zastgpujemy wsiqdzie dalej symbolem x.
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Skladowe (3.1) i (3.2) bedziemy wige traktowaé dalej jako znane funkcie, okrestone
z dokladnodcia do crterech statych pll, pl2, 5l i M2 Korzystajac z odpowiednich.
réwnan geometrycznych (2.1) i 2 zaleznosci (2.3) dla skladowych pil, p12, pl i mi2,
otrzymamy kolejno
AN gy AUI2 (g — ) AU2L 9L 4111 (3 | f-pg) — A2 gy = pll,
A1212 (1 { — 2)-A121 gy | - A1221 @ L A12] (u,  +wp) — A122 ) = pi2,
3.3) AN (w1 +vg) — A2 vy A w1 4-A12L (g, — 0) + A2 9 = pl,
C1212 g, | -C121 g {4+ CP2L g ; = m!2,
Jednoczednie z pozostalych réwnan réwnowagi (2. 2)3 oraz odpowiednich zwigzkéw
Q2.1 1 2. 3) otrzymamy
Cll g gy — A2121 g — 42111 g | — APN12 (45 | — )+
+CUL 9y, 4y +CR2L vy 1y — A2 (1 02) — A2 0y = —h—pl2,
(CH1L @y | +C112 9y | +CUL 1), 1 +A21 (1 1+0g) — A2 01+
A2 gy A2 (g | — w)FA212 9 = —hl .
Roéwnania (3.3) 1 (3.4) stanowia uklad szesciu rownan rézniczkowych dla szesciu
sktadowych stanu przemieszezenia u, ux, v 1 vx; funkcje wystepujace po prawych
stronach réwnafi (3.3) sa okreflone rownosciami (3.1) i (3.2). Wyznaczajac z (3.3)4
pochodna ©,, 1 otrzymamy

(34)

14
(3.5) 92,1 = oo (TP o1 — OB o w3,

Wyrazajac z pierwszych trzech réwnan (3.3) funkcje u, 1, 5,1 1 ta, 1, przez v, o1 i va,,

uzyskamy kolejno
AL 41112 4121 . 4111 41212

i -‘E)g‘l‘ (1+ i A

A121 1211 4011 — 4121 A1I\-1[[ 412 4111 41112 4122 4112 41212
e A I P
A1ZL A1211 4112 41111 4122 AL 41112 41221 41121 41212
AT A )""1_ ( At A
A121 41211 41121 41221 41111 4211
Al 4 o ) o
36 Pl AN pil g2 pi2 A1112+A121 pll A1211 — pt2 Auu]
Al Al A Al A i’

1
u = 7[pu AR212 — p12 f1102 | (ATI2 41221 — 41121 f1212) g —
— (A2 4122 41212 J112) g, (4112 121 — 1212 f111) (g, +5)],.
.
w1 = v+ _[pu A1E — pll 12114 (1210 41121 — 41T 41221 )p -

A (A11L 4122 41211 f112) gy 4-(A1211 4111 o 4111 A120) (3, 1 4-0)],.

=
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gdzie oznaczono
s

G.7 A = AN 41212 o 41112 41211

przy czym z warunku dodatniej okrestnosci formy kwadratowej przedstawiajacej
energi¢ sprezysta ukiadu wynika A > 0 [4]. Podstawiajgc wyraZenia na vy, 1, %, 1-
4-g, 11,1 1 ta,1 — v zgodnie z (3.5) oraz (3.6} do réwnan (3.4), dochodzimy do
ukladu dwéch rownaf roézniczkowych dla dwéch funkeji o (x) 1 oy (x).
Po wprowadzeniu oznaczefl
(0121)2 121 121
:(3.8) kog = 1l — —CW’ k()l = ki[} = CHIL — W—,
Cl112 1211
k= il — —cmm

41211
Ipo = — A2121 —

[(Auiz A1221 _ 41212 41121

AL 41112 4121 _ 41212 4111
— (AILE2 4121 . 41212 A117) (1 + o VI
ALl 41211 4111 — 41111 4120\ —1 [ 4111 41112 A1221AA1121 Al212
s | e
4121 41211 41121 _ 41221 41111 4211 A2112
A1 A + All )] T A4
A1211 4111 — 4121 A1111)
X

X

A
AL 1112 4121 _ 41212 A11L 4121 1211 4111 _ 41111 412131
x« |1+ — ——+ . x
A1l A A1l A
AUL ALL12 41221 41121 41212 4121 41211 41121 41221 111 4211
N A A 41l VE ‘ '+All)’

x (A1211 41121 . 41221 41111} (A211+A2112

A211
Al
ALLL 41112 4121 4111 41212 4121 41211 4111 4121 41111\ -1
i e )
CA12 ANL 41112 4122 4112 41212
* (EJF Au A
A121 - 41211 AIIZ—A122 Al
Al 4

Iy = — {(Anz AlzliﬁA1112 AL22) - (A1112 4121 — 4111 41212) &

i

) A122 f1111 _ 4112 41211

— Az2112 -
A

Al211 4111 4121 4111

: A ) *

: AU 41112 4121 4111 41212 4121 1211 A111 _ 4121 41111\ ~1

XI+A11 T4 TALL A %

-~ (AzllJ'rAzllz
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A12 AL 41112 4122 4112 41212
% (An + ALl T4
A2l 11 4112 4122 41111
+ AN A . ) — A2,
A21 4211 A21 4111\ 41112 41221 _ 41121 41212
ho = A2 — =g F (A‘” BTY ) A
A2 4111\ 41112 4121 . 4111 41212
- ) A
AL 41112 4121 4111 41212 4121 41211 4111 _ 4121 41111Y~1
o P Py

x

- (Auz-m

All A All A
Al 112 41221 41121 Q1212 4121 41211 41121 .. 41221 41111
= ( A1 A ) All A
A211 A21 A1211 41121 . 41221 41111
+F) + (Am‘ Al Am)‘ y B

X

: A% AL211 4111 . 4121 g1111
— Alzz_.A.ll i Am) y

AL 41112 4121 — 4111 41212 4121 41211 4111 _ 4121 41118\ 1
- (I T A R A ) g
: AL 41112 41221 _ 41121 41212
* (‘Au A
A121 41211 AIIZl — A1221 41111 A211
A2t 412 AP AT\ A2 1212 A2 4122
Iy = (TZTT— ﬁAzz) + (Auz_ yin }- —
AZL AUI1Y\ 41112 4121 _ 4111 41212 A
+ (A112.* I ) - y (1 -+ P x
Al112 4121 — 4111 41212 4121 41211 4111 — 4121 41111\-1
x = T R S ) *
Alz AN U112 4122 f112 41212 4121 41211 4112 4122 41103
A2l 4121\ 4122 41111 4112 41211 421
— (AIZE— i ) Y + (Azz__z_ —ir AI_Zl) X
A1211 111 _ gi21 4111 AUl 41112 4121 . 4111 41212
) A (1 Al A
4121 41211 4111 . 4121 41111\ -1 ] 412
an A ) | (An *
A1 4112 122 _ 4112 1212 4121 41211 Allz;ﬁlﬂ,-Allll .
tan Ty SRV 4 )

Rozprawy Inzynierskie — 6
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Prastl

{(Pll A1212Wp12 A1112)+(A1112 AlZlmAll}. AI212)X

AU 412 121 ALLL 1212 4121 41211 4111 — 4121 41111]-1
X [T—l—rAll A + I 1 J ®
pl AN pil 41212 pu2 gui2  gi21 pll AlL211 _ pl2 g111) -1
N4 T A A1l A
42112 ( p12 41111 51l 41211 1211 4 111 — 4121 41111
(p?2 4 pit A +(A211+A2112A 4 A4 )><
A A
AL 41112 g121 _ AT11 41212 4121 41211 11T — 4121 f1111}~1
N A Al 4 ) *
: Pl AN pl 122 1112 p12
N T T4qu A
A12L pit f1211 — p12 4111 c21
Al A ) ~ o M~ h— 2,
cuiz A2 A21 A111
fr=— ((31212 mu),l ERTTY Sl (A112 T ) X
Pl AI212 _ AU12 512 (4112 4121 A1 41212)
X A - - A x
( 421 Am)( ALL 41132 4121 . 111 41212
x| am2 — {1
VIR AT A
A2L 1211 111 4121 JUI1N=1{ pl  AUT pil 41212 pi2 41112
. pL A p p
Al A A 4 A
Al21 pll 41211 — 512 41118 . 21 1111 pl2 41281 pil
+ piiA P24 )—(Auzm A Am) AN pl2 — ARV T
Al A . ALl A
A2t A1 4111 4121 41111
— (Auz— i Am) _ - (1—!—
ALIL 41112 4121 g1 41212 121 A1211 4111 — 4121 411113\-1
Al A o A ) *
Pl Al ARLZpU . g2piz 4121 A1211 pil — 1111 p12\
“\aun T 4u A 411 A ’

réwnania na funkcje » i v, przyjma zwigzla postaé
3.9) koo 9,11+ loo 2+-kor 91, 11+ 91 =Jo,
ki o, 1+ 91k 2, n+the o = fi-

Wspdlezynniki powyzszego ukladu réwnan, zgodnie ze wzorami (1.5), spelniaja
nieréwnosci

koo >0, k11 >0, Ipp <0, Iy <05
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pozostale wspdtezynniki moga byé dodatnie, ujemne lub réwne zeru. Rownanie
charakterystyczne ukladu (3.9) ma postaé :

(3.10) | Wbz e — 0,

edzie przyjgto oznaczenia
a = koo k1 — k1o Kot

(3.11) b = koo l11 oo k11 — ko fo1 — ko1 Lo
¢ = Ipp l11 — 110 o1

przy czym a >0, b <0 oraz ¢ > 0. Jak wykazemy w p. 4, wyr6znik rownania
(3.10y moze byé dodatni, ujemny lub réwny zeru. Gdy wyréznik A = b2 — 4gc
jest dodatni, to ze wzgledu na —b > ]/A > 0, otrzymamy cztery roine pierwiastki
réwnania charakterystycznego (3.10), wynoszice

K ]/—b+]/z A3 —b—-VA
3.12 I Vot L B Vi S
oy } + } +

2) 2a /1(4) 2a

Oznaczmy przez o* i vy catki szczegélne ukladu (3.9). Rozwigzanic ogolne

ukladu (3.9) ma wtedy postac
.13 0 — Ae" L Be~ T+ Cef +De | ¥,
) vy = Aj € +-By e 4-Cy &+ Dy e P -0y,

gdzie _
(3.14) | a E]/ﬂ , B sl/i"]/ﬂ
2a 2a

sq liczbami rzeczywi.stymi, dodatnimi. Stale A;, ..., Dy w (3.13) daja sig w przypadku)
ogblnym wyrazié przez stale 4,...,D; po podstawieniu (3.13) np. do rdéwnania
(3.9) otrzymamy bowiem

Ay (a2 kor+-To1) +A (02 koo +Ipo) = 0,
By (a2 koy o) +B (a2 kogo-+Hlgo) = 0,
Ci (B2 koy + o)) +C (B2 koo tlo) =0,
Dy (P2 ko1 -Io)) +D (B2 koo +loo} = 0.

(3.15)

Gdy 4 = 0, to oznaczajac przez

(3.16) | y= ]/j%

dodatnia liczbe rzeczywista, mamy Ay = Aoy =9, Ay = Ao = —y. Rozwiazanie
ukladu (3.9) ma wtedy postac "
o == Ae"™ LBe~ " L Cxe"®+Dxe " Lu¥,

1 ) ! :
(3.17) - 91 = Ay e®-1By e "+ Cy x&7--Dy xe” o o
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Podstawiajac (3.17) np. do (3.9), otrzymamy nastgpujacy zwigzek stalych calkowania
A, oo, Dy ze stalymi 4, ..., D:

Ay gy y2 4 To1)+C1 2kor y A (ke y2-+lpp) +C2kgp y = 0,
By (koy ¥2-+la1) — D1 2koy v +B (koo 2 +oo) — D2kgo y = 0,
C1 (ko1 2+l € (koo 92 +1Ino) = 0,

Dy (kg y2+Hlpa) +D (koo y2+Ioo) = O-

(3.18)

Gdy wreszcie 4 < 0, to po wprowadzeniu dodatnich liczb rzeczywistych p i v

a1 u=ip)/ VB4 vsl/2]/ A
| a V¥V sbVRR— )

pierwiastki réwnania charakterystycznego przedstawimy w postaci

Ap=—(p—n), Ap=p—1,

3.20 . . .
3.20) Ay = —(u+i), A= ptiv,

a rozwigzanie ukiadu (3.9) ma wtedy postaé

3.1 7 = Ae*® sin. vx +Be*® cos vx+Ce " sin vx‘+De“”$ coi v::—}—v* .
9y = A1 " sin vx B e cos vx-+-Cp ¢ sin yx Dy e cos vx oy,

przy czym migdzy stalymi calkowania za;chodzak zwiazki

Ay Qg1 p2 — koy 24-Ipr) — By 2kgy prv+A (koo p2 — Fepp ¥2 -+ loe) — Bhgg prv = 0,

A1 2k pv~By (koy 42~ kon 92-+lar)+A koo v +B (koo 42 — koo v2+lop) = 0,

Ci(koy 2 — koy 2-Hly1)+D1 2k pv+C (kg 2 — ko ¥2-+lon) +D2kp v =0,

—Cy 2kgy v —+Dy (koy 2 — Koy v2+loy)— C2koo g7+
' +D (koo ¢ — koo #2+-Ipg) = 0.

(3.22)

Po wyznaczeniu ogdlnej postaci (zaleznej od czterech niezaleznych stalych) funkgeji
v (x) i 91 (x) mozemy obliczyé funkcje v, (x) na podstawie (3.5):

@223) o) =

Cliz1z f (—C2U gy, — C2L g, +m1D) dx+vs, 02 = v2(0).
4]

Wystepujaca tu funkcja mi2 jest juzr okre§lona za pomoca wzoru (3.2). Funkcje
ugigcia # (x) obliczymy nastgpnie ze wzoru (3.6) otrzymujac

z

o AT AU12 4121 4111 41212
u(x):f{—w2+(l+ Ai1 A - —
0

+

_ - . AlZL 41231 4111 4121 111\ -1 [] 412
(3.24) : : + AL A ) All
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(3.24) AU 1112 4122 4112 q1212 4121 41211 4112 41111 4122\ .
c.d. -+ : -+ — — ) V=
41 A _ All A
AU 1112 41221 — 41121 41212 4121 41211 41121 — 41221 41111
( All A ' All A
A1 Pl AN il gi2iz_ pl2 41112
+ JIE a1 qu A
A2 plt 41211 g2 gunt :
s T
= u(0). .

Dwie ostatnie skladowe stanu przemieszczenia, tj. #; i up, otrzymamy korzystajac
z (3.6):

1 E
up (x) = - f [ pll 41212 — pl2 41112 | (41112 41221 — 41121 f1212) ¢ —
[¥]

— (A1112 4122 41212 4112} g -(AI112 4121 —

_ — AR A1) (b)) dE iy, = u(0),
(3.25) e . '
t (x) = f{ﬂ+7 [ p12 ANI1 — pll 41211 (41211 g1121 . 41111 41221) g
0 B

D (AT 4122 — 41211 112 gy (41211 4111 —

— AN A121) (lu, 1 —’rﬁz)]} dCJ.;ﬂz, iy = uy (0).

- Funkcje ptl, p!2 i p! sa tu okreSlone wzorami (3. 1). Obliczajac v (x) i v (x), w za-

leznos$ci od znaku Wyrokaa A z jednego ze wzordw (3.13), (3.17) lub (3.21), oraz
korzystajac kolejno ze wzoréw (3.23), (3.24) i (3.25) otrzy-
mamy ogdlne rozwiazanie postawionego zagadnienia. Roz-
wigzanie to zaleZy od dwunastu stalych catkowania 4,
B, C, D, 14, @, iy, iy, p\1, p12, pl 1 in12, ktére wyznaczymy
v szefciu warunkéw na brzegu x = 0 oraz szeSciu warun-
kéw na brzegu x = L. Po wyznaczeniu skladowych stanu
przemieszczenia obliczamy w znany sposob skiadowe stanu
napiecia [4].

| x?

(1

L

=

\

-

-t
lm=lm

4, Przypadki szczegdlne

i
|
|
|
!
[
{

L=l
Rozpatrzmy najpierw pasmo rusztowe utworzone _—L_’L'LI

Z dwéch rodzin belek, ktérych osie sa kolejno réwnolegle _

do osi ukladu wspdlrzednych x1, x2. Zakladamy, Ze odleg- © Rys. 6

lodci wezléw siatki tak w kierunku osi x1 jak 1 osi x2 sa

takie same (siatka jest utworzona z identyczmych prostokatow rys 6) oraz e
stale sa sztywnoSci przekrojéw poprzecznych kazdej z rodzm belek. Ze wzordw
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(1.5) wynika wtedy, Ze jedynymi niezerowymi sktadowymi tensordw sztywnosci
sprezystej moga by¢ tylko poniisze:
- ‘ AL 1212 42121, 42222,

Al 422,
@.1) : : S, 12, ¢ €222
cu, C22;

A212 A121; (212, (2L

_ Wspolezynniki ukladu réwnan (3.9) zgodnie z (3.8) Wyhosza

_— - (Ccin2 =
koo = CUL — =515 kip=koy =0, ky=ClHL
(4.2) Ipg = —A212L, - Jy= —ljg=A22, [;; = —42

c121
f() = — (Cl—m-mlz,i"i“h"hpu) 2 fl = —M,

a wspdlezynniki (3.11) réwnania chﬁrakferystycznego sa réwne

(C12ty2 ]

a = cu [(311 T

1212
“3) €y ] — 421 ont

b= _AZZ[CHTW

C = A2 A2121 { (A212)2,

W zaleznofci od znaku wyroimka 4 = b2 — 4ac otrzymamy funkcje obrotdw
wezlow siatki » (x) 1 21 (%) w jednej z postam (3.13), (3.17) lub (3.21), w ktérych
stale sa powiazane odpowiednio wzorami (3. 15) (3.18) lub (3. 22) Wzory (3.23),
(3.24) i (3.25) dla pozostalych’ skladowych stanu przemieszezenia redukujg sig do

.

f (—-C12L 9,1 +m'2) d§+52, v = 02 (0);

- 2200 = 5o

(A121)2 -1 P1 plz A121 _
_ u(x) = f [“@Z'F(l T T4 41012 ) (F _":411/11212)] dé +,
4.4 o = u(0);

€T

]

: 1 ) o
u (x) = mfp“ di-tiy, - = u(0);

uz (%) = f [‘z)-l— iz (Pm — A121 (u, 1+‘Uz)]} ditip, =4 (0).

"0
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Otrzymane powy7ej rozwigzanie upraszeza sig, gdy kat, jaki tworzy jedna z gldéwnych
osi bezwladnosci przekrojéw poprzecznych belek rownoleglych do osi x, jest réwny
zeru (rys. 7). Bezposredni rachunek wykazuje, Ze sposrod wielkosci wyszezegdlnio-
nych w (4.1) réwne zeru sg A121 | C121, '

Wspdtczynniki rownania charakterystycznego (2.10) wynosza wige

(4.5) a=CULCU, p=—A22CIll — A212 CHI | o = A22 A2121 (A212)2,
a wyrdznik tego réwnania mioZna napisaé w postac
4.6) - A=05—4da = (422 C11 — 42121 CHAL2 — ACIL ClL (4212)2,

Poniewaz zawsze CL1 C11(4212)2 >0, gdy tylko 4212 # 0, oraz mozliwy jest
przypadek, w ktérym 422 C11 — A2121 C1111 = 0 (co wykazuje si¢ bezpodrednim
rachunkiem, ktérego tu nic przytaczamy), przeto wyrdimik A moze przyjmowac
wartoéci dodatnie, ujemne oraz réwne zeru, co przyjelismy bez dowodu w p.- 3.
Postaé funkeji v (x) i vy (x) okreSlamy w zaleZnosci od znaku wyréznika A; po-
zostale skladowe stanu przemieszczenia otrzymamy przyjmujgc 121 = 4121 =
we wzorze (4.4):

€

1 o
22 {x) :“Eimfmu dé+v2,
K 0

Topt

u{x) = f (% — 1;2) df i,

0

(4.7)

&

| 1
w (%) =~ fP“ dé +i,

0

&

1 " .
up (x) = f(v+mp12) d&-+iiy -

0

Zaywaimy, Ze powyi;s‘.ic funkcje mozna teraz wyznaczyé niezaleznie od postaci
funkeji @ (x) oraz vy (x). Jezeli natomiast kat, jaki tworzy z plaszczyzna = jedna
z giéwnych osi bezwladnoéci przekrojow ‘poprzecznych belek réwnoleglych do osi
*2, jest réway zeru {rys. 8), to spoéréd wielkoSci wymienionych w {4.1) réwnymi
zeru sa A212 i C212, Tym samym zgodnie z (3.8) mamy

(Cm)z , '
oo — C1' = — 5557 fog = —A2121
4.8 kyp = CM, Iy = —A22,

I =ho=kw=kn=0,
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a-ukltad (3.9) rozpada si¢ na dwa mezalezne od siebie rownama rézniczkowe dru—
giego rzqdu Calki ogdlne tych réwaan wynosza‘

o= Ae“"’—l—Be“’x—i- = f fo €56 dE &5 — —— f fo €% dE e,
4.9) . ,
D ey f fre dge — f et ds e,

gdzie . .

Tog . A2121 _ T4z
410) o=/ — 2= e _.:’1_1:]/14 ‘

Koo (cranye? k1 cii

CH — et :
- Cc1212
2

Rys. 7 . ) o Rys. 8

sg liczbami dodatnimi. Pozostale sktadowe stanu przemieszczenia sa réwne

() = =5 f (—C oy bmil2) d+53, 5 = 2.0);

- 7
(41202 -1/ pt pl2 A121 )
u(x) = f [—i?:z-i-(1 - A_11A1212) (ﬂ _'AnAmz)] d +i,
. : .8 , ‘
@1y ' #'=u(0);
1 7 -
w0 () = gy [P, = 0);
0

S
w = [ fot Lt A G 1+wz)1}d§+u2, iz = 1 (0)

0

zalezac od funkeji o (x).
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Dla pasma rusztowego (utworzonego tak z dwdch jak i z trzech rodzin belek),
w ktérym jedna gléwna of bezwladnoéci kazdego przekroju poprzecznego kazdej
z belek jest prostopadla do plaszezyzny =, odnosza si¢ réwnoéei (1.6); otrzymu-
jemy wtedy niezalezne zagadnieniec brzegowe «tarczowe» dla funkeji v, #y, #p oraz
niezalezne zagadnienie brzegowe «plytowe» dla funkgji
9y, vy, 4. Szczegdlowe omodwienie tych zagadnieh X
(rowniez dla rosztowych pasm niejednorodnych)
pedano w monografii [4] (por. takze [S]):

2

5, Przykiad

Jako prosty przyklad zastosowania wyloZonej
teorii wyznaczymy stan przemieszczenia pasma rusz-
towego o siatce przedstawionej na rys. 8, swobodnie
podpartego na brzegach x! =0 i xI =L oraz réw-

nomiernie obcigZonego na calej powierzehni (rys.9). & | X
Przyjmujemy, Ze przekroje belek w kierunku osi x! sg
takie same jak w kierunku osi x2, a siatka rusztu jest Rys. 9

utworzona z kwadratow (tj. L=1I; =17, 1ys. 6).
Oznaczymy przez o kat jednej z gléwnych osi bezwladnodci belek réwnoleglyche
do ost x! z plaszezyzny @ (rys. 8). Wspotczynniki wymienione w (4.8) zgodnie z (1.5)
Wynosza )
[sin « cos a(k — 1} S,

(sin2 ak+cos? @) S,

kgo = {cos? ak-|-sin2 @) Sy —

(5.1)
ki =S8, o= —Ry, hLi=—RY,
a funkcje fy 1 /1 przyimuja postac:
~sinacosa(k—1)
Jo = m (sin2 ok <+-cos? a) M
fl _“—* 0:, k= S(In/S(Iz)-

U]dad (3.9) r(;zi)ada sig na dwa niezalezne od siebie réwnania rézniczkowe drugiego
rzedu, ktérych catkami ogdlnymi sa funkcje

2asinacosa(k— 1) g

kego (sin2 ek +cos? a) @

—1) — xe*®-1/a e — 1/a]-+e~*F (L2 —1)—xe “*-+1/ae ™ — 1/a,
1.= ¢y LD e, ‘

(52) ©v= Ae"*+Be "} {e** [L{2 (e™* —

‘Nastepnie z (3.1); oraz (2. 5) wyznaczamy postaé pl (x). Otrzymana funkcje podsta“ e
-wiamy do wzoru (3.2), w wyniku, czego znajdziemy IR

. ‘_x2+ L
mid = — gty x
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Stale calkowania 4, B, C; i D, okreslamy z warunkéw brzegowych (2.5) otrzymujac
ostatecznie nastgpujgce wzory: . :
Zasinacosalk—1 g

a S1 'a ( )q {EUL[L/Z(GHL*I)ﬁ

ko (sin2 ak-Fcos? o)

A4 = ﬁ(euL _e—uL)..l

—Le e et — al+e L2 (e — 1) — Le™ " +1ae " —1/al},

.3 2asinacosa(k—1) g
B V (euuL . eaL)._1 —
koo (sin2 ak --cos? @) o

§eF L2 (e — 1) —

— Le*Et-1ja ¢t — 1ja}+e " [L2 (e™*" — 1) — Le~**++1/a e™*" — 1/a]};
C;=0, D =0.

Skladowa catkowitego obrotu wp wyznaczymy z (4.11) uwzgledniajac jeden 7 wa-
runkow brzegowych (2.5):

—sin a cos-a k—1}

G4 v ()= f 0, 1k +
Q

sin2 ak +cos2

x

_q 1 2)1
+(sm2 ak+cos? a) S(2) f(z ¢ £2)ds.

Pozostale skladowe stanu przemieszczenia otrzymamy ze wzoru (4.11)3,3,4 1 (2.5):

m L2~_§. sin2 et +cos? a)
u‘(x)=f[ q(Lf )

— o |dE,  t= Rip/Ry;
(cos? a+sin? )2 ¢ Riy 2] 3 wlRays

(5.9)

s (x) = f [””f Sh? acosa (1) {u, 1{1)2)] de, w{x)=0.

sin2 af-+cos? a
0

W podobny sposob przebiega rozmaczyWame i innych zadafi w oparcm 0 ‘Wypro-
wadzone w tej pracy wzory.
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Peswome
HEKOTOPASA 3AIHAYA, KACAIOIMAACH CTATHKHW I'VCTHEIX CETYATBHIX BAJIOK

VPaBHCHHA TYCTHIX H PEFYIADHLIX MOBEPXHOCTHBIX CETHYATHIX 0ANOK OCHOBLIBASTCH. HA IPH-
MCHOHAA HEIPSPLIBHONK (BOJ‘IO]{E[HCTbﬁ) pacueTol cXemsy, Or1M BEIBenens! B [1], Jina ceTox ¢ uaéann-
“HO KECTKAMHM Y3JIaMH, OCHOBHBIMH HEM3BSCTHAIMM ARMAIOTCA nepeMenieMus W oBODOTH y3IIOB,
POCCMATPHBAEMBIE KAK HENPepyIBALE (YAKUHAMA, ONpeNe/eHHEe HA ILIOCKOCTH HOBEPXHOCTH, Ha
xoTopoM Gopmupyercs cetka OGanku. Eomy mockocTs SBIAETCA MEOCKOH, NpormGEl pocTBEpKa
(6anxn) sBimIOTCA HeGOMBIIMMI, IO CPABHEHHIO C BHICOTOM mOUepesHoro cedsenusa GalloK M KpoMe
TOTO OFHA THABHAS OCH HHEPLHY KAKIOTO HOUCPETHOTO CeYEHHs KAK0H W3 GAIOK BCerna HOpMalih-
Ha K IUIOCKOCTH, HA KOTOPOil (hopMupyeM CeTky ONIKH, TOT/a OCHOBHGIC YDAaBHEHHS M KDACBHLG
YCIIOBHSL TEOPHA IPHUBOAAT K JiBYM HE3ABHCHMEIM KPACBHIM YCIOBHAM: ONHOTO K HEPEMCUICHHIO
1 0BOpOTY Y308 B INIOCKOCTE 6ankd [2] 1 ko BTOPOMY I fiepemMentends 0 060poToB Y3108 BHe
naockocTa Dankm [3].

Ofc BLIMeyKa3apAble 3a71a¥H, KOTOPHIE MOXKHO, IOCHENOBATENHHO, HABRATH ,,UCKOBON”
M ,,[IIACTHHYATON™, OBUTM POILCHM JiA MHornSc'cnyqae‘B BCTPEYAeMBEX HA OPAaKTHKE. Pe3yasTarsl
SonpHmKCTBA paboT B ¥rod obnacTH maiorca B MoHorpadmu {4], B macroamei ke paore maercs
obmas dopma pemeHma [T HEXOTOPHIX IUIOCKHX CETYATHIX OANOK, TA¢ IVIABHEIC OCH HHEDIHM
OOmepeiHsIX ceucHnil 06pasyIOT PASHEIE YT M YIJIEE PaBHEe 90° IIOCKOCTBIC, HA KOTOPOH dopMmu-
pyerca cetka Oankd. PparMeHT ORHOM M3 TAKMX COTOK maerca Ha puc. 1,

B paGore NpemmoNOmEHO, MTO PACCMATPHEACMbIE COTYATHIE GANKH sBAAIOTCH  JHMHEHHO
ynpynimmvm CHCTEMAMH, HCHONLIYIOLIAMY TOTKE CaMblii JTHHEAPHIOBAHHEIN BIONHE BAPHAHT
ypasucHmii, Vcmons3ys w3 [l] 5TE ypaBHeHWs CONOCTABICHHEIC B O. 1, B KoTopom obcyx-
AA0TCH 'TAKKEe OCHOBHBEIE 3HATEHHS.

Bonpocsl, sensomuAecs TeMoil paborel, OFPAMHYABAIOTCH ONHOMEPHLIMH 3azadaMu {Oa-
AOMALIC TIONOCH I, 2), IPHBOAN A 3TOFO chy4as B i, 3 dopmor obmero pemenys,

Haxowen, 8 1. 4 paccMaTpHBaroTCa OcoGHIe CAYYAH, & HONYYEHHSIE De3yNIbTATHL HOKA3AHE
B (jopme npuMepa B 1. 3. :

Summary
SOME PROBLEMS OF THE STATICS OF DENSE GRIDS

The equations of dense and regular surface grid girders, based upon the application of a conti-
nuous (fibrous) calculations scheme, were derived in [1). For grids with perfectly rigid nodes the
principal unknowns are the displacements and rotations of the nodes, considered as continuous
functions definite upon the surface plane on which the girder grid is formed. If the plane is flat,
then the bending of the girder is smallin comparison with the height of the cross-section of the beams,
and furthermore, one main axis of inertia of each cross-section of each beam is always normal
to the plane upon which we are forming the girder grid. In such case, the basic equations and the
boundary conditions of the theory lead to two independent boundary problems: one for the
displacements and rotations of nodes in the plane of the girder, [2], the other for the displacements
and rotations of nodes out of the girder plane, [3].

The above two problems, which can be designated as «disky and «plate» respectively, have
been solved for many cases found in practice; the results of the majority of these works have been
collected in-the monograph [4]. In this elaboration, however, the general solution is presented for
certain plane grid girders, in which the main axes of inertia of the cross-sections of the bars form
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angles other than ninety degrees with the plane upon which the girder grid is formed. A fragment
of one of these grids is illustrated in Fig. 1.

1n this paper it has been assumed that the grid girders considered constitute linear-elastic systems
thereby nsing only the fully linearized variant of the equations, Utilizing (1), these equations are
compiled in Sec. 1, where the principal designations are also described,

The problems comprising the subject of this paper have been restricted to the one-diemmsional
problems (grid bands, Sec. 2}, presenting for this case in Sec. 3 the form of the general solution.
Finally, in Sec. 4 some particular cases are considered, and the results obtained are illustrated
with an example in Sec. 5.
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