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ELEKTRYCZNE MODELOWANIE SPREZYSTEGO PODLOZA

ALEKSANDER LISOWSKI (KRAKOW)

Trafne scharakteryzowanie pracy podloza sprezystego ma niezwykle znaczenie
w budownictwie, gdzie kazdy obiekt-budynek mieszkalny czy przemystowy oraz
obickty konstrukcji inzynierskich, jak mosty, kominy, wieze, mury oporowe itp.
oparte sg na gruncie. Odksztakcenia gruntu maja wielki wplyw na uklady zwlaszcza
wielokrotnie statyeznie niewyznaczalne (np. belki ciggle, ramownice plaskie,
a zwlaszeza przestrzenne konstrukcje powlokowe itp.) i moga w decydujacy sposéb
wplynaé na zmiang wielkosci fizyeznych (sily, momenty), ktére obliczone bez
uwzglednienia odksztalcen podioza prowadzi¢ moga do mylnych rozwigzan. Nie-
réwnomierne osiadanie gruntu moze byé teZ przyczyng katastrof ze wzgledu na
stateczno$é budowli zwlaszcza bardzo wysokich (masztéw, wiez). Wplyw nierédwno-
miernego osiadania powierzchni ma decydujgce znaczenie na terenach objetych
eksploatacja gornicza, ale i przy projektowaniu konstrukcji na podiozu, ktére
odksztalca si¢ tylko pod wplywem bezpoérednio dzialajacego obciaZenia — wplyw
ten w praktyce infynierskiej uwzglednia sig coraz dokfadniej.

Obliczanie podioZza sprezystego sprowadzi¢ moina do ukladu algebraicznych
rownaf liniowych, ktérych ilos¢ ze wzglgdu na dokladnosé obliczefi moze byé znacz-
na (np. w granicach kifkuset). Rozwiazanic takiego ukfadu moze byé klopotliwe
nawet przy uzyciu malych elekironicznych maszyn cyfrowych, natomiast zamodelo-
wanie takiego podtoza jest niezwykle proste w sieci elektrycznej, co bedzie przedsta-
wione nizej. Zastosowanie modelowania elektrycznego ma ponadto te zalete, Ze
bardzo latwo i szybko uwzglednié moZna réine rodzaje obciaZefl, ewentualnie
zmiang parametréw, co w przypadku maszyn cyfrowych z reguly prowadzi do
koniecznosci powtornych obliczen (przy uiyciu np. tego samego algorytmu i progra-
mu). Przedstawiony ponadto model podfoza jest tak prosty konstrukcyjnie, Ze moze
byé wykonany w kazdym laboratorium elektrofechnicznym.

1. Podloze Winklera

Najstarsza hipotezg okreslajaca pracg podloZa sprezystego podal B. WINKLER
w r. 1877, ktéry zalozyl, co nastepuje:

a. Osjadanie kazdego punktu podioza jest proporcjonalne do nacisku przeno-
szonego przez podloze; oznaczajac wielko$¢ sily powodujacej jednostkowe osiadanie
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podloza przez k (jest to tzw. wspdlezynnik sprezystosci podioza) otrzymamy znang
zalezno§é na wielko$é ugiecia podioZa od obcigzenia p,

‘ P
(LD W=

b. Osiadanie danego punktu nie jest zaleine od osiadania innych punktow
podioza.

¢. Belka, plyta lub inna povmerzchma przekazujaca obeigZenie na grunt nie
moze oddzielié si¢ od podioza, tzn. podioze moze przenosu: zardwno sily §ciskajace
jak i rozciagajace.

Podloze winklerowskie najlepiej scharakteryzowaé mozna za pomocyg «samodziel-
nych» sprezyn liniowo-sprezystych; dla schematu belki podane jest ono na rys. 1.
Jest rzecza oczywista, Ze wplyw prze-

- -

S < . e .

= SN > < kazania obcigfenia za Pomo-ca belki

= 2 I E =TS Z = § lub plyty na podioZe zawiera sigw gra-

i e = = = 2 = < o . ) .

< = = g :é = g Z £ < nicach fundamentu (sprezyny poza

:” - L - = = o = [ . . . . .

5 5 o B 5 % % 75 w5 zasiegiem ﬁ-mdamentu nie ulegaja iuz

1 2 3 4 § § 7 & 9 -0 odkszgtalceniu). Jest' to sprzeczne
Rys. 1 7z doswiadczeniem, gdyz wplyw osia-

dania (i poziomych przemieszczef)
sigga niejednokrotnie‘ daleko poza zasieg samego fundamentu (por. rys. 2).
Gdybys$my sobie wyobrazili obcigzenie podioza winklerowskiego bezposrednio
sitami skupionymi (bez pofrednictwa plyty lub lawy fundamentowej), to przy
zastosowanym podziale
Ax=a,

otrzymalibySmy uktad sprezyn, na ktdre dzialajace obciazenie sitami P; przenosiloby

NN

Rys, 2

si¢ od razu na poszczegdlne sprezyny, ktorych wartodei ugieé mozna by wyliczy &
bezpoérednio z zaleznosci
Py
W= ki
Model mechaniczny podloza podany zostat na rys, 3a, a jego elektryczna interpre-~
tacja na rys. 3b. Jezeli warto$é zasilajacego pradu J; modelowaé bedzie (w pewnej
skali) wielko§é obciaZenia Py, a opdr R; stata sprezyny ki, to spadek napigcia na opo-

rzZe U7y przedstawiaé bedzie ugigcie sprezyny wi

.- Podioze winklerowskie zamodelowane w sieci eclekirycznej stosowane bylo
- W pracach’ szeregu autor6w, np. przez naukowcow radzieckich K. K. KEROPTANA
- 1.G. E. Pucrowa [2 i 6},
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2. Dwuparametrowe podioge sprezyste

W celu uwzglednienia wplywu osiadania jednego punktu podloza na punkty
pozostale trzeba przyjaé model podloza bardziej skomplikowany: WIEGHARDT
podat w r. 1922 wzér na okrelenie osiadania w odleglosci » od punktu przylozenia
sily P, _

(2.1} w(r) = Pee™*",

gdzie ¢ i k sa stalymi charakteryzujacymi podtoze. .

Pierwszy model mechaniczny dla podioza dwuparametrowego podal M. M.
FrroNieNko-BoRODICZ W 1. 1940 opierajac sig na modelu «blony». Dalej mozna
wymienié réwniez autoréw radzieckich W. Z. WLASOWA, P, L. PASTERNAKA 1 in.

W pracy niniejszej oprzemy sie na pracach G.E. MORAWSKIEGO i R, SVATET,
ktorzy przyjeli dwuparametrowy model spreZysty zbudowany z ukladu sprezyn (1).

Podloze charakteryzuje sig tym, Ze przy rozwiazaniu ukladu o oczkach prosto-
katnych ugigeie punktu 7, (rys. 4) okreéla ugiecie spréZyny o danych sprezystych
kis (k.— przedstawia wiclko$é sity powodujacej jednostkowe skrécenie dhrgosci
sprezyny). Pomigdzy sprezynami k& narysowanymi w weztach zlozonej siatki o ocz-
kach Ax i Ay, znajduja si¢ sprezyny o statych s, ktérych obciazenie zaleZzy od réznicy
ugicé sprezyn sasiednich. Odpowiednie sztywne elementy umieszezone w beztarcio-
wych prowadnicach pozwalaja na przekazywanie tylko obciazer pionowych.

Warunek réwnowagi wydzielonego wezla (suma rzutéw na o$ pionowa) moina
zapisa¢ w postaci (2) (rys. 4b)

(22 —wiglkytsi_s,gua, 5180 100,575 12009, PR R AR IR) o A R WL
T 186128, T Wer 15 frag 1,5 Wa g1 81 i g Py = 0.

O Por, [51 7]
(2). Por. praca autora [4].
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Przy zaloZeniu stalych sprezystosci dla sprezyn dla poszezegolnych weztow,
tj. gdy ki; = const oraz sy = const, wzor uprodci sig:
(2.3) Wy (e A-48) (Wi 1, 5 War, s F W g1 FWi540) sy = 0.

Roéwnanie powyzsze mozna zamodelowaé w sieci elektrycznej wg schematu
podanego na rys. 5. Dla bardziej przejrzystego przedstawienia uklad opordw po-
dano w rzucie aksonometrycznym.

Rys, 4

Napiszmy warunck réwnowagi dla wezla if (pierwsze prawo Kirchhofta):
2Ly =L+ L+ L+ ltds — L =0,
. Wyrazajac prady wg prawa Ohma otrzymamy . .
1 1
————(Us,j— Ui, ) + ——— (U, s — Uiy} T

rsi—1,j=i,f Sy j—1:is§

1 1 ' 1
Uiy — Ui,y + U= Uipsd + Uiy — Dy =0,

Pop g1, Fatitag41 ki g

a po zgrupowaniu wyrazow

1 1 I 1 1
ey | + S . e L
TR st 91100 LET Vs paagar Priyg _
1 1 : 1 :
t———— Uiyt —— Uy T Uiprs +
Poytijring Vsii—totas Vs
1
+ P Ui js1th, =0,
Sisfita i+

Przyréwnujac odpowiednie strony w réwnaniach (2.4) i (2.2) zauwazymy od razu
calkowita analogie. Dla sprowadzenia réwnania napisanego dla sieci elektrycznej
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do réwnania ujmujacego zwiazki mechaniczne nalezy przyja¢ podstawienia naste-
pujace ‘

(2.5 Ly =Py,  Uy=wymy
oraz
( My my
2.6) O S
. 12t T4 .
is f kg,j J+1 Sﬁ,i:z,9+1

Miana wspblezynnikéw przeniesienia pradowego my, napigciowego my oraz opomosci
my Przy przyjeciu ki [kGjem] oraz Py [kG] i wy 4 [em] odpowiednio wynosza

el ml) o]
Bty o SR v oraz.  hy ?1;

Rys. 5

Pomigdzy wspotczynnikami my, m; 1 my, istnicje zalezno$é
2.7) Wiy = Iy My .

Przy zalozeniu stalej opornosci tay = comst r,, . . ==const réwnanie (2.4
uproéci sig do postaci odpowiadajacej réwnaniu (2.3) '

‘ 1 1 1
28 —Uy; (T,k + 4— ) T (Ui-1, 94+ Uiy o1+ Uigr, 1+ U3, 52 1) o +ILy=0.
& B3

Dla podania montazu sieci elektryczne; przedstawimy przykiad objasniajacy.

Przyklad. Zaprojektowaé sieé elektryczng dla dwuparametrowego podioza
sprezystego ujetego siatka podana na rys. 6a. Przyjeto podloze o ksztalcie kwadratu
z zastosowaniem podziatu Ax = Ay = a. Uklad o nieznanych (w ogdlnym przy-
padku) 7X7 = 49 ugigciach zamodelowany zostal w sieci elekirycznej. Uklad sieci
podany zostal na rys. 6b.
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Rys. 6

Tako dane mechaniczne podtoza przyjeto & = 0,3325 kG/em is = 1,1494 kG/em.
Wielkosci wstepne: zgodnie z (2.6) obliczono wartosci oporéw przy zalozeniu

kG
(2.9) my = 1000 |— 2] ;
cm
wOWCZas
1 , ‘ o1 .
= = S — 8700 .
Pk 03323 1000 = 3005L2 oraz rs 11494 1000 870
Przyjmujac ponadto
(2.10) -~ my == 0,001 [A/kG]

otrzymano dla sily Pjo— 3,27 kG zaczepionej w punkcie §rodkowym _siatki
Iy = 3,27-0,001 = 0,00327 A = 3270 pA.
Uwzgledniajac (2.9) i (2.10) otrzymano zgednie z (2.7)
(2.11) 1y == 0,001 « 1000 = 1{V/erm] .
Po obciazeniu ukladu w wezle rodkowym pradem o natezenin 3270 pA otrzy-
manc wartoéci napieé w wezlach (wobec symetrii ukladu wzgledem kierunkow
ortogonalnych x, y jak i wzglgdem przekatnych ilos¢ niewiadomych napig¢ ogra-
nicza si¢ do 10 wezldw — por. rys. 6a).
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Z pomiardéw otrzymano:
Uy =0,10v, u,=0,11V, U;=013V, U,;=0,15V, Us = 0,14V,
Us =018V, 0, =022V, Ug=020V, U=044V, U= 1,07V

Uwzgledniajac wspélezynnik przeniesienia napiecia (2.11) znajdziemy zgodnic
z zaleznodcia (2.5) wartoéci ugigé zamodelowanego podioZa sprefystego:

1 1
wlel-m“=0,10-~E~=0,10 cm,

1
wy= 0,11+~ = 011 cm,

w3 = 0,13 ¢m itd.

W pracy [4] rozwmzal autor przedstawony przyklad na drodze analitycznej. Wyniki
otrzymane na modelu réznily si¢ tylko w granicach 29,

" 3. Tréjparametrowe podloze sprezyste

Obliczajac ugigcia dla podloza wg schematu dwuparametrowego (poréwnaé
moZna przykladowo wartodci ugieé z przykiadu podanego w poprzednim punkcie)
mozna przekona sig, Ze przy obciagZeniu podioZza w dowolnym punkcie i otrzymuje
sig wigksze wartosci ugie¢ w kierunkach ortogonalnych, tj. wzdhiz osi x iy niz w
kierunkach przekatnych. W rzeczywistodci poziome podloze o mnicograniczonej
powierzehni odksztakei si¢ pod wplywem pionowej sily skupionej w sposéb osiowo-
symetryczny wzgledem osi poprowadzonej wzdhuz dzialania sity. Wynika to wskutek
przyloZenia wiezdw tylko w kierunkach ortogonahl&_ch. Ugiecia punktéw w kie-
runkach przekatnych ukladu (w sasiedztwie punktu’obciazonego np. 7,7 w-. sensie
oznaczeni podanych na rys. 4a) nastgpuje wskutek wiezéw laczacych te punkty
z punktami oddalonymi od punktu przyloZenia obciaZenia o wymiar oczek matk]
t. Ax i dy.

W celu bezpoSredniego. zwigzania oczek siatki réwniez w kierunkach przekatnych
przyjmiemy ukfad spreZyn podanych w ukladzie aksonometrycznym na rys. 7.
Przy takim ujeciu ugigcie sprezyny w punkcie i,j oddzialywuje bezposrednio nie
tylko na punkty o kierunkach ortogonalnych, tj. i — 1, j; i+1 — j; i, j — 1; i, j+1,
ale i na kierunki przekatnych tj. na wezly i — 1, 7 — 1;i+1, 7 — 1; i+1, J+1 oraz
i—1, j41 (rys. 8.

Oznaczajgc stale sprezyn przez k,s i r zgodnie z rys. 7 otrzymamy warunek
sumy rzutéw na of z ukladu sprezyn przynaleznego do punktu 7, j; stala r okrela
sprezyng przekazujaca obciazenie w kierunku przekatnej:

G0 —wylks, S50t 1 S g, TS g g P e, S
g, i1 T g, 0 01 P i1, 2001, 185, ge0, 0 F W 1 8, 4100, 1
T Wit 18540, TWa 00080 700,000 FWag g 1P gy 1+

F Wi 1o T st et T W 1 P it g1 Wi i, g 01 i, g 400 TPy, = 0.



152

Przy zalozeniu stalych spreZystosci dla sprezyn dla poszczegolnych wezldw, tj. gdy

otrzymamy

(3.2) — Wiy (k+ 4S+4J')+(l-if-_1’j+]'v,:’j_1+1")£+1’j+wi,j+1)s+
TP Wt Wag g P Wiy ) TPy =0

Dwuparametrowe podloze sprezyste w oparciu o model blony sprowadzié¢ mozna

kij = const, g§; = const oraz  ry = const,

ALEKSANDER LISOWSKI

do postaci
: 02w
(3.3) T(—
ox2
“JT T i i41 -1
ZF
3 ] i} i+
b
‘ ) =
=1, i1 i+, j+1
I3
S Ax Ax

Roéwnanie to otrzymuje sie¢ z rzutdw sit wycietego elementu blony w wymiarach
dxxdy.na. kierunek pionowy (rys. 9). Pierwszy wyraz przedstawia sily blonowe,
a drugi obcigzenie zewngtrzne. dzialajace na blong. Jeseli obciaZenie zewnetrzne

ty

Rys, 8

Rys. 7

02w

—5;2“) +px, 1) =0.

Rys. 9




ELEKTRYCZNE MODELOWANIE SPREZYSTEGO PODLOZA 153

' roziozymy na skladnik zalezny od obcigzenia dzialajacego z géry oraz reakcje-
podloza, tj. analogicznie jak w réwnaniy dla belki opartej na sprezystym podlozu, to-

P ) =q( 1 — g »;

réwnanie (3.3) przedstawia¢ nam bedzie prace podoza sprezystego.

W obecnym przypadku przy rozwazaniy podioza tréjparametrowego nalezy-
stale 5 1 r uzaleinié od parametru T wystepujacego w réwnaniu (3.3).

Réwnanie (3.3) w ukladzie réznicowym przedstawia zaleznoss (2.3). Parametry
k 1§ wystepijgee w rdwnaniu réznicowym wyrazi¢ moina przez odpowiednie stale
wchodzace do réwnania przedstawiajace dwuparametrowe podioze ciagle. Przecho-
dzac patomiast z réwnania réZnicowego dwuparametrowego o stalych & i s na réw-
nanie réZznicowe o statych k, s i r potrzeba te wielkodei jako§ zwigzaé ze soba..

Poniewaz w naszym ujeciu chodzi o lepsze uwzglednienie wplywu siatki, przyjaé
mozna, Ze suma wartosci s+r odpowiadaé bedzie wartosci czymnika blonowego s-
wehodzgcego do réwnania (2.3). Ze wzgledu na to, Ze punkty poloZone na przekatnej:
sq dalej polozone od punktu i, niz punkty lezace wzdluz osi ortogonalnych —
zatem wplyw ugiecia punktu 7, j bedzie mniejszy na ugigeia np. punktu i4-1, J+L
niz punktu i1, ;. Stad jest oczywiste, ze nalezy przyjaé

re=f (s) przy czym 8> p

Autor za pierwsze przyblizenie sugeruje przyjaé zalezno$é odwrotiie proporcjo--
nalna do kwadratu odleglodci, tj. przy podziale na oczka kwadratowe o boku a

rls=@(aV2)2;

skad otrzymamy |
s
(3.4 ) =

Prébne przeliczenia wykonane dla podloza tréjparametrowego ujgtego zaleznoscia.
(3.2) i (3.4) wykazaly znaczng poprawe ciaglosci odksztalcen, a uzyskane ugiecia.
byly blizsze spodziewanych ugieé
dla spregystego podloza ciaglego
niZ przy zastosowaniu réznico-
wego schematy dwuparametro-
wego.

Nalezy podkreélié, ze zamo-
delowanie podioza tréjparame-
trowego w sieci elektrycznej nie
napotyka na trudnosci, gdyz
dodatkowe wigzy sprezyste la-
czgce wezty w kierunku prze- _
katniowym przedstawiaé bedy *Rys. 10
opory Fy.

Wezet sicci modelujacy tréjparametrowe podloze spreZyste przy zastosowaniu
analogii elekirycznej podany zostal na rys. 10. :

=1, -1 i1 i1 1.
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Warunek réwnowagi wezta i, f (pierwsze prawo Kirchhoffa) okrefla wzor

11 i 1 1 1
@65 - (f— T S SR S R N
Frig Pay_tagiens rsi;j—j.:hj' Tsggtiging Jsis;f:i;f+1
ol 1 1 i 1
~+ + - -+ - -} . Ui+ —
rﬁ:rmﬁm,j ’?‘1+1,f_1:¢,1 ’n+1,f+1:t.j JF9”;:-1,y'+1:£,f Fi—1sjitsd
1 1 1
Uiyt — Uiyr+—— U+ Uy T
St f—11ds4 Siafiit1s SisditsiH1
1 1
o Uit Uie1,5-1F
i1 f—11isd it isj—12isy
i ' _ 1
+———Unnjsi T 7 Ui je1+l5=0.
]Ti+1sj+1:isf . Ti—ls§+11is]

Przy zalozeniu stalej opornofei ry, = const, rg, . =

const o1&z Fp oo T
= const réwnanie (3.5) uzyska prostsza postaé

1 1 1 i
{3.6) "—Ui.f(a 47478 “}‘4;) (Ui, 1+ Ui.;‘—1+Ui+1,J‘+w.j+l).r_s -+

L
+(Ui—1,i—1+U£+1.j—1+Uﬁ+1,i+1+Ui—1,i+1);; + Ly =0.

Rys, 11

Porownujac réwnanie (3.5) z (3.1) albo (3.6) do (3.2) widzimy calkowita analogie.
Zwiazki analogii ujete sa zaleznoéciami [analogicznie do réwnan (2.5) i (2.6)]

(3.7 Liyj=Pyymy, Usj=Wi,jma
Qraz
My My iy
38 =, T =_—— i F L A
. 3 o . , .
B kg TR s Tord bl i, g

Zwiazek pomiedzy wspdlezynnikami przeniesienia modelowego mu, ma i m, oraz
ich miana podane zostaly w rozdziale poprzednim. Fragment sieci modelujgcej
podloze trdjparametrowe podany zostal na rys. 11.
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Peszome
SIEKTPHYECKOE MOOEMVPOBAHUE VIPYIOIO OCHOBAHHA
AnTop mpexmaraer TPH Bapdanra MojeieH YOPYFOre OCHOBAHHA ¥ COOTBETCTBYIOUIHE HM
BECEMA HPOCTHIE JMEKTPHYCCKES CHCTEMEBL. PEryisiysa CCHOBAHHUS MOZENHDYET CHIY TOKa, Hpo-
rnfy COOTBETCTBYET HANPHKEHKE, 4 TIOCTOAHHBIM YIIPYFOCTH OCHOBZHUA, COOTBETCIBYIOT COOpO-~

TrBReHEs, Ilo HBOGXO;(HMOCTI[, OCHOBAHHC PACCMATPHBACICA KaK CACTCMY TOYCK YOPYIO CBA3aH-
BBIX ¢ CoDoil,

Summary
ELECTRIC MODELS OF AN ELASTIC FOUNDATION

The anthor presents three models of an elastic foundation and the corresponding electric
systems. The adjustment of the foundation is represented by the current, the deflection — by the
voltage and the elastic constants — by electric resistances. The foundation is treated, of necessity,
as a set of poinis interconnected by elastic links.
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