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POD DZIARANIEM IMPULSU MOMENTU SERECAJACEGO*
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Wstep

Sciste rozwiazanie dla sprezystej polprzestrzeni obciaZonej silg na powierzchni
podane zostato przez CAGNIARDA [1]. Dix [2] wyprowadzil wyraZenie na przemieszcze-
nia wywolane sila skupiona, dziatajaca na dowolny punkt wewnatrz potprzestrzeni.
Sciste rozwigzanic problemu dynamicznego dla liniowego zrédla obciazen otrzymane
zostalo przez Garvina [3].

Przemieszczenie powierzchni pod dzialaniem obciazenia punktowego typu SH
wewnglrz spreiystej pélprzestrzeni obliczone zostalo w pracy MrrrA [4]. KNOPOFF
[5] otrzymal wyraenie na przemieszczenia pélprzestrzeni spreZyste] wzdluz osi
symetrii, wywolane sita punktows dana na powierzchni w formie funkcji Heaviside’a.

W niniejszej pracy rozwiazany zostal problem propagacii fal w grubej plycie
sprezystej, spoczywajacej na sztywnym podloZu. Plyta obcigZzona zostala momentem
skrecajacym  PS(9)/r, przylozonym za posrednictwem  sztywnej tarczy kolowej
o skoficzonym promieniu. W celu rozwigzania tak’sformulowanego problemu
brzegowego rozwazono kolejno nastepujace przypadki: :

1. Obliczone zostato przemieszczenie dowolnego punktu spreZystej polprzestrzeni,
obcigzonej danym momentem skrecajacym P9 (£)fr. Wykazano, Ze powierzchnia
«zniszczenia propaguje si¢ w glab materiatu §cisle ponizej miejsca przytozenia impulsu.

2. Dla tych samych warunkéw obcigzenia obliczone zostato przemieszezenie
powierzchni spreZystej plyty spoczywajacej na sztywnym podiozu, wywolane dzia~
faniem péinieskoniczonego osrodka oraz kolejnymi odbiciami fali obciazenia od
dolnej powserzchni plyty, z= A

Przypadek 1. Do powierzehni izotopowej sprezystej polprzestrzeni przymoco-
wana jest tarcza o promieniu a. Za posrednictwem tej tarczy przylozony jest do
pélprzestrzeni moment skrgcajacy P6(£)fr. Wybieramy uklad wspohrzednych
cylindryczaych r, 0, z, gdzie 0§ z skierowana jest do wngtrza osrodka, pocratek
ukladu wspolrzednych pokrywa sig ze srodkiem tarczy, a swobodng powierzchnig
polprzestrzeni jest z = 0, '

Tensor napreZenia ma dwie niezerujace sie skladowe:

dug Oup g
Tfo,z:,u'g; Trg = U E"—T,

* Z angielskiego Humaczyl J. Bempa .
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gdzie przemieszczenie uy spelnia réwnanie ruchu

2 1y 1 Juy N 8% up Uy 1 2y -

a2y o a2 2 B’

o

 jest staly Lamégo, a g oznacza gesto$é materialu ofrodka, 2 = ujfe.
Zgodnie z zalozeniami warunki brzegowe przyiete sa w formie

(2) Toz = s

F<a; =0, r>a.
¥

Wykonujac na réwnaniu (1) transformacje Laplace’a

u(r,z,p) = f e P up(r, z, ) dt
o

oraz transformacje Hankela

oo

U@z = [ulr,zp) i r)dr

'ofrzymamy

3 a2 U —2u
' : P
gdzie

ﬁ = V-+(pify.

Rozwigzanie réwnania (3) przyjaé mozna w postaci

@ U=A(p) e,
Poniewaz
- {P/r jesi  r<a,
o jesli r>a
oraz
- P
[voe]s, = T [s — Jo(la)],
gdzie

[%0c) 5, = f Toz 11 (5F) dr ,
1]

to z warunku

ou — P -
[‘u E]z,,o: [‘Ezﬂ]}gl = ? [1 —Jy (Cf!)]

otrzymujemy

Pl —RHEal
97 )
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Po podstawieniu stalej rozwiazanic (4) przybiera postaé
Py {(fa) — 1
gLt -1
Hen

Biorac okreflong transformacje Hankela

if [y (Ca) — 11/1(¢n)
# 0

an

*

& ug = e dt

%

przemieszezenie dowolnego punktu polprzestrzeni otrzymaé moima za pomoca
metody Cagniarda.
Wykorzystujac wzdr Grafa

1 =
Ty (Ea) Ty (&) = — f JL(CR) cos ¥ dD
i [

gdzie
r—acos®
Rz = az—l—rz -.—Zar COs Q’ COST :Ts
otrzymujemy
. P 7 TIL(CR PRI (EF
(6) ua=—fcos¥’d@f—l )e_z'-'df-——nf 1( )e——quC.
B 7 Iz 7
0 B §
Poniewaz wiadomo, Ze
)2

i 7 2
(Hh  Ji(CR) = - f e~ MR ® o5 wdw = — - Im [f R ® og wdco],
. s _

to podstawiajac (7) do wzorn (6) i £ = pu otrzymuje:: sie

op @ nf2 | % —purcosats VWT%)
® o= ——7 f cos Vdd [Im { f cos adew == du}] +-
’ i s p P Vurtop
2P uf2 b3 o~ P (turcosotz )/m)
+~—[Im{f coswdwf du}],
U 5 5 V w24 1)!23
gdzie
1
‘Uﬁ = 73—-

WyraZzenie w irzecim nawiasie plerwszego wyrazu po wyliczenin i zamianie R na r
daje warto§é drugiego wyrazu. .
W celu wyliczenia pierwszego wyrazn wyraZzenia (8), mianowicie

2 o0 e—;n(iuRcosm+z ]/uﬂ-}-’vg) ’
u},

I : Im{f cos wdw f I/;E:I—Tﬁ el
0

0
dokonujemy podstawienia

N iuR cos m+z l/uz—i—‘vﬂ =r,
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v "mamy wowczas
SR ’ nf2
: Ju X
I Im{f cos o dw f]/u2+'vz rr }
o

_ Hw jest konturem hiperbolicznym. Caltkowanie wzdtuz konturu hiperbolicz-
: nego oZe byé zastapione catkowaniem wzdhuz osi rzeczywistej od zvg do nieskon-
“czonofci (Por. CAGNIARD). Zmieniajac kolejnosc catkowania otrzymuje sie

_. ! J— cos @  Gu
< (10) T 5[ dt{ mf 1_—@% 5 deo.
_ . 5

W celu obliczenia catki A (R, z, {) w drugim nawiasic wyraZenia (10) zamieniamy
zmienne catkowania zw na u przy stalym ¢

#f2
A ARz —Tm [ SR wulmf _cose  Gudo
A 5 ]/u2+-vﬁ o l/u2+‘v§ ot Ou
Poniewaz na podstawie definicji (9)
ou 6(0 1 1

2t u du zuR sin w I{uz R2+(t . l/u2+zr2) }1;2,
catka (11) przyjmie postaé
(¢t — zVi21-9%) du
W (2 R (e — 2 Vi F oy Vi o

(12) ARz — —Im f

Drogg catkowania Cj jest taka krzywa na plaszczyznie u, ktéra otrzymuje sie ustalajac
w réwnaniy (9) 7 i zmieniajac @ od 0 do /2.

Droga C; przedstawiona jest na rys. 1 przez krzywa 40. Dix [2] wykazal, ze
punkt A, edpowiadajacy takiej wartoéci, dla ktérej o = 0, jest biegunem dia
wyrazenia catkowego (12) i ma warto§é zespolona, jesli

t > vy ]/R2+z2. A
Z drugiej strony punkt A4 leZy na osi urojonej pomigdzy poczatkiem ukladu oraz
punktem Q’, jesli
vy <t < v VR 2,

" Moina Wykaz&c ze w przypadku 7 > 5/ R2-z2 calka (12) wylicza 51@ z nastepu-

jacego wzorn:

(t—=z l/u_z-{——:)g) du .

ul/;;@ {2 R (t —z ]/u2~|-w§)2}”2

1 (t—zVtode
4R uVit oy {u2 R+ (t — z Vo))"’

€+ G+ +D

1
A (_R, Z, t) = — ﬁ f
e




SPREZYSTA PEYTA NA SZTYWNYM PODLOZU 41

gdzie C; jest symetryczna krzywa do C: wzgledem osi rzeczywistej, natomiast droga
catkowania D'+D jest krzywa laczaca BA po drugiej stronie wycigcla AB (rys. 1).
Droga catkowania jest nastgpnie przedluzona o odcinek QQ’ odpowiadajacy
Vuzt-of = 0. _

Droga catkowania omija poczatek ukladu, poniewaz u = 0 jest biegunem dla
wyrazenia podcatkowego. Catka druga calkowania, obejmujaca osobliwo$¢, pokazana
zostala na rys. 1. Catka (12) moze byé teraz napisana jako

IO (t— z Vuz-+-od) du
ATy Vet ol 1o Vo)
@ @aicy WV +op{u2 R+ (t—zVu +u5) }

12 -

,4[3'

Rys, 1 Rys. 2

Calka po duzym okr¢gu R wynosi oczywidcie zero, pmﬁewai calka po €| znosi sig
z catka po C,. Stad '

(13) ARz —=0 dla t>v,VRA 2.

Aby znale#é A (R, z #) dla zoy <t < vz V R24-22, przeprowadzi¢ nalezy osobna
analizg, poniewaz punkty 4 i B leza obecnic na osi urojonej (rys. 2). W tym przy-
padku catka wzdhiz Ci4-C; réwna sig calce wzdtuz osi urojonej od 4 do B plus
catka po pdlokregu C; oznaczajacym poczatek ukladu. PoniewaZ catka wzdhuz osi
urojonej od 4 do B znosi sig, otrzymujemy w wyniku

o (t —zVet03) du
4)  ARz)= — 5 = EER O
(14) R,z 1) 2iR c-[c' u]/u2-|-w§{u2R2+(r—z]/u2—i-'a§)2}1f2
t t

B 1 ) (t—z l/u_z*lj;f—,%) du o
2iR &{ uV ;,_iq:g}g {2 R? -+ (t—:z ]/u2—|—w§)2}s.zz

o=@
2Rw,

dla  zy, <t <{wg ]/R2+z2 .




42 SUBHASH CHANDRA GHOSH

Jegli
AR, zH)=0 da ¢<zy,,

‘to w drugim przypadku otrzymamy ostatecznie

[H(:— z9,) — H(t—?)ﬁl/RZ—I—z—?)]

{15) ARz =5 RU

gdzie H (f) jest funkcja Heaviside’a.
Podstawiajac (15) i (10) do réwpania (8} dostajemy

ni2
P
g = e vt dr[f cos Pdd — {H(tw z'vﬁ) — H(t— vy V R2-|-z2)}] —
lun A zvﬁ
P 7 R
"E&T e“i’*dtT{H(I——zvﬂ) —H(tm—-‘?)p ]/r2+22)}.
4 z'vﬁ

‘Obliczamy nastepnie odwretna transformacje do

PH(t — v cos ¥ cos ¥
16)  u = meﬁ) C(; dao ‘mef R H(t— v,V R2f22) dd —
B
PH (t — zvp)
T [H (t — zvp) — H (1 — vy V i2+22)] = T—Il
P

P _
= 2 [H{(t — zv5) — H(t — 05 V12 422)].

Calki I; i I, oblicza si¢ latwo i ostateczny wynik otrzymujemy w postaci

42

0 jesli r<a,
Iy o=

— je§li r>a,

r

N i _ 72— v% [22+(r — a)?] B ( rta ]/32— ‘vﬁ [224+-(r —a)?] }]
L= [r {tg ' ]/ro,% R B R 22 [2+(r+a)]— zz) *
X [H(t — 7 V2 — a}) — H(t— v, ]/22+(r+a)2)] (r<a);
L= % H[t— vV 2+(+ap]+
o L 12— o [224-(r — a)? _ ( rta ]/1‘2— o5 [22--(r — a)?] )}]
+ [!‘ {tg ' ]/'a§ [2+(r-+ap] —2 g™ r—d v (24 (r-a)] — 22 %

x[H(: — % Vi — @) — H(i— vy ]/z2+(r—|—a)2)] (r>a.
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Zauwazmy cbecnie, Ze

i ]/t2 — 03 [24(r — a)2] ey ( rt+a ]/tz — 5 [24+(r — a)z]) _
TV gererai—e TV dV Geierar—el

12 — a2
= cos~-l|—— | = @,
2rr

gdzie

t =1, l/z2-}—r%.

Przemieszezenie dowolnego punktu ofrodka okre§lone jest wzorami

P S — SR,
(a7 Up = — ;“7;:;_"' [H(:— Vg ]/22+(r —ap) — H(t — Ug ]/22+(i'+a)2)]ﬂ
a pogr [H(‘_’_ — zvp) — H(t — v, ]/r2+22)] (r<<a),
P S— -
(18)  wp = — M; [H (1~ 0, V2 4G — aP) — H (¢ — 05V 2 GaP)+
P

-+ [H(t— v Vr2+22) — H (¢ — vy ]/22+(r+a¥)] > a).

12 PY s

Badajac wzory na przemieszczenia dla r > @ i r < a okazuje sie, Ze wystepuje nie-
cigglos¢ w przemieszczeniach. Mozna to interpretowal jako propagujaca sie falg
zniszezenia bezposrednio pod micjsce przyloZenia impulsu. Przemieszczenie swobod-
nej powierzchni dla r > a otrzymuje si¢ ze wzorn (18) przyjmujac z = 0:

‘Pa
U ¥

(19 uh = — [H (t — vs r — @) — H(t — vg (r-+-a))] +

._|_

gy [H(r— vr) — H(t — Vg (r—l—a))].

Przykiad 2. Niech sprezysta plyta o grubosci /2 spoczywa na sztywnym podtozu.
Plyta poddana jest impulsowi momentu skrecajacego danego jako Pé (f)fr mna
okregn o promieniu a.

Rozwigzanie rdéwnania roéZniczkowego (1) przyjmuje sic w postaci
(20) U=A(E,p)e™+B(,p)e™.

Rozwigzanie to spelnié musi nastepujace warunki brzegowe:

?ez]BI: ‘?[1 —Jo (Ca)] na z=0,
(21)

=20 ‘ na z==Ah.
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- “Stale catkowania po obliczeniu wynosza

P {l—Jy(Ca)]
pnE et
P [l Jy(a)
e 1t

A=—

Po podstawieniu stalych 4 i B wzdr (20) przybiera postac

(22) U=

£’ ev e ] (1 — Jy({a)]
It [ '

1+ ezqﬁ - 1— g2k o
Biorac odwrotng transformacje Hankela z réwnania (22) olrzymujemy

2

_qul et eTmE L T Cal T ()
uﬂ——‘u—ofﬂlﬂm e | 0= R @@

Poniewaz interesuje nas jedynie przemieszczenic na powierzchni, przyjmujge
z=0 w ostatnim wzorze mamy

o0 o0 _ J .
s (7, 0,p) = 5—— f [—1 + Z (—1)» zemmnh] [t —Jo (f:)] 1 (&9 ar —
0 n=1

P o) — 1171 @) e i
= : d —1) Iy .
P‘of ; c+g( YT (rp)

Pierwsza calka odpowiada przemieszczeniu ofrodka péinieskonczonego i zostala
obliczona poprzednio. Obecnie zajmiemy si¢ obliczeniem pozostalej calki

EPf Ll (Can Ji (Zr) J.

In(rp) =
a{F P) H . "

Postq;pﬁjac tak jak w przypadku 1 otrzymujemy

_ 4p 1j2 co e—pl(iuRcosw+zn]/u2-;-v§}
In(r, p) = m—ifcos Wdd [Imf cos wdwf — dul —
K7 0 ' 0 ¢ l/u2+vﬂ

4P 2 T ? (tar cos ot za 1 ui+o2
- {Im f cos o dw f YV du] .
£ g 5 Vurtuy

gdzie

Zp = 2nh.
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‘Wzorujac sig na schemacie przedstawionym w punkcie pierwszym pracy (metoda
Cagniarda) obliczamy odwrotna transformacie Laplace’a wykorzystujac te same
rysunki 1 1 2. Omijajac szczegoly obliczen koficowy wynik dla r > ¢ znajdziemy
w postaci

23 W —Z( 1)n{!w ; [H (¢ — 95 V2| 4n2 B2} —

——H(t—wﬁ

. [H (t — g 1/(1'— a)2-+dn? 2 —

— H(t— v, ]/(H—a)z—i— 4n2 12)] }

Stosujac zasade superpozycji moZna wykazaé, Ze calkowite przemieszczenie
w dowolnym punkcie r > ¢ na powierzchni grube_] plyty o grubodei h dane jest
jako nastepujaca suma:

1 2
o = 1P +4?,

gdzie u§" jest przemieszezeniem dowolnego punkiu na powierzehni dla pénieskon-
czonego ofrodka, natomiast Wyrazy szeregu na ugz) powstaja na skutek kolejnych
odbi¢ fali o dolngj powierzehni plyly z = h.
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Pesiome

VIIPYTAS HITACTHUHKA, TTOKOSIMAACSH HA XKECTKOM CGCHOBAHKMH
o4 BIIMAHUEM HMMIIVIIBCA KPVTAINETO MQMEHTA

JKecTknit Xpyropol IHCK OPHKPOIDICH K IOBCPXHOCTH TOJCTOH ynpyro# INACTHHKH, HOKOS-
qelics Ha KecTKOM OCHOBammH. K NHCKY IpHENOxeH KpyTammi moment PO (£)/r, tie P nocroqm-
mast, a § () obosmavaer dynwuuro Hupara, Tpumerss Meror Kauoapa m JBrca, onpegeneno rie-
PEMELICHES IPOW3IBOJIBEHOM TOYKA TNACTMHKYW, BBI3BAHHOE HOCIEACBATCIBLESIME OTPRKEHAAMH
{BOZHEKAIOMIEHE BOMHEI OT HONyOCCKOHCYHOH Cpeme W HWKHEH OBOPXHOCTH IOBEPKHOCTH, Z = /1.
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Summary

. ACTION OF A TWISTING MOMENT IMPULSE ON AN ELASTIC PLATE
' RESTING ON A RIGID FOUNDATION

: A stiff circular disk is attached to the surface of a thick elastic plate resting on a rigid foundation..

- A twisting moment is P§ ()/r applied to the disk, where P is a constant and & (¥) denoies the Dirac-
function. Employing the Cagniard and Dix method, the displacement of a disk arbitrary point.
has been determined which is produced by successive reflections of the arised waves against the:
semiinfinite medium and the plate bottom surface, z = h.

DEPARTMENT OF MAGNETICS
MAULANA AZAD COLLEGE
CALCUTTA, INDIA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia T marca 1968 r.






