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1. Wprowadzenie

Kazde przejscie od uktadu rownad opisujacych zachowanie sig osrodka trdjwy-
miarowego do ukladu réwnan teorii powlok, rozpatrywanych jako dwuwymiarowa
przestrzef zakrzywiona, zwigzane jest z wprowadzeniem pewnych zatoZzed upraszcza-

acych. ZaloZenia takie dotycza giownie stanu odksztalcenia oraz stanu na-
prezenia w powloce, Nie moze istnie¢ jednoznaczne, $ciste przejicie od opisu
tréjwymiarowego do réwnafi okreflonych na powierzchni érodkowe] powloki.

Teorie przyblizone maja, sens, jesli sa wewnetrzaie spdine, tzn. gdy wprowadzone
zalozenia nie sg wzajemnie sprzeczne oraz jesli ponadto konsekweninie uwzglednia-
ne sg w otrzymywanych zwiazkach wyrazy tego samego 1zedu wielkodci. W Zakresie
teorii powlok sprezystych osiatnie lata przyniosly szereg podstawowych studiéw
wyjasniajacych konsekwendje réznych zaloZen, m. in. zalozen Kirchhoffa-Love’a
(P. M. Nagnupi {1}, W. T. Korrer [2], J. L. Sanpers [3] i Cz. WoZNIAK [47.

‘Studia te umozliwiaja rozpatrzenie zwigzkow ﬁbdstawowych teorii powlok
plastycznych i zbudowanie konsekwentnych teorii tego typu konstrukceji. Zagadnie-
nie nie jest trywialne, gdyz teoria ofrodkéw sztywno-plastycznych charakteryzuje sig
szeregiem wiasnych zalozen, wykorzystywanych np. przy wyprowadzaniu réwnan
powierzchni granicznych. Nalezy wiec zbadaé konsekwencje wprowadzonych przy-
jeé i pozby¢ sie takich zatozen, ktdre sa — w ramach okre$lonej feorii — wewnetrznie
niezgodne.” Uklad réwnan teorii powlok powinien zawieraé réwniez odpowiedni
uktad warunkow brzegowych.

Niniejsza praca zawiera dyskusje zwiazk6éw feorii powlok plastycznych Z materialn
niefcidliwego, Podstawowym przyjeciem jest stosowalnoéé zasady prac przygoto-
wanych. W p. 2 autorzy zestawiaja definicje 1 zalozenia, podezas gdy w nastgpnym
zawarta jest propozycia miary odksztalcenia i wprowadzony jest odpowiedni tensor
zmian krzywizny powierzchni §rodkowej powloki na drodze oszacowania rzedu
wielkofci poszezegdlnych wyrazéw w wyraZenin na predkosé rozpraszania energii.
W p. 4 podano uklad réwaan réwnowagi i warunkow brzegowych, nzyskany z zasady
prac przygotowanych. Punkf 5 zawiera omdwienie warunkdw plastycznoéci dla
powlok w szczegdlnodei omdwienie powierzchni granicznych dla powlok z materiatu
Hubera-Misesa. Osfafni punkt zawiera zesfawienie podsfawowych réwman dla
szczegolnych przypadkow geometrii powlok,
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Wszystkie wyniki przedstawione sa w przestrzennym opisie. Dla pelnoéci obrazu
“przytoczono rowniez glowne formuly teorii powlok, a niezwiazane bezposrednio
z wlasnodciami materiahu,

2, Zalozenia. Oznaczenin

Niech X4 i x!' oznaczaja odpowiednio materialne i przestrzentne wspdtrzedne
normalie, G 451 g;;— tensory metryczne baz. Dla uktadéw normalnych G 43 =guz=0,
(f33=833=1. Litery greckie przebiegaja liczby 1, 2, lacinskie — liczby 1,2, 3.

Deformacja powloki okreslona jest przez podanie praw fransformaciji

(2.1) X=X x%), x=x(x", X%).

Pewne ograniczenia na (2.1) nakladaja zalozenia teorii Love’a-Kirchhoffa.
Teoria Love’a-Kirchhoffa (pierwsze przyblizenie Love a) opiera si¢ na nasigpu-

jacych czierech zalozeniach:

‘ 1) prostoliniowe wiokna, normalne do powierzchni frodkowej powloki w kon-

figuracji poczatkowei, pozostajq prostoliniowe i normalne we wszystkich innych

konfiguracjach, fzn.

(2.2) szXF(x“‘) x%= x4 (X 1);

' 2) normalne do powierzehni érodkowej w}okna powloki nie zmieniajg swej
dlugoécei w procesie odksztalcania, fzn. ze

23 P

3) naprezenia normalne, dziatajace ma powierzchniach réwnoleglych do po-
wierzchni srodkowej, s niewielkie w poréwnaniu z pozostalymi naprezeniami i moga
by¢ pominiefe w zwigzkach konstyfutywnych I réwnaniach réwnowagi wewngtrznej,
tzn.

2.4) : d33=0;

4) grubosé powloki 2H jest niewielka w poréwnaniu z najmniejszym promieniem
krzywizny R powierzchni $rodkowej oraz ge grubodc powloki jest niewiclka w po-
réwnaniu z dtugoscia I. fali przemieszezenia powietzchni $rodkowej [2]. Zatozenia
te: pozwalaja pomingé w poréwnaniu z jednofcia wyrazy rzedu I 2/R2 i H3I2,
czy nawet HfR, w zalezno$ci od wymaganej «doktadnodei» teorii '

Kinematyczne waranki (2.2) i (2.3), tzn. zalozenia 1. 2, powoduja, ze odkszfalce-
nia poprzeczne w powloce znikaja tozsamodciowo. W konsekwencji we wszysikich
réwnoleglych do powierzchni Srodkowej warsfwach powloki panuje plaski stan
odksztalcenia, '

Dotychezas, - rozpatrojge zagadnienia' nosnosci graniczne] postugiwano sig
teoria powlok, wykorzystujaca zatozeria Love’a-Kirchlioffa, bez badania konsek-
wengji tych zatozen. Ze stanowiska teorii powlok plastyéznych z materialu niescigli-
wego, uwzgledniajace] #miany geometrii, stanowiske fakie nie moZe byé zaakcepto-

wane bez dodatkowych Wyjasmen Przeastanne WyZB_] Zalozema wywoluja nasfe-
Pujgce wwagi: -
a) wymagama 213 pozosta._]ac ze sobg W sprzecznodci,
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b) dla maferialu nicscisliwego, podlegajacego stowarzyszonemu prawu  ply-
nigeia plastycznego, zatozenie 2, konsekwentnie stosowane, zmuszatoby do ogra-
niczenia si¢ do profili naprezen reprezentowanych przez rzat warunku plastycznodei
na plaszCzyzng: oy —o,,="0.

' W celu uniknigeia takich nickonsekwencji rozpairywaé bedziemy feorie sformu-
lowana przy nastepujacych zatoZeniach:

1; Odksztalcenia poprzeczne sz pomijalnie male, tzn.

(2.5) €3 =0.

Na mocy tego zafozenia sily poprzeczne nie biora udzialu w rozpraszaniu energii
i mogg wiec byé traktowane jako reakcje.

2. Odksztalcanie plastyczne zachodzi bez zmiany objgtodel, {zn. Ze idealnie
plastyczny mafterial jest niefcisliwy.

3. Skladowe wekfora predkosci przemieszezen sg analitycznymi funkcjami
zmiennel x2, tzn. w kierunku normalnym do powierzchni §rodkowej. Nadmienimy,
#e przyblizone feoric powlok sprezystych korzystaja raczej z asymptotycznych
rozwinie¢ réwnan fréjwymiarowego problemu wzglgdem pewnego malego parametru
(np. grubosei powloki). Wobec braku ogdlnych metod rozwigzywania tréjwymiaro-
wych zadan teorii idealnej plastyczno$el analogiczne podejécie nie moze byé zastoso-
wane do powlok plastycznych.

Dalsze dwa zaloZzenia przyjmicmy stosownie do przybliZzenia Love’a-Kirchhoffa.

4, Napri:ie—nia normalne o35 sa pomijalne.

5. Grubo§¢ powloki jest niewielka w pordéwnaniu z najmniejszym promieniem
krzywizny powierzchni Srodkowej.

Nalezy podkresli¢, ze z tych zalozen nie wynika ani plaskosé przekroju, ani nie-
odksztatcalnoéé elementu normalnego do powierzchni érodkowej powloki.

W przyjetym ulkladzie wspolrzgdnych normalnych {x% x3} a=1, 2, linic para-
metryczine x” tworza siatke na powierzchni érodkowej, x* zad oznacza wspolrzedna
odmierzana w Lkierunkun zewngtrzne] normalne] do fej powierzchni. Lokalng baze
na powierzchni rodkowej {x% 0} tworza wektory {a,, a,}, przy czym

(2.6) A5.8,=0, az-a;=I.

Wektory bazy lokalnej w dowolnym punkcie powloki oznaczono przez {g,, gs}.
Zwigzane sa one z wektorami bazy na powierzchni érodkowej zalezno$ciami

2.7) g,=p e, g3=1a;,
gdzie ' ‘
.8) _ pE =00 —x* b,

jest translatorem pozwalajacym rozpatrywaé zjawiska zachodzace w poszezegdlnych:
punkfach powlok w bazie zwiazanej z powierzchnia §rodkowa. ‘

Wektory bazy odwrotne] oraz odwrotnosé wielkosci (2.8) okreslone sa nastepu-
jacymi zalezno§ciami [1}:

(2.9) wr=uygl, gt=(u




pat ’ MARIA DUSBZEK I ANTONI SAWCZUK

' . 1
@10) A A A R o

gdzie p=|uj]. Ponadfo oznaczamy przez a4, tensor metryczny niezdeformowanej

powierzehni érodkowej, b,y drugi podstawowy tensor fej powierzchni. Sity btonowe,

momenty i sily poprzeczne w powloce o gruboSci 2/ zdefiniowane s3 nastepujaco:
H H H

2.11) N = f po fdyd, M*= f Ho® @l dx®, Q%= f 1o dx3

-" -H -

Definicje te przedstawiaja odpowiednie wypadkowe napreZed i momenty naprezen
na jednostke dhugosei przekroju powierzchni §rodkowej. Dodatnie sity blonowe
powoduja rozciaganie powierzchni rodkowej, dodatnic momenty za§ zmmniejszaja
promienie krzywizny powhoki.

3. Miary odisztalcenia. Symefryzacja sit i miar predkosci odhsztaleen

Wektor predkodci v dowolnego punktu powloki moze byé przedstawiony naste-
pujaco: : ‘

(31) v=uv' gi=v" ga+ﬁ3 g3 =g aa_f—%a a3,

gdzie 9%, ©* oznaczaja odpowiednie skladowe po przesunieciu wektora chwilowej
predkosdei do bazy na powierzchni $rodkowej.

Tensor predkosci odksztaicenia okre$lony jest przez nastepujace skladowe w ba-
zie {g,, ga}:

1
(3.2) YT ©atom) »

gdzie symbol || oznacza kowariantne rézniczkowanie w tej bazie. W celu okredlenia
miary odksztatcenia powloki fraktowanej jako kontinuum dwuwymiarows opisywaé
bedziemy ruch punktéw powloki w bazie {a,, a,}. Wykorzystaé trzeba wige pra-
widta przejécia od kowariantnego réZniczkowania «przestrzennego» do kowariantne-
£o r6zniczk owanija «powierzchniowego», mianowicie (por. np. [1])

— ¥ 3 —
Vofip= Vo p— L op Uy =L oy V3= Vs —bup 03,
‘(3.3) ) U3”ﬁ=?)3’ﬁ—rgﬂ vy=@3|ﬂ+b} 'U?,
Va3 ™= TV, g™ Vg

gdzie | oznacza kowariantne rézniczkowanie w bazie {a,}, przecinek za§ — réznicz--
kowanie czgstkowe. *

Skiadowe tensora predkoéci odksztalcenia, wyrazone w wielkoéciach okre$lo-
nych na powierzchni $rodkowej, przybieraja postaé

ZVaﬂ = nuZL (%alﬂ_ b?‘ﬂ 53)+1u’; (EY!G‘_ b"a 53) ?
(3.4 2Was = Ty, 3+ 03, o+ B 0y,
2V33 - 263, 3
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Zgodnie z przyjetym zaloZeniem o analitycznodci skladowych v; przedstawimy
skltadowe wektora predkoSci przemieszezed w postaci nasiepujacego szeregu po-
tegowego:

To= Ay 3 By (6 C - (PP Dyt

(3.5) .
vy =Ay-x> Ba+(x3)2 Cer(xa) Dy,

Po wykorzystaniu (3.5} w (3.4) otrzymujemy

2Va5:}u,; [‘A)F]ﬂgb?’ﬁ A3+x3 (_B},w —bwgBa)—'—...} +
+uy A= by As+x7 (B, ~ b B3)+..],

(3.6) W= [B,+2x* C, 3 (22 Dy )+ A5+
+%3 By, ot HbL 1A, 45 B, (x%)? C, L],
Vis=Bs+2x* C3+3 (x*)? Dy+

Wielkoscl 4, 1 4. przedstawiaja skiadowe weltora predko$ci przemieszczen
punktéw powierzehni érodkowej. Znajac pozostale funkcje powierzchniowe opisaé
mozna z wymagana dokladnobcig chwilowy stan odksztalcenia w punktach poza
ta powierzchnia. Funkcie te moZna blizej sprecyzowaé korzystajac z zalozen kine-
matycznych 1 i 2. Wyrazaja sig one odpowiednio

3.7 Vea =0, Viz=— af gm'ﬂ

Te dwa warunki umozliwiaja wyznaczenie funkcji B,, C,, D, 1 By, Cs, Dy W Za-
leznosci od A, i 45, czyli’ okreslenie predkosci przemieszezen dowolnego punktu
Za pomoca funkcji opisujacych ruch punktéw powierzchni srbdkowe] Wprowadzajac
(3.6) do (3.7) i zadajac, aby spefnione one byly dla kazdego x3, otrzymujemy W Te-
zultacie nastgpujgce uklady. réwnai:

o™ _-’43 m_b Ay s
By=—da ?(onl}' bo:yAB) B

zcaz _B.’S,m >
(3.8) 2Cs=—a" (B —buy By) —b* (Aup—bop 43)

3D, =" C,—Cs o,

3D3= —aaﬂ(cmm—b‘xﬂ C3)_(bmp‘_‘Haaﬂ) (Bdm_b“ﬂBs)_

w(Hb“ﬁ—Ka“ﬂ) (Ao:[ﬁ_bc‘ﬂ Aa) y

4E,=2bLD,—Dy .,

gdzie

1 1
H=ob,  K=—>8pbib.

Wstawiajac kolejno wyznaczone funkcje do wzordw na predkosci odksztalccn
otrzymujemy opis kinematyki z zadana dolkladnoscia.

Rozprawy Inzynierskie — 14
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Aby oceni¢ rzad wielkosci poszczegdlaych skladnikéw tensora predkosci od-
ksztalcenia oraz w celu ustalenia miary odksztalcenia powierzchni srodkowej,
rozZpatrzymy rozpraszanie emergii w procesie plastycznego plyniecia powtoki.
Dysypacja, odniesiona do jednostki powierzchni §rodkowej, zdefiniowana jest naste-

pujaco:
H

(3.9) D= f (6P V51207 Vo 02 Vys) di®
—H

Stosownie do przyjetych zalozer _
(3.10) . Vos=0, 055=0
jednostkowa dysypacja wyraza si¢ nastepujacym wzorem przyblizonym:

. H
(3.11 : D= [ poVydx® .
’ —H

W przypadkn powlok liniowo-sprezystych analogiczne do (3.11) ograniczenie
wyrazenia na jednostkowa energi¢ sprezysta powoduje wzgledny blad rzgdu H?/12
fub H{R (W.T. Korter [5]).

Majac powyzsza informacje na uwadze, przy rozpatrywaniu (3.11) pominiemy
w pordwnaniu do jedno$ci wyrazy rzedn H>[L? i H?|R? i wyzszych. Wykorzystujac
definicje (2.11) sit przekrojowych w powloce oraz wprowadzajac do (3.11) zaleznosci
(3.6) i (3.8), jednostkows dysypacje wyrazimy ostatecznie wzorem

2
(3.12)  D=N™(4_,—b,, A3) 1+0£i ol 10 24
wf T 8 R? RL L2
4
ra

+o( )+...]+Mﬁﬂ[—-Am—bg[ﬁArb};AM+

f H? H? H2Y\ -
’*'bap(A?fy_bzAs) {1+O( %z )+O(}E)+0( 7z )—f—]

Przy ustalaniu (3.12) rézniczkowanie kowariantne oszacowywano odwrotnoscig
diugo$ei fali przemieszczenia. Przyblizone wyrazenie na gesto$¢ dysypacji ma wicc
postac

G13) D NPT [d,y —byy AL JH+MP [— Ay~ B2 Ay b A gDy (A%~ 5% 43)] .
Wzér ten pozwoli na zdefiniowanie miar odksztatcert powloki jako uogdlnionych
predkosei odksztalcen stowarzyszonych z uogdinionymi naprefeniami [6].

Teoria cienkich powlok plastycznych opiera sig, stosownie do wymagan (3.10),
na nastgpujacej definicji mocy rozpraszanei:

(3.14) ' D=N J M iy,

gdzie %', AT*Y 53 nogélnionymi napreZeniami oraz %45 H4p BOgSInionymi predkocia-
mi odksztalcen.
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Jedli wybra¢ sily blonowe i momenty zdefiniowane we wzorze (2.11) jako uogdl-
nione napr¢Zenia, to z pordwnania (3.13) i (3.14) wynika nastepujacy definicia
stowarzyszonych uogdlnionych predkosci odksztalcen:

Ayp=tigy by W,
G.15) _ . " o
Kyp = — Wiy — b3 o= B thgpt-byp (™, — b5 w) .

W (3.15) wprowadzono zwykle stosowane oznaczenia: u,=A4, (predkodé przemiesz-
czen. w kierunkach stycznych do powierzchni $rodkowej powloki) oraz w=d,
(predko$¢ przemieszczen normalnych (ugie¢) powierzchni srodkowes).
Ofrzymane miary odksztalcenia réinia sie od odpowiednich miar wynikajacych
"z zalozen feorii Love’a-Kirchhoffa ostatnim, dodatkowym wyrazem we wzorze
na predkos¢ zmiany krzywizny x,p;. Predkoéé wydluzen powierzchni érodkowrej
A,y pozostaje bez zmian. Dodatkowy wyraz w wyrazeniu na predkoéé zmiany krzy-
wizny jest konsekwencja wprowadzonego zaloZenia o niedcifliwoéci materizhu,
a $cislej konsekwencja odejécia od wymagan rownoczesnego spelnienia zaleZznoSci
plaskiego stanu naprezenia i plaskiego stanu odkszfalcenia. Ten dodatkowy wyraz
przedstawié¢ moZzna w posfaci o

(3.16) bop (Ula—BE W) =Dy &% Ay |

Jego udzial we wzorze (3.15) zalezy od parametréw geometrycznych powtoki i w po-
rownaniu do ‘pozostalych wyrazow udzial ten moZe by¢ oszacowany dla szezegdto-
wych geomefrii. Dla powlok sprezystych analogiczng miarg predkosci krzywizn
otfrzymal na innej drodze W.T. KoiTer [2]. E

togdlnione naprgzenia (2.11) i stowarzyszone z nimi odksztatcenia (3.15) nie
sq tensorami symetrycznymi z wyjatkiem przypadku plyt. Istniejg jednak mozliwosci
symefryzacji wielkoSci wystepujacych w teorii powlok, a wice obniZenia liczby
niewiadomych funkcji i fozsamoécioweégo spelnienia réwnania réwnowagi, charak-
teryzujacego symetrig tensora naprezenia (tzw. szosfe réwnanie réwnowagi). Kry-
teria symetryzacji moga by¢ rézne. Jedynym wymaganiem, ktére musza spelniad
wszystkie symetryzacje, jest rownowaznos$é dysypacji:

(3.17) DEMP )t M™ i,y =N [yt B i,,

gdzie NP =N J 5=],, itd. Znane s rézne propozycie symetryzacji [1,2 i 7].
Stosowane sa réwniez symefryzacje nie dajace tensorowe]j postaci skladowych sit
wewngtrznych [8) _
Dla naszych celéw przyjmiemy nastepujaca postaé symefrycznych tensordw sit .
wewngtrznych: )

RFho — prhie 2 78 Y af
618 NP = NPy b MM b, g

1
M= (M- M)
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Symetria N wynika z szdstego réwnania rownowagl, ktére w wxelkoscmch Zdefi-
niowanych przez (2.11) ma postaé [1]

(3.19) Cop [INP*— B8 M) =0,

gdzie €,, jest alternatorem. :
Wielko$ciami kinematycznymi stowarzyszonymi z (3.18) sa, stosownie do wy-
magania (3.17), nastepujace symetryczne miary odksztalcenia:

- 1 .
(3.20) j‘a,ﬂ :7 (}Lmﬂ—}—/l{’ga) ) ’CG!,H :K'aﬂ_Tb}; }L)..g_'baﬂ /'Juz .

Stanowig one uklad miar odksztalcenia przedstawionej teorii powlok plastycznych,
wykorzystujacej symetryczne tensory sit wewnetrznych (3.18).

Miary odksztalcenia (3.20) maja prosta interpretacie geometryczna, Jesli ozna-
czyé przez g 1 by odpowiednio pierwszg i druga forme podstawowa powierzchni
$rodkowej po chwilowym ruchu, fo

(321) }afj'=dotﬁ—aaﬁ 3. ']EaBZBaﬂ—‘-’?aB '

Latwo si¢ o tym przekonad ze zwiazkow (3.36) i (4.2) studium W. T. KoITERA 2.
Zaleznosci (3.21) sa natomiast znanymi definicjami miar odksztatcenia - liniowej
teorii powlok, opartej na zaloZeniach Love’a-Kirchhoffa.

Tak wige konsekwentnie zbudowana teoria nos$noéci granicznej powlok plastycz-
nych moze si¢ postugiwaé miarami odksztalcenia (3.21). Z tymi mechanizmami
zwigzane sa jednak uogdlnione naprezenia (3.18), rézniace sie ostatnim wyrazem
w (3.18), od zwykle stosowanych w liniowych teoriach powlok symefryzacjach
tensorow sit wewnetrznych (por. np. [1], definicje (5. 35)).

Jak widaé, symetryzacje sit wewngtrznych i miar odkszialcenia nie moga byé
dokonywane niezaleznie od siebie.

4. Rownania réwnowagi. Warunki brzegowe

Dla uzyskania ukiadu réwnat réwnowagi zgodnych z wprowadzonymi zatoze-
niami i wyrazonych w wielkodciach (3.18) wykorzystamy zasade prac przygotowa-
nych przedstawiona w formie

(41) -DextzrDint 2

gdzie Dy, 0Znacza moc przygotowana sit powierzchniowych i brzegowych, natomiast
Diy jest moca uogdlnionych naprezen okrelong poprzez jednostkowa dysypacie
(3.17). Co prawda, w zwiazku z (3.21) wynik (co do formy réwnan réwnowagi
zgodnych z (4.1)} jest do przewidzenia ; niemniej jednak dla zupetnoéci opisu podamy
tu i fe réwnania. ‘
Przyjmujac, e obcigZenie zewngtrzne jest polem wektorowym przepisanym na
powierzchni §rodkowej powloki, tzn.

(4.2) p=p*a,|-pa,
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i nadajac wirtualne predkosci (3.1) puﬁktom tej powierzchni, gdzie v,=v,, ofrzy-
| mujemy

4.3)  Dem= f (p* duy+pdw) dA+ f (N Guot-QF Sw-+-M* 8,) my ds .
Sktadowe N ng, M n,, O" ny oznaczaja odpowiednio sity zaczepione na konturze
S obszaru 4, p za§ jest wektorem obrotu na brzegu

! (44) ’ ‘—g')a=1‘V| a_l_bﬂ T-[ﬂ .

Moc przygotowana, rozpraszana przez jednostke powierzchni érodkowej powio--
ki, ma postaé (3.17). Calkowita dysypacja wynosi

(45) Dint = f (N'ﬂa zaﬁ+ﬂﬂu Ea,ﬂ) dA ?
A

a po wprowadzeniu miar odksztateenia (3.20)
(46) Dypy= f {ﬁﬁu ((s”ot[ﬂ - ba.ﬁ' 5}‘)j+ﬂ p ( - leaﬂ -
4
— bl du,— b} Suyy— b3 51:},1{1—5}; by, ow) dA ..

- Po zastosowaniu twierdzenia Gaussa i po odpowiednim pogrupowaniu wyrazow
powyzszy zZwigzek przyjmuje postad

4.7) D= f [N — B b2 B b%) St BI04+ BTP%, Swlng ds-1-
J ,

[ AL NP B b5 (P 0504 (97 ), St
A
[ =N, i BB 6w dA .

Wykorzystujae (4.3), (4.4) i (4.7) w (4.1) ofrzymujemy réwnanie, ktére musi byé
spelnione dla dowolnych wirtualnych predkosei du,, ow i dw,,. Stad jako warunki
konieczne do spetnienia zasady mocy wirtualnych otrzymujemy réwnania réwno-.
wagi jak i naprefeniowe warunki brzegowe.

Wyrazone w wielko§ciach (3.18) réwnania réwnowagi przyjmuja postaé nastepu-
jacych trzech zwiazkdw:

(4.8) — N 200 b M b, =p*
- oraz . )
(4.9) NP - A M BB =p

Na brzegu natomiast skfadowe wektoréw sit i momentéw brzegowych wynosza
(4.10) A?”“Iiﬂ=(ﬁﬁ“—bg‘ﬂ“’ﬁ)nﬁ, Mﬁ"‘nﬂ=ﬂ"‘_“‘nﬂ, Q”nﬁ=ﬂﬂ“|mnﬂ.

Obciazenie brzegu opisuje si¢ zwykle w odnicsionych do jednostki dlugosci
konturu wielkosciach N%, O, M, i M,, przedstawiajacych odpowiednio wektor sily
blonowej, sile poprzeczna oraz moment normalny i styczny do linii brzegowej.
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Jesli ponadto n, oznacza jednostkowy wektor normalny do konturu i skierowany
na zewnaltrz, a 7, jest jednostkowym wektorem stycznym do brzegu, to czastkowa
pochodng wielkosci dw Wzdluz brzegu mogna wyrazié za pmﬂnocaE pochodnej normal-
nej 1 styeznej [2]:

{4.11) OW, o =0W 40w 1.

Wykorzystujqc powyzsza zaleZnoié w (4.4) dla wariacji kata obrotu na brzegn,
a nastgpnie w (4.3), otrzymuje sig nastepujaca postaé warunkéw brzegowych (4,10):

N —a? b (M- M 1) = (N —2M*7 5%

{4.12) . . . e . .
O+M=M" +(M"™t,np),, M,=M"n, 1.

Rownania réwnowagi (4.8) 1 (4.9) oraz warunki brzegowe maja wiec klasyczna
postaé znang z literatury (np. [1] str. 47, [2], str. 25).

W poréwnaniu z zalezno§ciami poshigujacymi sie hipoteza Kirchhoffa-Love’a,
réznica wynikajgca z wykorzystania tu warunka niescisliwodel mafterialy znajduje
swoj wyraz jedynie w definicji uogdinionych naprezen (3. i8).

Nadmienimy jeszcze, e ograniczenie pola predkosei (3.5) do postaci

(4.13) ] 5m=Aa+x3Bu, 53=A3+XS.B3

nie pozwala na réwnoczesne spelnienie w sposéb scisty warunku niesciéliwosc
i wymagania V,;=0. Wykorzystanie natomiast. przedstawienia (3.5) oraz ograni-
czenie funkcji dysypacii do posfaci (3.13) uwzgledniajacej tylko wyrazy liniowe
umozliwito skonstruowanie spéjnej teorii powlok plastycznych, w ktdrej sity we-
wngtrzne w powloce okreslone sy zwiazkami (3. 18), miary za§ odksztalcenia za-
leznodciami (3.20). '

5. Powierzchnie graniczne

Warunki plastycznosci dla powlok mogg byé badZ 1) sformutowane bezposrednio
w wielkoSciach uogdlnionych, tzn. przy wykorzystaniu fensoréw sit i momentéw
przepisanych na powierzchni §rodkowej traktowanej jako dwuwymiarowa przestrzen,
badZ tez 2) okreslone przez zastosowanic odpowiednich transformacp z warunku
plastycznosci, wyrazonego w skladowych przestrzennych tensora napreZenia.

Zwykle stosuje si¢ te druga metode. 1 tak warunek plastyczno$ei Hubera-Misesa
lub Treski przedstawia si¢ w zaleznoéei od sktadowych tensorow powierzchniowych
sit i momentéw. Transformacje takie wykorzystuja definiujace zaleznosei (2.9), co
prowadza w rezultacie do réwnania powierzchni granicznej

.0 F(M, N, Q)=0,

tzn. skalarnej funkcji tensoréw M, N, Q, ktérych skladowe konfrawariantne zde-
finiowane sa przez (2.11).

W celu wyjasnienia w jakim stopniu geometria powloki wplywa na ksztalt po-
- wierzchni granicznej, zajmiemy sie blizej warunkiem plastycznosci Hubera-Misesa.
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Dla zakrzywionej warstwy warunek ten .ma postad
. (5.2) 2F=30"" " g s g5 (0,48,5)" —205=

przy czym o, oznacza granicg plastycznoSci materiaty, Zadaniem naszym bedzie
transformacja tego zwiazku do przestrzeni sit nogdlnionych [8 i 9]. Dzieki anahtycz-
nosci warunku (5.2) transformacja taka jest stosunkowo prosta,

Stowarzyszone prawo plynigcia, zastosowane do (5.2), daje nastegpuiace skladowe
pola predkosci odksztalcen:

' or
(5.3) Vap=V 7 ag VB0 —0ig,, v=0,

da
Wykorzystujac warunek niedeisliwosct i wymagaigc, aby v>0, powyiszy zwigzek
mozemy odwrdcié i nzyskaé formulg:

1 ) .
(5.4) . a*f :5 (Vp'? g gt Vggaﬂ) .

Wprowadzajac (5.4) w (5.2) otrzymujemy

— 30 Ve 1/2
(5.5) = o)/E VEVEL Vv,
Tak wigc skltadowe tensora naprezenia sa w petni okreslone przez skladowe tensora
predkosei odkszfalcenia.
Dla pola predko$ci przemieszczen (3.5) po wykorzystaniu zaleznoSci (3.8) i po
dokonaniu oszacowania rzedu wielkodcei poszezegdlnych wyrazdw w (3.6) ofrzymuje
si¢ nastepujace wyrazenia na skladowe tensora predkosci odksztalcen:

1 1
(56 2=yt [1+(x3)20(L2, R2)+ ]+

. 1 ’
4 Kypt 11 1) X* [1 +x3 O(?) -+ ] y

gdzie A.,, x,, sa zdefiniowane za pomoca wzoréw (3.15).

W dazeniu do wyspecyfikowania powierzchni granicznej (5.1) rozpatrzymy dwa
przypadki szczegolne. W pierwszej kolejnosci zajmiemy sie powlokami «cienkimi».
Wowezas wyrazy typu HfR sa pomijalne w poréwnaniu z jednoécia. Konsekwentne
pominigeie takich wyrazéw w (5.6) oraz w (2.8) daje nast@pu;accy symetryczny tensor
predkosci odkszialcenia: :

(5.7) Veem = Aapy+x k) -
Naprezenta (5.4) okre$lone sa wigc wzorem
(5.8) : 3va®? =[(Ay5 13 10ys) @ P H (A2 )y

Nawiasy przy tensorach symetrycznych opuszezono, poniewaz ty]ko fakae aktu»
alnie wystgpuja w rozpatrywanych zwigzkach. '
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Podstawiajac (5.8) do wyrazen (2.11) dﬁﬁl’!iu_jacCyCh sity wewngtrzne w powloce
otrzymujemy nastgpujace skladowe:

(5.9 NA=( -2 &) I+ 1wl e 1,
5.10) M= (L2 a ) L+ (e i ) 1
gdzie k

G fm(i)tl @, i=12,3.

—fI

Szedé funkcji, mianowicie N*/, M %P, zaleZy tylko od pigeiu parametréw, poniewaz
‘wszystkie wyrazy w (5.9) 1 (5.10} sa jednorodne sfopnia zefa wzgledem predkosci
odksztalceri, gdyz v dane jest przez (5.5). Mefryka powierzchni §rodkowej powloki
wehodzi do réwnan (5.9) 1 (5.10), stanowigcych naturalne rozszerzenie odpowiednich
zaleznosci odnoszacych si¢ do niezakrzywionych przestrzeni a podanych przez
JLrosziva, 8]

Aby otrzymac parametryczng postaé réwnania powierzchni granicznej, a w kon-
sekwencji Zaleznosé (5.1), wygodniej jest postuzy¢ sie skladowymi mieszanymi fen-
soréw sit wewngfrznych lub tez skladowymi fizycznymi. Latwo sie przekonad,
ze skladowe mieszane nie zaleza od metryki powierzchni §rodkowej powloki. Tak
wigc powierzchnia graniczna dla rozpatrywanego przyblizenia polegajacego na

- konsekwentnym pominieciu (w porédwnaniu z jednoscia) wyrazéw typu x3/R jest
niezalezna od geometru powloki. Eliminujgc parametry kinematyczne z réwnas
(5.9) i (5.10), otrzymujemy

(5.12) F(M}, M)=0

Jako drugi przypadek rozpatrzymy powloki «silnie zakrzywione», dla ktérych
dhugoéé fali odksztalcenia Jest poréwnywalna z mniejszym promieniem krzywizny
powierzchni $rodkowej, fzn. RxL. Wynika wéwezas v (3.15) (po dokonaniu odpo-
wiednich oszacowan), Ze

(5.13) #op= Oyl R) .

‘Majac na uwadze te zaleznoéé oraz pomijajac w (5.6), w pordwnaniu z jednoéeiy,
wyrazy typu (x3/R)?, (x°/L)* oraz wyrazy wyzszego rzedu matosci, otrzymujemy

(5.14) 2,5~ p Ayp 2] Ay 1-(12], Ky 13 7,5) X3 ~ u lw}u} Ay 20 gy X3 .
Naprezenia (5.4) wyrazaja si¢ za pomocg wzorn
{5.15) 3vo™ =(u 2?,,+x Kppd 8% g (2 20X 1) g

Wykorzystujae (2.9) i (2.10) otrzymujemy

# ° .
{5.16)  uo™ I8 =3 [Aey 8" 8" 8" a7 +x% 10, g% g a7 L (18 22453 1cF) g*a”)] ,
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& po dokonaniu oszacowan rzgdu wielkodci poszezegélnych wyrazéw formuta ta
przyjmuje postac

(5.17) ya“‘ﬂ T ——— [(Af‘" +48 a*7)+-x° (Ic(“")—E—Ic” a7
242 B30 b — 40 bt @ —2b8 3 — 2B A d)] .
Podstawiajac (5.17) do wzordw (2.11), definiujgcych sily wequtrzne, otrZymujemy
(G.18)  N¥ = (942 @) I+ (1 a7+ 202 571+ |
L AL BT~ 22 b5 G — 28 25— 288 S ) 1,
(5.19) M= =020 &) I (kP 1ch a® - 208 b7 _ .
b A 67— 208 B% 6 — 205 A% — 260 JE a™) Iy
_gdzie

50 I_I (xS)l 1d3 -]
(5.20) = - =3 f v;—— X,  i= ,'2,3.

RéZnice w pordwnaniu z (5.9) i (5.10) sa widoczne. Oftrzymane wielkosci nie sa
symetryczne, gdyz tensory A% i A% b"7 sq niesymetryczne. Osiem skladowych sit
‘wewngfrznych przedstawionych jest wige w zaleZnosci od siedmiu parametréw. Obli-
czajac skladowe mieszane (Iub skladowe fizyczne) i eliminujac parametry otrzymamy
réwnanie powierzchni granicznej, do ktérego w wyrazny sposéb wchodza krzywizny
powloki [7].

6. Przypadki szczegélne

,Wpfbi’.\éé'c_lirone definicje miar odksztalcenia i sit wewhgirzych wyspecyfikujemy
dla naj_\ﬁailjiejszych przypadkow geometrii powlok. Zestawimy fez komplet wzordw
napisan’jrf: w skladowych fizycznych odpowiednich tensordw,

a. Powloka' walcowa. W ukladzie wspolrzgdnych walcowych {x, r, g} nieznika-
jace sk%adowe pierwszej i drugiej form podstawowych powierzehni cylindrycznej
kolowej: g ngs_tepujqce

.,x"= Uy % }"P(P:uqﬂ, ,;,,—I—RW , Axy"‘:/llpx:o .

o Up, W,
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Dla przypadku obrotowo-symetrycznego odkszalcenia powloki otrzymujemy
nstepujace skladowe fizyezne tensoréw (3.20):

. W .
) Axx=ux,x ’ lwp=;§', f’i'gux:/lxcpzo -
(6.4 '
(6.4 B
Ky ™ =W o ICW—F, iy =Kp=0.

podczas gdy analogiczne fizyczne skladowe ot‘rzymané przy zatoZeniach Kirchhoffa-

Love’a maja postaé () : "
W

(6 5) }“xxz”x,xs A(ptp:Es /pr=/1xtp=0 s

Kpp=—W, xx» Kep=0, =1, =0,

Otr2ymaner zwigzki (6.4) réinig si¢ od (6.5) jedynie wyraZeniem na krzywizne
Ky Wyraz w/R? pojawia sie w (6.4) w rezultacic symetryzacji zwiazku (3.15). Moze
on mie¢ istotne znaczenie jedynie w przypadku powlok silnie zakrzywionych, gdy
wielko$¢ H/R nic jest pomijalnie mata w poréwnaniu z jednodcig.

Sity wewnetrzne (3.18), wchodzace do trzech réwnatt réwnowagi (4.8) i (4.9),
sq mastegpujace: '

) ]Vxx:Nxx_M@tpR, ]Vx\w:quD__% szqo’ ﬁ?’x:N{Px, Nw@’:NG’W_I_z{.‘MW’,
(6.6)

1 o '
Mxx=Mx1’ Mx'P:*é—(M'WJ—}—M‘PI):O , M= M F?P ,
natomiast skiadowe fizyczne przyjmuja postaé

H

o r - _ _ 1 - 2
A,T.\‘.\' :Nx.\: - o Nl;ox: Px Nx??: xXg . W_MW’ N*Pfiﬂ — ATPP __ b
R M, N#, N 7MY N rad .
6.7) 1 .
M.\'x:Mxx3 M.w;p E_E (M.\‘QJ_I_M?.T):O , ﬂ@W:M'?’.‘}"

podezas gdy analogiczne skladowe klasycznej feorii (NaGHDI [1]) sg nasfepujace:

ﬁxx=Nxx’ ny:qu:_iqump, N"w.\':me’ ﬁwaW_LMW’
6.8) R R

) Ry Ve , T = gt , MW:MW? .
Réwnanie powierzchni granicznej (5.1) w przypadku powtok «silniex zakrzywio-

nych, tzn. gdy spehniony jest zwigzek (5.17), jest okreslone réwnaniami (5.18) -
(5.20). Dla przypadku abrotowo-symetrycznej deformacii powloki walcowej para-

(") Te same oznaczenia zachowano dla sktadowych fizycznych tensoréw.
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- metryczna postaé fej powierzchni przedstawia sie nastepujaco:

Nr= I, o I,
(69) axeipl gl
M= Lo 1
N? = (1, L
(6.10) Q@IT-+A3) '+l2x§;+rc;+—l1—{~ (3ag'+,1;:)] ,
MY = I I

gdzie Iy, I, i Iy sa zdefiniowane przez (5.20). W poréwnaniu ze zwigzkami teorii
Kirchhoffa-Love’a [9] réznice wystepuja przez pojawienie sie wyrazéw zawierajacych
R oraz przez zastapienie wyrazet (3.11) przez (5.20).

b. Powloka kulista. W sferycznym ulkdadzie wspdtrzednych {p, 8, r} nie znikajace
sktadowe form podsfawowych sa nastepujace

1 . 1
agpp=R2, a""=§;, o= R2sin? 4, =t
(6.11) _ . .
by=—R, b,,=—Rsin*d, b§=bg=-~k—.

Sl%ladowe tensoréw (3.20) przyjmuja postaé
7199 =1lg, g+ R , .
A=Wy otk sin & cos 0+ Rw sin? &,
Aoy = hgs =1y, g— Ug CtE O, ' ‘ )

: — 2
W gttty g,
(6.12)7 Koo= =W, 000 o, 0 W
— . 2 2 .
K= "—W, gg—W, g 8in fl cos (H—E Uy, ¢+?€ Uy sin @ cos 0w sin? 7,

- -1 1 -
K=Ky = —w,a.pfl-}* o, T Mo O18 g.

Dla  przypadku obrotowo-symetrycznego odkszéatcenia sktadowe fizyczne
wielkoéci (6.12) sa nastgpujace:

H 1
;L00=EMG,Q+E1V

| 1
A¢¢=Eu9 ctg@—i—E W
6.13)

: 1
T\fg.g(=_ RZ 5 W 99+R2 7»[9 9 +( Ila G—I_ H )

SR
TC@_:—R—z(w,g ) Clgf)—l—( ty ctg9+ ),;
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analogiczne zwiazki ofrzymane przy zaloZenmiach Love’a-Kirchhoffa maja postaé

kS
R

)\,ﬂe =

1 - 1
uﬁ'e-}-rﬁ W, o g™ R — Uy cig(H'
6.14 ‘
(6.14) S 1 1
Koo = T2z V. ﬂg+ﬁ to,0s Ko™ " pa (W, g—ttg) ctg 0.
Jak widac, powyisze dwa uklady réwnan réinia sig postacia g, I . W (6.13)
wyrazy w nawiasach po;awqu sie w wyniku symetryzacji i sg rz¢du H/R w stosunku
do jednosci, _
Sily wewngtrzne w powloce (3.18), symetryczne stosownie do (3.20), sq naste-
pujace:

NW'PW__NQ’#M.Z_MW___ML
R Rsin? 6’
N90=Neﬂ__2__Mev_ sin? 8,

R
(6.15)

1 1
ATee __ ajbe op YR N
R®=NT—— M7, NW=N"= M,
M¥=M", MY=M", M7 =M"= '--(M*’"JFM"‘”).

: /
Skiadowe fizyczne tych wielkodei okredlaja nastgpuigce zalezno$ci

2 1
TP ATEP o AfEE — 68
N =N = M = M,
_ 2 1
00 _not _ " age0__ "~ arer
N*=N RM RM R
(6'16) o wﬂ_i wﬂ AT 6P . Bqﬂ_L Bqu.
. Nt | RM N .-N RM .

M= MY, =M,

Jramy v L =-%—(M¢9+M0¢).

Analogicznie skladowe sit wewngtrznych, stosowane np. przez NAGHDIEGO [I]
[wzdér (5.35)], wynoszg:

1 1
PP — NPE - AP Jee_ po9 _ __ pro0
NT=N R M, N¥=N R )
1 1
{6.17 TP prve — _— pgrel Joe — Arbe . _—_ ppov
> N#=N? ——M",  N¥=N"—-F M,
N =M, ﬂoe;_,Moﬂ’

i Ly v L Vi




O ZWIAZKACH PODSTAWOWYCH TEORILI POWEOK PLASTYCZNYCH 731

Zestawienie zaleZnodci (6.16) i (6.17) podobnie jak i (6.7) oraz (6.8) Wskazuje,-
jakie sa konsekwencje uwzglednienia w zwiazkach teorii powlok warunku niecigli-
wosci,
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Pesrome
- OB OCHOBHBD( 3ABHCHMOCTSIX TEOPHM IUIACTHYECKHUX OBOIOYEK

B pafore ofcywaaroTcs 3RBECHMOCTE TEODHH TLIACTHICCKHX OBONOYEX U3 HECKUMASMOTO
Marepuata. lIpecTABICHALIS HONOMETHS. TeOPHH, OTHATROIGESCH OT KNACCHYECKUX IIEfio-
noxennii Kupxrodwba-Jlsea, Onarofapsa OIEHKe NOPAOKA BEXULIHE OTHEHALNBIX YIEHOB B BBIDA-
JKEHHH Jlsl CKOPOCTH HHCIENCHN SHEPTHH, HOAYYeHA COOTBETCTBYIOMAS CACTEMA CHI H CKOpPOCTei
medopmMarmuit, JaeTtcs CHCTCMA YPABHSHHI PABHOBCCHS Y KDAECRBIX YCIOBKH, 8 TAOKE NMPeCTABIEHET
OCHOBLY ONpEHENCHHS YPabUeIi DOBEPXHOCTEN TCKHYCCTH,

Summary
ON THE BASIS RELATIOMSHIPS OFF THE THEORY OF PLASTIC SHELLS

This paper presents a discussion of the relationships of the theory of plastic shells made of
incompressible material, Given are the assumptions of the theory departing from the classic assump-
tions of Kirchhoff-Love, and by means od estimation of the order of magnitude of the particular
terms in the expression for velocity and energy dissipation, the corresponding set of forces and
velocities of deformations are obtained. The set of equilibrium equations and the boundary condi-
tions are given, together with the principles of determining the equations of the yield surfaces.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
POLSKIEJ AKADEMIT NAUK
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