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METODY ITERACYJNE ROZWIAZANIA PEWNEGO ROWNANIA
CHARAKTERYSTYCZNEGO
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1. Wstep

Zagadnienie statecznoei dzwigara powierzchniowego w ogélnym przypadku jest
opisane téwnaniem roézniczkowym  jednorodnym czwartego rzedu o zmiennych
wspélezynnikach, Rozwigzania fakiego réwnania nie mozna wyrazié przez funkcje
elementarng o postaci zamknietej, lecz nalezy znalesé uZyteczne rozwiazanie
przyblizone droga przejScia z ukladu ciaglego do ukiadu dyskretnego. Przejécie
z jednego ukladu do drugiego mozna zrealizowaé réznymi metodami, m.in.
metoda réznic skoficzonych [4, 5, 6,7 1 12], ortogonalizacyjna {I i 3], wariacyjna
10 i 11] lub metoda opierajaca sie na zastosowaniu funkcji Greena [7 i 9].
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Rys. 1. Schemat statyczny srodnika wspolpracujacego z pasanﬁ

leejsza praca dotyczy zagadnienia statecznodci w obszarze sprezystym cwnkiej'i 3_: R
izotropowej plyty swobodnie podpartej i sprezyécie zamocowanej wzdluz przec1w—:-_
leglych krawedzi dla zlozonego stanu obcigzenia. W praktyce 1nzymersk1e1 plyt '
taka jest schematem statycznym érodnika metalowego pr@ta peinosczennego zZ uwZ
dnieniem wspolpracy §rodnika i paséw {13] (rys. 1.). '
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W pracy przyjcto nasfepujace oznaczenia:

rozstaw stgzen srodnika preta,
szeroko$é srodnika preta,
= Er*12 (1 — v?),
wspolczynnik sprezystosci podhuznej,
obeigzenie normalne (§ciskajace),
Nz =N ‘{‘ TO’
Pan  wspdlczynniki szeregu,
s P(m,n, 1,7),Q (m, n, i, /) macierze kwadratowe, blokowe,
t grubosé srodnika preta,
To obciaZenie styczne (dodatnie),
Ty przyrost obciazenia stycznego w §rodku szerokoset srodnika,
I macierz jednostkowa,
o« = alb,
y wspolczynnik do obliczania wartosci obciazenia krytycznego,
& znak wariacji,
- ()4 2 ()4 . 64
=25 o+

= yib,
wspolezynnik charakteryzujacy liniowy rozklad obciaZenia normalnego,

7
K
A =1y,
u
v
¢

ZmUoea

az —aE2 0’12 + [+ ()?]4 N

=y lub 1y,
wspolczynnik Poissona,
= xfa.

2. Réwnanie charakterystyczne zagadnienia

Roéwnanie rézniczkowe cienkiej izotropowej plyty, obcigZonej jak na rys. 1,
jest nasfepujace:

1 2w 2w
{2.D AAWAB [N (x, ¥) e -E2T(y) o By] =0,
gdzie '
22 N(x,y):N[l—* w]—ZTT(I—Z%) (1—-2-;;—)
oraz
@3  TO)=To 4T (1 - %) .
Oznaczajac
(2.4) y= L

n* D’

réwnaniu (2.1), sprowadzonemu do zmiennych bezwymiarowych &,#, nadamy
postad

N, a& "*"N, atoq

.
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W omawianych metodach warankiem utraty statecznoSci bedzie istnienie nie-
zerowego rozwigzania pewnych ukladéw algebraiczaych réwnan jednorodnych,
co prowadzi do warunku znikania wyznacznika ghéwnego. Otrzymane w ten sposdb
réwnanie charakterystyczne okresla poszukiwane obciazenie krytyczne.

Zadanie sprowadza si¢ do rozwiazania nastgpujacego uogdlnionego zagadnienia
warto$ci whasnych: znaleZé najmniejsza dodatnia warfo§é y.. parametru y, dla
ktdre]

(2.6) ' det [P—y0Q]=0.

Jako podstawe wyborn metody umozliwiajacej przejécie z ukladu ciaglego
w uktad dyskretny przyjgto tzw. dobre uwarunkowanie zagadnienia, gdzie male
zmiany-w danych parametrach nie powoduja znacznych odksztalceri poszukiwanej
" wartoéci wlasnej. Opicrajac si¢ na przeprowadzonych badaniach wybrano najko-
Tzystnigjszy spos6b polegajacy na ortogonalizacji lewej strony réwnania (2.5) z kazda
kolejng funkcja rozwiazania przyblizonego. Sposéb ten z jednej strony spelnial
podstawowy warunck wyboru metody, z drugiej za$ strony gwaranfowal minimum
pracy rachunkowej nawet w poréwnaniu z réwnowasna z punkfu widzenia mecha-
niki metoda wariacyjna.
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Rys. 2. Struktura indeksowa macierzy P (m, 7, 4,7), Q (m,m, 1,[}

Zakladajac rozwiazanie przyblizone w postaci

@7 wEm= D 3 puFulln), mn=1,2,3..

n n

- znajdziemy uklad al'gebraiczﬂych réwnan jednorodnych w postaci

29 2 D) PP m,n, i, y—yQ (m, m, 1, )]=0,
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gdzie

agt 08 on? ot

N (rf, 1) 32 Fo T () 6* F,,
QG i, )= ff[ t2a— aéaq]ﬂ,dédq,

(2'10) Fij(é’ ﬂ):(sw (67 ”)5 i:jzls 2: 39-“ .

a Eﬂﬂ a I;'H"l 64 lel
P(m,n,i,j)=ff[ T 202 + ot ]Fudfd'?:
Q

{2.9)

Warunki brzegowe, funkcje F,. (& %), Fi; (& 7) oraz macierze P(m,n, i, N
Q (m, n, i,j) sa sprecyzowane w pracy [13]. Strukture indeksowa tych macierzy
.-pokazano na rys. 2.

3. Mefody iteracyine rozwigzania

Gdy w réwnaniu (2.6) macierz Q jest jednostkowa, to przyjmuije ona nastgpujacy
postaé: '

(3.1) det [P—ypl]=0.

Rozwigzywanie réwnania (3.1) nazywa sie zwyczajnym albo prostym zagadnieniem
wartosci whasnych macierzy P, natomiast poszukiwanie pierwiastkdw (2.6)~nogdl-

nionym zagadnieniem wartoéci wlasnych.
Jezeli macierz Q jest nieosobliwa, tzn. ze det (-0, wéwcezas

P—yQ=PQ'Q—yQ=(PO~"'—yD) Q.
Otrzymuje si¢ zatem zwyczajne zagadnienie
(3.2) , det [PO-1—yi]=0,
réwnowazne zadaniu (2.6). Podobnie, jedli det P-£0, (2.6) przejdzic w réwnanie
(3.3) det [P-1Q—1]=0.

Poszukiwanie jednej lub kilku wartodci wlasnych, np. najwiekszej (najmniejszej)
co do wartodci bezwzglednej, najmniejszej dodatniej itp. — przeprowadza sie meto-
dami iteracyjnymi. .

W przypadku zagadnienia (2.6) moZna stosowaé metode opisana w pracy [8]
pod warunkiem, Ze znane jest przyblizone rozwiazanie y,. Wprowadzajae dowolnie
wekior u, {(np. majacy wszystkie skladowe réwne jednoéci), wektor ©; okreslamy
jako rozwiazanie réwnania

Quig
(uo),,(, ’

gdzie p, oznacza wskaznik sktadowe] wektora up 0 najwigkszym module. Nastep-
nie wyznacza si¢ u, przez rozwiazanie ukladu

(3-5) (P—7o Qyuy=-0v,.

(3.4) (P70 Q) v, =




METCODY ITERACYINE ROZWIAZANIA ROWNANIA CHARAKTERYSTYCZNEGO 679

Poprawiona warto$¢ rozwiazania p, daje wzor

(7)1)1;1
(ul)pl )
Wektory v,, u, i warto§¢ y, uzyskuje si¢ ze zwiazkdw powstajacych z réwnan (3.4,

(3.5) i (3.6) przez zamiang ug, Uy, V1, Yo, Y1, Po, P1 N& Uy, Uy, Vo, V1, V2s D1, P2 0dpo-
wiednio. Ogdlnie mamy

(3.6) ‘ Pr=Yo~

Oui_¢ | ()
T, P—y,_ ;= 0wy, =P,
(u[—l)p,_l ( Yica Q) Q l Yi=Vi-1 (ui)p,

tatwo moina udowodni¢, Ze powyzsza metoda jest rzgdu trzeciego, tzn. Ze 4; jest
proporcjonalne do 47 ,, gdzie 4, jest miarg bledu i-tego przyblizenia. Praktyka
potwierdza wysoka efektywnodC tej metody. Jednak odradza sie stosowania jej,
gdy brak dobrych przyblizen wartodci wlasnych.

W przypadku zagadnien (3.2) lub (3.3) stosuje si¢ metode potegowa [2] znajdowa-
nia najmniejszej (najwigkszej) co do modulu wartosci wlasnej u macierzy kwadrato~
wej R, gdzie R oznacza PQ~' lub P~1 (. Zaczynajac od dowolnego wektora u,,
" konstrunje si¢ cigg

(3.7 (P—y.10) v, =

Rutg, R? uy, R® ug, oo, Ri1g, ...
Niech y, bedzie jakakolwiek skladowa wektora u,= R* u,. Jesli u jest rzeczywistymy
pierwiastkiem pojedynczym, to przy dostatecznie duzym k
4
(3.8) #:M
- Wi

W przypadku naruszenia zbieznosci ciagu {w,, /w.} lub zbieznoéci wolnej ustawia
si¢ nastgpujgce rdwnanie kwadratowe:

3.9 wrrps=0,
gdzie

W Waa o —¥WaWea
Wi—1 Wk+1“§’/i

2

?

2
We¥eaz VWi

—~ —'"_2.
Wi 1 Wer1 — ¥

Gdy dwie najwigksze co do modutu wartosci wlasne sg rzeczywiste lub tworzy po-~
Jjedyncza pare zespolona, ich przyblizone warto§ci otrzymuje si¢ drogg rozwiazania .
(3.9). Opisane wyZej postgpowanie wygodnie jest stosowaé zwhaszeza w przypadku':_ AT
rzeczywistych wartodei wlasnych, rézniacych sig jedynie znakiem oraz wartosci '
wiasnych o bliskich modutach. Otrzymane ta droga przybhmne Wart0501 mozn
poprawi¢ korzystajac z (3.7). e
Ze wzoru (2.4) wynika, e poszukiwang warto$é obcigzenia krytyczneg_
mozna ofrzymac mnozqc pewien WSpolczynmk Y prrez obc;qzeme euIerowskle
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sens zagadnienia sprowadza si¢ Zatem do znalezienia najmniejszego dodatniego
pierwiastka réwnania (2.6), ktdremu odpowiada najwicksza dodainia wartosé wlasna
macierzy R, spelniajaca réwnanie

(3.10) et [R—AI]=0.

Zadanie znalezienia Amax rOZWigZano poshugujac si¢ opisang mefods potggowa
majacy tg cenng zalete, 7e 7adne informacie o A, nie sa potrzebne PIZy jej stosowa-
niu. _

W frakcie rozwigzywania okazalto sig, Ze zachodzi jeden z nast¢pujacych przy-
padkow: ,

@) Amax jest pojedynczym najwigkszym co do moduty pierwiastkiem réwnania
(3.10), A
b) dwie najwigksze co do wartoei bezwzglednej wartodci wlasne réwne sa
".{max i '_}Lmaz;:

¢) dwie najwigksze co do modutu warto$ci whasne sa bliskie siebie, jedna z nich
Jest wladnie A,,.. ’

4, Badowa macierzy P, Q i R

Macierze P oraz Q sa kwadrafowe i maja budovgffg blokowa. Okreélaja je wzory

P(1,1) 0 0 0 0
0 P22 0 0 0
0 0 P33 0 0
@.1 = ’
S 7] 0 0 0 P@44H 0
0 0 0 0 PG5
Qraz B B

00,0 0,2 0 Qw4 o

| 0 02 023 0 05
0 032 0G.3) 0G4 0

4.2 -

“2) G= 0w ~ 0 0@4.3 064 0@5)

0062 o 064 069

W powyzszych wzorach P (m, i), O (m, i) s3 macierzami kwadrafowymi stopnia
i-fego, a 0 oznacza macierz zerowy tego sfopnia.

Latwo sprawdzid, Ze macierz odwrotna P~ jest réwniez macierzy quasi-diago-
nalng o budowie

P(1,1)! 0 0 0 0o
0 - P2 0 0 0
R 0 0 P(3, 0 0
43) [P]1= ,
@3) 17 0 0 0 - P4 0o
0 0 0 0 P(5, 51
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natomiast macierz R=P~1 Q ma budowe idenfyczna z budows macierzy Q, przy czym
) P(m, i)t . @ (m,i), gdy m-+i jest nieparzyste lub m=i,
R{m,i)= .
0 dla pozostalych m, i.
W szczegolnym przypadku czystego zginania tarczowego macierze € i R beda
okreslone wzorami

Q1,1 0 0 0 0
0 02,2} 0 0 0
| o 0 03,3 0 0
@4 2=l 0 0 0449 0
0 0 0 0 - 0,5
Oraz ) T
4.5 [Rl=
“P(L DO D) 0 . 0 0 0 B
] 0 P2, 27102, 0 0 0
0 0 P(3,3)-1Q(3,3) ’ 0 0
0 0 0 P, 47104, 9 0 ’
0 0 0 0 P(5,5710(5,5)

a réwnanie (3.10) przyjmie postaé

(4.6) H det [R (m)— 1]=0,"

gdzie R (m)=P (m)~tQ(m), m=1,2,3,.

Dobér rzedu wyznacznika gléwnego ukiadu réwnan (2.8) warunkuje dok{adnosc
wynikéw. Przeprowadzone préby wykazaly, Zze w przypadku zloZonego obcigZenia
plyty (obcigZzenie normalne oraz $cinajace) wystarczy przyjaé jako warunek utraty
statecznosci wyznacznik 25 rzedu (kazda z symetrycznych i antysymetrycznych
postaci utraty statecznoéci w kierunkach osi & oraz # bedzie wowczas aproksymowana
odpowiednio frzema i dwoma krzywymi). Zastosowanie blokéw macierzy stopnia
6 (macierze P i ¢ maja w takim przypadku sze$é wierszy 1 kolumn blokowych) daje
wyniki réznigce si¢ od poprzedanich nie wigcej niz o 5%

Wszystkie proby, badania i obliczenia warfosci wlasnych wykonano za pomocg
elekironicznej maszyny matematycznej Elliott 803. Wyniki obliczern podano
w pracy [13]. ' :
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WTEPALTMOFHEIE METOLI
PEHNEHWS HEKOTOPOI'O XAPAKTEPHCTUYECKOTO VPABUEHWA

B paoTe TpecTABNSLB METONBI PEINEHMS XApAXTEPHIECKOro YPaBHEHNS!, OIPENEIsIOIero:
KPHTHYCCKYI0 HArPY3KY CTEHKH HONHOCTEHHOrQ CTEDIKHT B CIAONKHOM HAIDIKCHHOM COCTONHEM,

PacevoTpeso iBa MTEpAUMOHHBIX METONA OMPENCIEHHS koshiprumenTa y And pazvera BT~
MHAHBL KPUTHYECKOH HArPY3KH CTETU!

a) meron OcOopua peurenms sapaym det [f— 0] =0,

6) CTeneHHBI METO) IKBUBATISHTION Jamaun det PO~ — oyl = Ommu det [P~ Q0 — 1= 0.

Summary
ITERATION METHODS FOR SOLUTION OF A CERTAIN CHARACTERISTIC EQUATION

In this paper are presented some methods sé]vingf the characteristic equation determining the
critical loading of the solid wall rod webb at a complex state of stress, _

Two iteration methods of finding the coefficient ¥ for calculating the value of the critical loading
of the web are discussed: ’

a) Osborne’s method of solving the problem det [P— 30} =0,

b) an involution method in the equivalent problem det [P@~' —ypll =0, or det|[P~'Q —
— a1 =0,
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