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BEZPOSREDNIE WYZNACZANIE SKEADOWYCH NAPREZENTA METODA
CHARAKTERYSTYK NA PODSTAWIE SAMYCH 1ZOCHROM

RYSZARD WO7T N AR (WARSZAWA)

W pracy [1] W. SzCzrPINSKI rozwigzal problem wyznaczania pelnego stanu
napreZenia na podstawie samego obrazu izochrom. Ofrzymal on uklad réwnan
rézniczkowych czastkowych na dwie funkcje p=(c,406,)/2 oraz’ ¢, gdzie oy, 0,
oznaczaja napreZenia gidwne, a kat ¢ daje kierunek wigkszego z nich. Uktadl rozwia-
zuje sig przez calkowanie wzdhuz charakterystyk. Znajac rozwigzania p i ¢, a z do-
$wiadczenia (*) m=0,—0,, mozna okresli¢ stan naprgzenia w kazdym punkcie
pokrytego siatka charakterystyk obszaiu, w szezegllnodci skladowe o o, ey
tensora naprezen w dowolnym ukladzie wspotrzednych x, y.

W pracy ninigjszej przedstaW1amy rownania, ktére na podstawie znajomosm
izochrom pozwalaja bezposrednio wyznaczyé skladowe fensora napr@tenla Tys Oys
T,y bez szukania jego wartofci giéwnych.

W tym celu postluZzymy sig wzorem

) - | = (05— 0, +47,
oraz ukladem réwnan .réwnowagi

do, 0Ty, _ Ba,, OTyy _
Y1, o » ox Ya.

) Ox dy

Rozwigzujemy rownoéé (1) wzglegdem z,,:
_ i o
(3) Txy = :I:? I/mz —(ox— 5»)2 )

a nastepnie przez wstawienie (3) do (2) dostajemy hiperboliczny quasi-liniowy
uklad réwnan rézniczkowych czastkowych na dwie funkcie o, i o,:

oo, Or—0, do, ax——.a,, dg,
). o . . o e —(g.—0)® O
x :i:ZI/m'“’—(Gx—Uy) Yo R2¥V mP—(o.—0,) y
m (Omfdy)

N T T A _'J’I:Os
42V M —(0,-a,)?

(') Wartodci naprezen podajemy w jednostkach stalej modelowe;.
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@ _ 0y—0, da O5—0 da,
2V - (o,—o,)2 0% +2 1/ m—(g,— 0,2 0%
da, i (8m)6x) 0 :
e — =0,
_ _ » 2V m— (o0,
Uklad ten posiada dwie rodziny charakterystyk:
dy & ]/mz—(ax— g +m
dy O.— 0y ?
(5) -
Ay =+ ]/mz—(ax—na,,)z—m
dx Ty, )
Wzdluz charakterystyk zachodza nast¢pujace zwiazki réZniczkowe
{- —(o,~a,)? m 1 } do,
4lm*—(o,—0,)'] L 2VmP-(o,—a,)? 2] dx
‘ (0x—0,)*  do, dy
() , t e — o] MV T
{ —(o,—a,)* m 1 } dax+
_ 4 [mz*(ﬂxfﬁ;s)zl +2 ]/mz— {o.— cr;,)i2 2 dx
(Go—0y  do, - dy
+M+N——=0,
T A —(g el ar N g
gdzie
M (Jx_ o'y) V2 +-m (amlay) (gx_UJ') m (6m/6x)
7 + 2V Tl (N 4im? —(o,—0,)°1 ’
(a'x_gy) m (6”1/63’) (ax_ay) V1

T 4 —(o—0)* 1 L2V mi—(oa—0,)

Znacznie prostsze réwnania uzyskamy, jeZeli (zamiast 7,,) wyrugujemy jedng ze
skladowych diagonalnych tensora, np. oy:

N Ty=0y -k ]/ mfi:cfc_y
WprowadZmy oznaczenia

(8) O,2=0, Ty, =T.
Po skorzystaniv z (7) uldad (2) przyjmuic postaé

do 4z ot 0t m dm _
e it T U

O L Vmi—drr Ox O L YmP—4c Ox

&)

dr o
5 =0,

dx = dy
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ktorej odpowiadaja nastepujace réwnania charakferystyk:

dy + 2t+m
- Bl Ay e ————t— N
dx Vi —4
(10) .
dy ~p +2t—m
dx CVmr—arr

«, f z definicji oznaczaja prawe strony réwnan (10).
Wzdtuz charakferystyk spelnione sa réwnania

- m -
+2¢tm doe  de H4W2+m§ dy
e S Rl o =] el D
() o am -
+2r—m do dr —4Ty2+m7x— ey
Voi—aw dx et S Vmieae _E‘;—:O'

Zarowno réwnania (6) jak i znacznie od nich prostsze (11) w polaczeniu z réwnaniem
(1) pozwalaja na bezpodrednie wyznaczenic sktadowych tensora naprezenia w przy-
jetym ukladzie wspohrzedanych. Latwo sprawdzié postugujac sig zaleZnosciami

m "
rxy=? sin 2¢,

(12)

O,— G, =M cos 2¢,

e sens fizyczny charakterystyk (5) lub (10) jest identyczny z sensem charakterystyk
réwnan wyprowadzonych w pracy [1], tzn. tworza one kat 45° z trajektoriami
naprezen gléwnych.

Roéwnania (11) dowodza ponadto, Ze do rozdzielenia naprezen wystarczy précz
funkcji m tylko jej jedna pochodna czastkowa, w naszym wypadku 8m/dx; réwnania
w pracy [1] oraz uklad (6) niniejszej pracy wymagaja podania obu pochodnych
czastkowych Omfox 1 dmfdy. Jest mozliwe, Ze w pew-
nych przypadkach wykorzystaniec obu pochodnych yh
czastkowych zapewnia wieksza dokladnodé obliczen.
Natomiast, jesli chodzi o pracochlonne$é, bardziej
wskazane jest rozdzielanie napreZed za pomocg ukla-
du (11) zwhaszcza wtedy, gdy warto$ci pochodnych
znajdujemy przez réiniczkowanie graficzne.

Znak przed pierwiastkiem w réwnaniach (3)1 (7)
ustalamy na podstawie wartodci brzegowych. _

Réwnania (10) i (11) preedstawimy w formie réz- ] x
nicowej, potrzebnej w obliczeniach numerycznych. Rys. 1
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Przypusémy, ze w dwdch punktach, np. brzegowych j oraz j--1 o wspéhizednych
5, ;) (X541, ¥s41), Znamy funkcje o i 7, ktorych wartosci sa odpowiednio réwne
G;, T; OTAZ U1 4, T;41. Wspolrzedne punktu przecigeia si¢ charakferystyk przecho-
dzacych przez j i j+1, a nalezacych do réznych rodzin, sa (rys. 1) nastgpujace:

_ iV % X B X5
x —_
13) Bi—a;41
y=yitBix—x2.
Funkcje poszukiwane przyjmuia w punkcie (x,y) wartosci

1

=hl =28+ T =Ty B Oty s Oy

g

(I 4) 7 ﬁj TVt
t=hit+7,—Bi{o—a)),
Tablica
RZQde x ¥ )’"1 Oy numer- ?"1 Txy aumers ?—1 Ty teoret, }'_1 Txp teoret.
0,0251 2,7724 —2.2536 —0,1989 —2,2510 —0,2007
0,0799 3,2729 2, 6982 —0,2444 —2,6961 10,2459
* 10,1307 37733 | —3,1420 —0,2898 --3,1410 —0,2911
0,1815 4,2135 —3,5875 —0,3352 —3,5859 —0,3363
0,2323 4,7738 —4,0321 —0,3805 —4,0307 —0,3814
0,2831 5,2739 44768 —0,4257 —4,4753 —0,4266
0,3339 5,7741 49214 —0,4710 —4.9207 —0,4718
I 0,3847 6,2742 —5,3660 —0,5162 —5,3649 —0,5170
0,4355 6,7743 —5,8106 —0,5615 —5,8097 — 10,5621
0,4863 .7,2743 —6,2552 —0,6067 —6,2544 —0,6073
0,5371 17,7744 —6,6999 —0,6519 —6,6990 — 10,6525
0,5879 8,2745 17,1445 —0,6971 —7,1437 —0,6976
06387 | 87745 —7,5891 —0,7423 —-7,5884 —0,7428
0,6895 92746 —8,0337 —0,7875 —8,0331 10,7880
0,7403 9,7746 84783 —0,8327 —8ATTT —0,8331
—1,1137 40558 . | —2,3262 —0,0537 —2,3118 —0,0658
—-1,0585 4.5720 —2,7851 —0,1032 —2.9730 —0,1130
—1,0048 . 5,0834 ~3,23957 —0,1513 13,2292 —0,1595
—0,9520 55019 | —3,6016 —0,1987 —-3,6824 10,2057
—0,8997 6,0985 —4,1418 —0,2454 |- —4,1336 -| —0,2516
VI
—0,8477 6,6037 —4,5908 —0,2919 —4,5834 —0,2974
—0,7960 7,1081 —5,0390 ~—0,3381 —35,0323 —0,3430
—0,7445 7,6117 —5,4866 —0,3841 —5,4304 —0,3886
— 0,603 8,1147 —5,9337 —0,4299 —5,9280 —0,4341
—-0,6418 8,6173 —6,3805 — 04757 —6,3752 — 10,4755
—2,7870 56275 | —2,1807 0,1866 —2,1534 0,1532
XIIT —2,7093 6,234 —2,7133 0,1218 — 12,6898 0,0067
—2,6406 6,7692 —3,2150 0,0643 —3,1946 0,0441
—3,0342 58247 —2,1303 0,2259 2,1020 0,1880
Xy —2,9516 6,4288 ~2,6818 | 01752 | —2.6571 0,1293
XV —3,28%3 6,0128 —2,0705 02670 | —2,0415 0,2239
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| przy czyr-ﬁ

4z, —‘m-(Bm/t';?x)-
m:,,z(x_,%{ 272 = I O

+y my 43

- ?_1] (r—»),

47541 Y2 =m0 1(0m)X); 4 4 _
+ l/m?+1 L
Przydafnosé wzordw (13) i (14) sprawdziliémy rozwiazujac znane 7 teorii zagadnienie

klina nieskoniczonego pod cigzarem whasnym. Klin o przyjetych proporcjach (rys.3)
ma nastepujace rozwigzanie teoretyczne [2]:

2fz=y2(x—x,-+1)—[ yl](y—ym).

- 7,=0,070319x—0,016317 y ,
Y
1
(15 = —0,848817x—0,803030»,

1
7 Tep=—0,196970x—0,070319 ».

Na podstawie (1) i (5) obliczylismy ksztalt izochrom (rys. 2), a nastgpnie zna-
lezlismy wg (13) i (14) rozwiazanie przyblizone uktadu (9). Rysunek 3 przedstawia
zbudowana metoda numeryczng siatke charakferystyk. '

W podanej fablicy zamieszczono wyniki obliczed dla I, VI, XHI—XV rzadka
zbudowanej siatki, poféwnane ze Scistym rozwigzaniem teoretycznym. Widzimy
bardzo dobrg zgodnoéé rozwiazania «numerycznego» i analitycznego. Maksymalny
blad wzgledny najwickszej ze skladowych naprezenia nie przekracza w Zadnym
punkeie 2%. '

Przyfoczony przyklad wykazuje zatem skuteczno$é proponowanej metody
rozdzielenia naprezef.
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Peswome

HENOCPEOCTBEHIIOE ONPELBEJIEHUE
COCTABIISHOLIMX TEH30PA HATIPIKEANHA
METOIOM XAPAKTEPUCTUK HA OCHOBE TOJIBKO OTHITX M30XPOM

IIyrem mopcranosxn p udideperHanbHEe YDABHEHMS pABROBecH: (YHKIHA H3BCCTHOH I3

| HONAPH3ANMOHHOTO ONTHYECKOTO H3IMEPCHHS, ONUCHIBAIONIEH NOBEAEHUS PASHOCTH TIIABHSIX HAIpst-
MCHAH, FONyvyaceTes cHeTeMa ABYX IudidepeHnMalbREX YPABHEHHH ¢ JACTHBIMK NPOHBBOIHBIMI
IS JBYX COCTABIAIOIIMX TEH30DE MANpMKeHWH; 5Ta CHCTEMA MOKET OnlTh PEINEHA METOHOM
XapaxreprcTuk. ITpyU 3TOM OKA3BIBAETCA, YTO XAPAKTEPHCTHIN TAMEIOT (M3NYECKHE CMBICH, HUCH.
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THYHBIL ¢ XAPAKTEPUCTHKAME YPaBHeHmit, pacHennnivi B, Mleminckum, B MeToje MpemiaraeMom
I OIPENENCHMA MCKOMBIX COCTABIAIONIAX HATDSKEHMH, JOCTaTOTHO JHAHHC HIOXPOM M (X, »)
H TONBKO HX OJTHOM YacTHOH DPOM3BOAHOM, HampuMep dm/dx.

Meron yIpoBepaeTci CpaBHHEBAS pEUleHHe, HOOIYYERHOE 5THM METOHOM, C AHAIOIMUHBIM
PENIEHHEM TEOPETHYECKHM.

Summary

DIRECT DETERMINATION OF THE STRESS COMPONENTS BY THE METHOD
OF CHARACTERISTICS ON THE BASIS OF ISOCHROMES ONLY

By substituting into the differential equations of equilibrium the function describing the
difference of principal stresses, known from photo-clastic measurement, we obtain a set of two
"partial differential equations for the two components of the stress tensor: that set of equations
can be solved by means of the method of characteristics. It is found that the characteristics
possess physical sense identical with the characteristics of the equations derived by 'W. Szczepifiski.
In the method suggested for finding the components of stress sought for, it suffices to know the
isochromes m (x, ¥), and only one partial derivative-e.g., dmjdx.

The method has been verified by comparing it for the solution of a certain problem obtained
by means of it with that known from the theory.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
POLSKIEF AKADEMI NAUK

Praca zostala zlezona w Redakcji drict 3 marca 1970 r.





