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METODA Sl DLA UKEADOW LEPKOSPREZYSTYCH
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Ogdlnost i wszechstronnoéé zastosowan metody sit do rozwigzywania ukladow
sfatycznie niewyznaczalnych stwarza potencjalng mozliwo$é przeniesienia jej zalet
na takie same ukiady lecz z materiatu lepkosprQZysfego Rozszerzenie to, bynajmniej
nie formalne, narzuctto koniecznosé zupelme innego potraktowania réwnan kano-
nicznych- metody sil. Wchodza,cy W poruszong problematyke dodatkowy czynnik
czasu spowodowal, Ze ukiad réwnan algebraicznych, ‘odpowiadajacy statycznie
n1ewyzuaczalnym zagadmemom znalazt odpowiednik w ukladzie réwnan rézaicz-
kowo-catkowych, wykazujacych podobierstwo w budowie do réwnad poprzednich.
Fakt ten jeszcze bardziej zostat uwypuklony. w czasie roZWiazywania po wykonaniu
transformacji Laplace’a wzgledem czasu.

W nicktérych ‘przypadkach uzyskujemy identycznoéé transformat zagadnienia
lepkosprezystego i analogicznego ‘spreZystego quasi-statycznego. Oczywiscie tylko
te uklady beda posiadaly takie same stany naprezenia. ?rzykladem takiego obcig-
Zenia bedzie obciazenie opisane funkcig & (x, H)=g (x) (1), gdzie £(f) jest funkcijg
ciagla.

U podstaw przeprowadzonych w pracy rozwazai znajduja sic ogdlne wyniki
uzyskane w pracach [7 i 8]. W pracach tych wykorzystuje sig pojgcie materialn
prostege m.in. przy konstruowaniu wzajemnych zaleznoéci zachodzacych migdzy
ruchem i napreZeniem w dwoch réznych czastkach osrodka odksztatealnego.
Jezeli nastgpnie zatozymy, Ze funkcjonat konstytutywny jest liniowy, to uzyskujemy,
jako jego catkows aproksymacie, zalezno$ci zachodzace miedzy ruchem a napreze-
niem w dwdch dowolnych czastkach ofrodka, ktére odpowiadaja liniowej fepko-
sprezystosci [8]. W ogdlnodci zad mozemy uzyskaé aproksymacje calkowe, odpo-
wiadajgce nicliniowym zagadnieniom. Na podstawie znajomoéci zaleznosci migdzy
ruchem i naprezeniem w dowolnych dwéch czastkach oérodka moina zbudowaéd
réwnania metody sit. Réwnania takie przyjmuja wzglednie prosta postac¢ w liniowym
ukiadzie lepkosprezystym. W tym przypadku efektywnosé i prostoia podanego
futaj sposobu obliczania moze znaleZ6 zastosowanie w praktyce imzynierskiej szcze-
gélnie tam, gdzie zastosowanic nowego tworzywa konsfrukeyjnego wymaga
uwzglednienia w obliczeniach petzania konstrukeji.
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1, ZaloZenia

Niech
(11) x:[x(Xth’ X:a, z)]!:l)

bedzie oznaczaé potozenie dowolnego punktu nalezacego do obszaru O pokry-
wajacego sie z ukiadem pretowym J3, ogélnie przestrzennym; X,, X, X3 niech
oznaczaja wspoOhrzedne w kartezjanskim ukladzie wspdlrzednych, a 1e[0, 0o] czas,
x;=%; (X;;, Xz, X3, 0) poloZenie punktu i-tego nalezacego do obszaru .

Bedziemy rozpatrywali uktad niescisliwych pretow, dla ktdrych pozostaja prawdzi-
we zalozenia teorii malych odkszialceri oraz ogélne liniowe zaleznoici dla lepko-
sprezystosei [I, 3 1 9]:

o (e, )=Es(r.)= [ ¥ (t~1)e(x,7) di),
(12) 1 o
8(x,t)=f(a(x,t)—!@(tft)a(x,r)df), e 0, 1],

gdzie o, g, ¥ i & oznaczaja odpowiednio naprezenie, odksztalcenie, funkcje relaksacji
i pelzania,

2. Rownania zagadnienia

Bedziemy rozpatrywali dwa identyczne ukiady sfatycznie niewyznaczalne 3
i 93, spelniajace zaloZenia podane w p. 1. Pierwszy bedzie sprezysty, drugi za$ lepko-
sprezysty. .

Podobnie jak w zagadnieniach spreZystych wybierzemy uklad podstawowy “i,.
Oznaczamy dalej duzymi literami X, (£)=X; (x;, r) nadliczbowe nieznane sily
uogdlnione, ktére przez analogie odpowiadajg identycznym sitom (hiperstatycz-
nym) w statycznym zagadnieniu spreZystym. Obie wielkosci X, (¢), X; w uktadach
DB 1 W' réznia sie tylko zmienna czasowa. Wlasnie tylko fa dodatkowa zmienna
wptywa na odmienna postaé wyprowadzonych w pracy réwnan mefody sik. Ukdad
réwnan metody sit dla N-krotnego statycznie niewyznaczalnego pretowego ukladu
spreZystego ma znana postad

2.1 X; ;4P 8,=0, ij=1,2,...,N.

W ukladzie réwnani (2.1) X, oznacza poszukiwang sife hiperstatyczna, d; jest prze-
mieszezeniem w punkcie x; wywolanym jednostkows silg przylozong w punkcie x;.
W ukladzie réwnan (2.1) i dalszych zostala zastosowana konwencja sumacyjna
Einsteina: ' _

Xi 5—ijEX1 51J+X2 '52.f+"'+XN 5Nj; J‘=1,...P.

Zatozymy teraz, 7e rozpatrujemy taki sam, jak poprzednio, uklad lepkospre-
zysty. Aby uzyskaé apalogiczny uklad réwnan metody sit w ofrodku lepkospre-
zystym do ukladu (2.1), wykorzystamy korcowe wyniki zawarte w pracy [18}
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~ Wyniki te dotycza wzajemnej zaleznoéci zachodzacej migdzy ruchem a napreZeniem

w dwdch réznych czastkach oérodka. Ich koficowa postaé przedstawiamy w postaci

zaleZno$ci migdzy sitami uogélnionymi M, S; a ruchem ¢, U; traktujac e pierwsze

jako sily wzajemnego oddzialywania na siebie dwoch czefci ukladu 8.
Mozemy wige napisac

‘8
2.) M; (O=@u0) My 00~ [~ M3yt 7) ar,
OTazZ B -
: - |
(23 U )=S,(0) Ut 1)~ f =S U6 )dr (nie sumowad),

gdzie
()= (x;,1), Myt D)=M,(x;,1,7),
Si (t)=s(x[', I), Uij(t, T)=U5{xj*,f, T).

- Réwnania (2.2) i (2.3) mozemy przedstawié réwnieZ w postaci

. t
a
24 M;(t)= f e P (D M;;(t,7)dr  (nie sumowad!)
oraz
i 5 .
(2.5) U, ()= f S SO U (D d (i sumowadl),
gdzie

M (D =M (¢, t)— M (t,7),

2.
2.6 Uis(t, )=U (¢, t)-U; (1, 7).

Zalozymy teraz, ze jadra M;;(t,7) i Uy (t,7) sa postaci My, (t, Ty=M;; (t—1)
Uiy (8, ©y=U,; (1 —1); wowezas otrzymamy na drodze takiej samej jak w przypadkn
sprezystym (wykorzystujac zaleznosci (2.5)) uklad réwnan metody sit dia ukiadn
lepkosprezystego:

t 4
d ]
@n [ X@e-9dt [ (w0 d=Uy0),

Te(—00,t]
{ub

t

2.8) f - X, (0) 6y, ((— a:)dr+J A RCEAL N ’L')d’.': U@, e,

W réwnaniach (2.7) i (2.8) d;; (¢—1) jest przemieszczeniem punktu x; (zmiennym
w czasiel), wywolanym stala ze wzgledu na czas sila jednostkowa, przytozona
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w x;, 1,=1(x,) H (£). Podobnie J§, (r., f—z) jest przemieszczeniem punktu x;, wy-
wolanym sita jednostkowa L=I(x,) H (t—z,), gdzie 7, jest chwila przyloZenia
obciaZenia q,, H(¢) funkcja Heaviside’a, a U; () przemieszczeniem punktu x;.
W réwnaniach (2.8) zatozono, Ze proces narastania sit wewngtrznych bedzie
przebiegal w przedziale t e {0, /1, przy nienaprgzonym stanie dla 7=0: "
2.9 X(x;,00=0, q.{x x.0,1)=0.
Analizuige zaleznodei (2.5), a szezegdlnie funkcje J;; (f) stwierdzamy, Ze mozna
ja przedstawi¢ w postaci {3 i 9]:
(2.10) - by =8 (x)R(®,
gdzie §;;(x)) jest ugieciem statycznym, a R(¢f) zalezy od przyjetego modelu
oSrodka i jest podana w pracy [3] na str. 68,
~ Podstawiajac (2.9) do ukladu (2.8) uzyskujemy

‘o | N -
(2.11) f 2 X @R dr o+ f B¢ 4T 7) 81— 1) dr=U,(t) .
4] 0 )

Wykorzystujac zaleznosci (2.9) moZzemy nadaé réwniez inng postaé uktadowi (2.11):

g d(t—1) dr=U,(1).
T

T a t
(2.12) f X,(@ 5 R(=)dv gyt f 05 7) =
Z ukladu rownaf (2.11) wynikaja nast¢pujace przypadki szczegdlne.
A. Czsto §,,(x;, t—1), U;{¢) bedzie moina przedstawié w postaci

. 5.ir(t)=3jr (xj: f) R (1‘) >

(2.13)
U, () =1, (x;} R (1) ;

wtedy z (2.11) uzyskujemy
T 2 ¢ 2
(2.14) fgx,-(z) R(t—7) dv di;+ f‘a—rq,.(r, Y R(—7) dedn=U,R(1).
0 6

B. Dla quasi-sfatycznych obcigzen w ukladzie sprezystym nalezy przyjac

6_;: (x_,' 2 ET, Tr)=r5jr(xjs I, tr) B T=l,

(2.15) .
S (=0, H(t),

gdzie H (#) jest funkcia Heaviside’a.
Podstawiajac (2.15) do (2.11) uzyskujemy

1
. ‘ d ,
Xi (f) 5ij_i'5jr(t> tr) f E q. (Ts Tl’) dT:Uj E
0

(2.16)

X:' (t) 5ij+qr (E» Z‘r') 5.'J'r (ta It:‘)=lj.l' '
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Zaleznodei (2.15) 1 réwnania (2.16) beda spelnione m.in. dla obciazenia w posfaci

(217) qr(xﬁzxrat):qr(xﬂ_vt)H(t“t,.),
w szczegllnosel zad
(218) : l (;r(x0=xr>t)=(i8(xo—ﬂt),

co odpowiada obciazeniu sita skupiong q, przesuwajacs sic po ukladzie 93 ze stalg
predkoscia v, symbol § oznacza funkeje Dirac’a.
C. Przypadek statyezny réwnan (2.11) ofrzymujemy Zaktadajac

9, () =q,(x, x) H (1),
8=, HQ) -
8, (0)=3;, H (1),
U,(t)=1U, H(t),
co daje znane réwnania metody sit podobne do (2.1)
(2.20) l X 5ij+‘lr‘§r.i:ﬁf .
Uzyskujemylréwniei z rownan (2.14), dia

4 (o5 Xy, 0=, (%) H (t—1)=q, H (1-1,) ,

(2.19)

(2.21)
P : R
‘E q,(x, xri t)=ql (xl) J(t— r) H

szczegdlnie prosty rezultat

(2.22) j—x (0) R (t=7) de by, 85 R (1= 1) Hit—1)=Us (1) .

3. Rozwigzanie uklada rdwnan

: Uklady réwnati (2.8), (2.11}) i (2.12), bedace liniowymi ukladami réwnan rdz-
niczkowo-catkowych typu Volferry o jadrach typu splot’u, rozwigZemy stosujgc
transformacje Laplace’a [5]:

LIXWI=X(p= [X()edr,
(31) . 1 Jch_joo
B*mwpxm=ﬂ}j X (p) e™ dp .

Oznaczajac transformaty:

2 [Of —:; q.(z, '.:') (s t=17) dr] =N, (p),

(3.2)
LXK@OI=X(p), L[6;:0]=0,(p),

Ll l=9.(p), LIREN=R(),
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oraz wykorzystujac twierdzenie o splocie, uzyskujemy po transformacji (3.1) z ukla-
du réwnan (2.8):

Gy PX(P) i R(P)EN,(D)=U, (1),

grupujac za§ niewiadome uzyskujemy nastepujacy uklad algebraiczaych réwnan
nigjednorodnych:

3.4 Xi(p) 0u=(PR(P)™'S;(p),  8,(P)=Ui(p)~N;(p).
Rozwiazanie ofrzymamy w postaci _
(3.5) X; (p)=(pR (p))~* (det A)~* detzt&,

gdzie A i A ozpaczaja odpowiednio macierze
L}

5011!"': Sli, -~-:(§1N] 5011:---: Si—l: Sl(p)a Sii{-la"‘sj_{N
: : : s A= : H H : .

(36) A= . : A\ =| i . P .
C Oy VI %) I Y. TR X (X IR .

Wynik koncowy (3.5) znajdziemy w postaci zamkniete], jezeli istnieje retransfor-
mata utamka L2-1[(pR (p)~*]=F(r) :

BT X{)=(detA) IfF(: ) .0- 1[detA] dr=

=(det A)~ f F{t-— T)ZSJ,S(r)dI

4. Wlasnoéei réwnah metody sit w ukladach lepkosprezystych

Wyprowadzone w czgéci drugiej niniejszej pracy réwnania metody sit dla ukta-
déw lepkosprezystych charakteryzuja si¢ kilkoma whasciwosciami bradzo ciekawymi
z punktu widzenia zastosowan. Pierwsza z tych whdciwosdci ujmuje twierdzenie 1
precyzujace warunki, kidrych spelnienie zapewnia identyczno$é stanéw naprezen
w ukiadach lepkosprezystym i sprezystym. Ponadfo analizowany jest przypadek
podatnych podpar¢ w ukladzie lepkosprezystym, ktéry doprowadza do stanu

naprezen takiego samego jak w ukladzie sprezystym przy obciaZeniach quasi-sta-
tycznych. Inne wilasciwosci zwigzane sa z przypadkiem periodycznych obciazes.
Okazuje sig, ze obciazenia tej postaci dla dostatecznie dhlglego przedzialn czasu
powoduja stany naprezenia zblizone do periodycznych.

4.1, Przypadek identycznych standw naprgiéﬁ w ukladach spreZystym i lepkosprezystym,
Analizujge uklad réwnan (3.3) oraz poréwnujac transformaty ukladéw (2.14)
1 (2.16),, w ktéryeh przyjeto dodatkowe zaleznosci :

Q.6 1) =q,1 (1, 1,),
(4}) q. (O, f,.)IO » .
FOY=Cly . LLFEI=F(p)

mozna sformutowad nastepujace
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TwWIERDZENIE 1, Jezeli . € @;0,00) oraz zostanq spelnione warunki (4.1), to stany
naprezenia woukladach sprezysiym (s} i lepkospretystym (I—5) sq idenlyczne
Gy =15 ) - ‘

D owdd zostanie przeprowadzony, jeZeli stwierdzimy

{4.2) Xi (D =Xi ()-s -

‘Wykonajmy w tym celu na ukladach réwnan (2.14) i (2.16), transformacj¢ Laplace’a:

(PX{p) 8is+20.S (8) 6:) R(p)=U, R(p),

o

‘ 2 e . U;
. X:(P) 6Ij+qrf(p)5rj=?'

Po podzieleniu pierwszego z ukladdw przez pR (p) uzyskujemy identycznosé transfor-
mat obu réwnan. Zatem ich refransformaty beda prowadzily do tych samych wyni-
kéw (4.2). W pozostatych przypadkach stany napreZenia beda w ukladzie sprezystym
i lepkospreZzystym rézae.

Bedziemy rozpafrywali teraz stany napreZenia wywolane fylko przemieszczenia-
mi podpdér w ukladach: sprezystym (s) i lepkosprezystym (I—s). Wtedy pozostaje
prawdziwe

TWIERDZENIE 2. Jezeli odpowiadajqce sobie przemieszczenia podpdr w ukladach
lepkosprezystym U; () © sprezystym U; () spelniajq zwiqzki

) 1
4.3) U;(Dg-n= | U@ Rt—7dr, j=1,2,..,N,
0 ° Y

to stany naprgzen w obu uldadach sq identyczne ey =rr-5)) -

Dowdd wynika z postgpowania podobnego do przeprowadzonego przy dowodzie
twierdzenia 1. Rozpatrywane uklady spreiysty i lepkosprezysty réznig sie tylko
wladciwoSciami materiah, _

W konkluzji stwierdzamy, ze przemieszczenia podpér w ukiadach sprezystym
i lepkosprezystym nie zawsze wywolaja rdzne stany napreZenia. Podobny wynik
wzyskujemy dla wszelkich obciazen ciagtych, okreSlonych w przedziale 0 <t<oo,
'(q € eE-O,cvo))'

4.2. ObcigZenia periodyczne, Bedziemy rozpafrywali przypadek periodycznych
przemieszezenn podpor U,(¢+-T)=U,(t), w ktorych T" jest okresem funkcji U,.
Bez dowodu zalozymy, Ze w uldadzie sprezystym obeigzenie quasi-statyczne, okre-
sowe, wywoluie periodyczny (o takim samym okresie T} stan naprgzenia. Podobnie
periodyeznym bedzie stan naprezenia, wywolany periodycznymi. przemieszezeniami
podpdr. ‘

TWIERDZENIE 3. Jezeli przemieszczenia podpdr U; (1) w wukladzie lepkospre-
zystym sq periodycznymi funkcjami o okresie T, '

.4 U, (t+T)=U, (), q(t)=0 a lim F(r)=0,

00
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to dia dostatecznie duzej wartoSci 1o stan naprezen bedzie dowolme bliski perio~

dycznemu o.okresie T.
Dowdd, Weimiemy pod uwage wyrazenie (3.7),, okredlajace warto$é nieznanej
funkeji X, (¢):

(4.5) | X, (f)=(det A)~* fF(t—r) Jj’ 85 8;(7) dr .
. o =1

=N
We wzorze tym  } 5, S;{(z) jest funkcja okresowa, gdy? faka jest zawsze suma
ji=1

funkeii okresowych o tym samym okresie T pomnoZona przez wspélczynniki licz~
=N

bowse. Nalezy Wobec tego wykazad, ze dla periodycznej funkcji Z S8, (1), X, ()

teZ musi byé periodyczne. Mamy =

++T I=N

(4-6)'_, g X(r+T) J F(+T- r)Zs”S(r)dr(detA) L

Je=

Zamicniajac zmienne catkowanie t=1'+7 napiszemy

[ t J=N
@.7) ' Xt 1)= [ F(t—1) 2 83 S;(z") o’ (det A)=1
-T ' j=1

oraz

(4.8) X (t+T) X, ()= | F(I—T)Z 5.8, (t") dr’ (det)~*A.
T =1

Oznaézamy przez 0 (0 < oo) najwigkszg wartos¢ jaka moga przyjaé funkecje U; (2),
J=N '

a przez O maksimum funkeji > 55 S;(f). Wykorzystujac twierdzenie o wartoéci
L ‘

sredniej ofrzymamy ’ .

4.9) X (1) -X, ()] SQTF (1~AT),  A(0,1).

Biorge pod uwage, ze lim F (t)=0, dochodzimy do tezy.
f—=Co

TWIERDZENIE 4. Jezeli w wkladach sprezystym i lepkosprezystym przemieszczenia
podpdr sq periodyczng Junkejq czasu ¢ o okresie T, to dla znacznych wartoSci t stany
naprezer W obu ukladach sq periodycznymi o tym samym okresie T.

Dowdéd wynika z twierdzenia 3 oraz zalozonej na wstepie periodycznosel stanu
naprezed w ukladzie sprezystym. Oczywicie dla uktaddw lepkosprezystych, w ked-
rych obeiazente lub przemieszczenia podpdr czynig zadosé odpowiednim zatoZzeniom
twierdzes 11 2, stany napreZenia wywolane periodycznymi przyczynami sg réwniez
periodyczne.

5. Zastosowania

Bedziemy poszukiwali nieznanej wiellosci nadliczbowej, wystepujacej w ukladzie
stafycznie niewyznaczalnym, lepkosprezystym, rys. 1
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Przyjmujemy, e material ramy (rys. 1) spetnia réwnanie stanu postaci (por. [3],
str. 22); model Maxwella %

T
e (1) —Lo—o 7
N - i L
G.D 20} OfE e &, A=
gdzie # jest wspolezynnikiem lepkosci, a E wspdlczynnikiem sprezystosei.
qg(t)__z 1 .. L ) 3 - : .
| T e
T
1 X'r( t) 4 . T : ?
WA I T W/I 1:‘—‘: 5 J
Rys. 1 ' Rys, 2

Obciazenie bedzie realizowane wedlug funkeji (rys. 2)
| 0. ()=qt (H()—H(t~a),

52 dq (1)
dt

=q(H@)~H(t—a)+at ($()— 5(1 d)), -

gdzie q, (¢) jest zmiennym obcigzeniem (rys. 2) ramy w ndrozu 2, Dia tej ramy jedno-
krotnie statycznie niewyznaczalnej réwnania (2.14) maja postac.

t t
d d

(5.3) [ X, (@) 61, =7 det [ — dp (D) dia(1—7) dr=0. i

5 Ot ‘ 5 0t
Wystepujace w réwnaniu (5.3) nieznane funkcje 814 (f) i ;. (f) wyznaczymy na
podstawie [3] (str. 68). Dla obciazen sitami jednostkowymi sfatycznymi uzyskujemy
wprost .
(5.4) 8.,(6)=4,1 R(2), 812(0=381, R(1),

gdzie - nad symbolami 811,01, Oznacza ugiecie statyczne, a R (f) jest funkcja z pracy
{[3], str. 68).
Wykonujge fransformacje na réwnaniu (5.3) z uwzglednieniem (5.4) i (5.2)
po uporzadkowaniu oraz dokonaniu refransformacjl uzyskujemy
E

X000 0 -0 A e S
,1. q 311 : Ea —T]é Tl,

512( 6na 3n)( 3 a)
— = _ PO AR . b .
X, (t=a)=qu 5. 1 7 7 14+ e
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W analogicznym zagadnieniu sprezystym z obcigZeniem quasi-statycznym (5.2)
mamy

(5.6) X,(r) 511‘|“lz () 312=0 >

po rozwigzanin za$s

a

512
6.7 X, @)=~ i o (H(t)=-H(t—a).

Jak wida¢ z poréwnania (5.7) i (5.5) wyniki sa rézne, a uzyskane w ich konsekwencji
wykresy momentéw zginajacych dla réznych okreséw czasu przedstawia rys. 3.

adl
Xa(t) 4 o=E 2
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Zupelnie inaczej bedzie si¢ zachowywat lepkosprezysty uklad ramowy po zdjeciu
obcigZenija t>>a. Pozostale w nim w ciggu okresu 0<7<a odksztalcenia spowoduja
wystapienie napreZen przy braku obciazeri. Powstaly w ten sposob stan rzeczywisty
mozZe mie¢ korzystny wplyw (w zaleznoéei od charakteru obcigzed) na pdZniejsze
stany naprezenia tak w sensie ilo§ciowym jak i jako$ciowym.
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Pesrome
METO] CHJI JJIA BAIKO-VYIIPVI'MKX CHACTEM

B pabote, maeTca ypanHere MeTOMA CHII [INIH BA3KO-YIIDYTHX CHCTEM H aHaTM3NPYSTCs CBOHicTBa.
NpPRBENEARON CHCTEMEE YDABHEHRTIA,

B 0cofeHHOCTH, BRICIACTCA Kiace (YHKUMM HATPY30%K, oOECHEYMMSAIOIMHE HIEHTHYHOCIE.
HaUKEHEBIX COCTOAHMH B YOPYFOK M GHATOTHYMHON BA3KO-YIIPYTOH cHcTeMax (Teopemst | u 2).
Kpome Toro, Jacres aHATE3 ciy¥as HATNPSKSHHBIX COCTONHEHMN, BLI3RAHHBIX EEHCTBMEM T PHOIM-
yeckoil Harpy3xu (reopema 3).

Summary
METHODS OF FORCES FOR VISCO-ELASTIC SYSTEMS

In the paper the equation is given of the method of forces for visco-elastic systems, and
the properties of the given set of equations are analyzed. )

In particular, a class of load functions has been separated ensuring the identity of the states
of stress in the systems: elastic and analogous visco-elastic (Theorem 1 and 2). Furthermore, the
case is analyzed of states of stresses caused by the action of a periodical load (Theorem 3).
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