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Wstep

Doniosta rolg w walce z ujemnymi skutkami cywilizacji technicznej naszego -
stulecia odgrywaja odpylacze elekfrostatyczne zapobiegajac  zanieczyszczeniu
atmosfery ziemskiej. Jednym z etapéw oczyszezania aerozoli za pomocy elekiro-
filtréw jest usumigcie pylu zgroma-
dzonego na elektrodach zbiorczych i
elektrofiltru [1 i 2]. Elektrody zbior- I — »9’[
cze stanowig zawieszone w rzedach | | 1l ’
profilowane prety. Uklad takich pre-
téw przedstawiono na rys. 1, a profil {
przekroju poprzecznego pojedyncze] ! . .
elektrody-preta na rys. 2. Usuniecie l

|
i
i
|
|

pyhu zebranego na elekirodach naste-
puje wskutek wrbudzenia w nich
drgaii o odpowiednich wartosciach
przyépieszen. 'Wzbudzenie drgan
reatizowane jest przez osiowe ude-

rzenie miotka przerzutowego w bel- [l e et M e Fin o / o
ke 2, spoczywajaca na wspornikach 3 Ii\‘S@'Tﬂj‘f:H:rH’ my '
(rys. 1). Belka ta zderzajac si¢ z po- 3 3

szczeglinymi elekfrodami pobudza  Rys. 1

je do drgar. Potrzeba poszukiwania

optymalnych rozwigzar technicznych w sensie najefektywniejszego oddzielania pyla
od elektrod doprowadzita do badania ich przyépieszen.
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Elektrody potrakfujemy jako cienkoScienne prety o profilu otwartym z jedng
plaszezyzna symetrii, dla ktérych mozna stosowa¢ teorig WEASOWA [3]. W niniejszej
pracy bedziemy badaé przyépieszenia w cienkofciennym precie na podstawie teorii
propagacii fal, trakfujac wzbudzajacy fmpuls jako znany.

Oznaczenia

{{(z, /) przemieszczenie podluzne w precie [m],
#(z,t) przemieszczenie wzdhz osi Op rys., 2 [ml,
&z, 1} przemieszczenic wzdluz osi Ox rys. 2 [ml,
o (z, 1) kat skrecenia preta [rad],

p ciezar wlasciwy materialu [i(%] s
m
A4 pole powierzchni przekroju poprzecznego [m?],
Jeo 1ﬁomenty hezwladnosci przekroju poprzeczaego [m*],
J,; wycinkowy moment bezwiadnosct przekroju poprzecznego [m®],

a, wspolrzedna $rodka skrecania przekroju poprzecznego preta [ml,

G modul sprezystosci przy slct‘qcéniu [-Ef;] ,
J, moment bezwladnosci czystego skrecania [m*],
E modui Younga [%] »

vy wspolczynnik Poissona,

s E
A

r? Falt, B a

Obok oznaczen podano jednostki podstawowe W ukladzie SL.

1. Analiza réwnan ruchu

Réwnania drgan cienko$ciennego preta o profitu otwartym i jednej plaszezyinie
symetrii maja zgodnie z teoria Wlasowa [3] postaé

82 (z, 1) *{(z,1)
A= A0
a*(z. 1) #*n(z, 1) 3z, 1)
) EiIV—T—p x 20:2 2 2 =0,
(L.1) 8z dz20t Ot .
: Sz, 1) (2, 1) 82&(z, ) 8p(z, 1)
B~ .- L i A
G TP e T4 or “tapd =0,
oz, 1) 0z, 1) Fp(z,t) 0z, 1)
EJ, = — -2
Ho™ 54 T Mo a a0 oz Mk
828 (z, ¢t
TRA L

or?
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i

Rownanie (1.1}, opisuje drgania podiuZne preta, réwnania (1.1),, ; drgania poprzecz-
ne, przy czym drgania poprzeczne opisane réwnaniem (1.1), sq sprzezone z drgania'—
mi skretnymi opisanymi rdwnaniem (1.1),.

W usuwaniu osiadiej na elekirodach elektrofiltru warstwy pylu istotne znaczenie
majy przyspieszenia normalne do powierzchni §rodkowej preta [4 — 6]. Wskazuie to,
Ze¢ najpierw nalezy badac drgania poprzeczne opisane réwnaniem {1.1), i drgania
skrgtne. Poniewaz w elektrofiltrze mamy do czynienia ze wzbudzeniem drgad
poprzecznych (1 D, dajacych przy$pieszenia styczne na wiekszodcei uzytecznej
powierzchni elektrody, oraz ze wzbudzeniem drgan’ skretnych (1.1),, ktdre daja
skladowa normalng przys$pieszed, zajmiemy sie szezepélowo réwnaniem drgan
skretnych (1.1),.

Przyjmijmy, Ze réwnania (1.1);,, moga by¢ traktowane jako slabo sprzgzone.
W dalszych rozwazaniach sprzezenie to pominiemy, jak réwniez w rownaniu (1. 1)4 )
opuscimy ostatni wyraz. Wowczas otrzymujemy

Pon) 1 Fen) L PEn A 1 Ppr)
. — (‘2 +ﬁ___..._

8zt @ 0z20r2 8z . Jo a® o2 ’

E, [mJ GJ, [ 1 ]
=, K= — .
p Ls? Elj m?
Uproszezenie takie wprowadzamy tu bez oszacowania popeknionego bledu, ktdre
moZe byé przeprowadzone przy wykorzystaniu metody perturbacji [7].

1.2)

gdzie

2. 'Wybor metody rozwigzania réwnania

Réwnanie (1.2) mozemy rozwigzywal metoda Fouriera przez rozdzielenie
zmiennych [8 1 9] badZ sprawdzi¢ problem do rozwigzania réwnania calkowego,
czy fez postuzy¢ si¢ rachunkiem operatorowym. Przy poszukiwaniu przyépieszes
sposoby te sa rachunkowo bardze Xklopotliwe.

Zastandwmy sig¢ nieco blizej nad rozwiazaniem mefoda Fouriera. NJCChEl_] na
brzegu preta (z=0) dany bedzie moment skrecaiacy M, (£) [10, 11 i 12]. Moment ten
mozemy zastapi¢ obcigZeniem rozlozonym na dowolnie malym odcinku preta:

m{z, )0 dla 0<z<A,
miz, £)y=0 dla A<z,

Roéwnanie (1.2) przejdzie wéwcezas w niejednorodne 1 latwo jest wyznaczyd jego
Tozwigzanie W postaci szeregu Fouriera. W fen sposdb otrzymuje sie rozwiazanie
odnoszace si¢ do przedzialu czasu, w kidrym M, (¢)5£0, czyli tam gdzie calka
Duhamela jest rézna od zera. Poniewaz moment M, (¢) jest krétkotrwaly (czas
frwania impulsu jest taki, ze Zaburzenie nie obejmuje calego prefa) uzyskane ta
droga rozwiazanie obeimuje réwnieZ fe cze§é preta, gdzie zaburzenie nie zdotato
jeszeze dotrzeé. Wyplywa to stad, Zze motoda Fouriera rozwiazywania réwnania
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(1.2) opiera si¢ na zaloZeniu, ze mamy do czynienia z fala sfojaca. Znalezienie
przyépieszen mozliwe jest dopiero po wprowadzeniu do réwnania ruchu tlumienia
- materiatlowego [12 i 13], poniewaz wéwczas szereg opisujacy. przy$pieszenia moze
byé zbiezny. Konieczne jest przy tym uwzglednienie w obliczeniach duzej liczby
wyrazow szeregu, co czyni metodg rachunkowo klopotliwa i malo uZyteczna.
Naldonito to do poszukiwania innych sposobdw rozwiazania problemu na gruncie
teorii propagacyi fal,

3. Wyiasnienie charakteru réwnania (1.2}

Zobaczmy, czy réwnanie (1.2) dopuszeza rozwigzanie dla zagadnienia rozcho-
dzenia sig zaburzenia ze skofczong predkoscia i czy mozna je rozwiagzaé poshigujac
sig teorig propagacji fal. W tym celu przedstawmy réwnanie (1.2) w postaci ukladu
réwnaf rvézniczkowych pierwszego rzedu.

WprowadZmy nastgpujace oznaczenia:

de(z, ) e dw(z, 1) du(z, )

= —_—_—= -7='t
TG, =0, =D,

@'z,t a(at)
"D e, T =g,

(3.1)

Prawdziwe sa réwniez zaleznoéei:
du{z, t) dv(z,1) dp(z,t)  dq(z 1)
ot 9z ot Gz
Réwnanie (1.2) przybiera postaé
ap(z, ) _i dg{z, t) _ du(z, t) _i dv(z,t)

e e Y A

(3.2)

(3.3)

gdzie
J

m
2_ 2@
a;=d 24 [52]'

Uzupetnijmy réwnanie (3.3) wyrazeniami rézniczek zupelnych dla wystepuja-
cych w nim funkgji:

u@n | oulz 0 do(t 80(z, 1)

du(z, 1)= . L do(z, )= ——— dz = dr,
oo (2. 1)
apfz, t dp(z, t . Og(z,f) gz, ¢

dp(z, )= "(gz ) i1 g;- ) it dgCe, )= qéz dk == dr

W ten sposdb otfrzymano uklad dwunastu réwnari o dwunastu niewiadomych [15],
© réwnowazny réwnaniu (1.2).
Niewiadomymi sg nastgpujace funkcje:

dp dp Bu Su v dv or @ dp dp dq o4

oz’ dr’ @z’ at’ oz’ ot 0z’ ot oz’ a’ dz’ o
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Macierz ukladu réwnan ma postaé

00 ~k% 0 0—1200100—%0
ay a
10 0 0 0 0000 0 0 0 u
01 0 0 0 0 000 0 0 0 o
00 0 1 —1L 60000 0 0 0
00 1 0 0 0000 0 0O 0 r
600 0 06 0 0100 0 0 0 p
00 0 0 0 00610 0 O 0 g
00 0 0 0 0000 1 -1 0 0
00 0 0 0 000dzd 0O 0 dp
00 0 0 0 0000 0 d dt dg
00 dz di 0 0 000 0 0 0 dy
00 0 0 dz d 00O 0 0 0 do

Badany uktad réwnan jest nieoznaczony, gdy wyznacznik gltéwny oraz pozostate
wyznaczniki ukiadu sa réwne zeru. Przyréwnanie gléwnego wyznaczaika ukladu
do zera wyznacza krzywe, wzdluz ktérych moga wystapié nieciaglosci pochodnych
¢ (z, 1) dowolnego rzgdu. Krzywe {e zwane charakterystykami sg nastepujace [16]:

(3.5) dz=adi, dz=—adt;
(3.6) (dt)?*=0.

Z warunku zgodno$ci ukiadu (3.1) — (3.3) czyli z przyrownanm pozostatych wyznacz-
nikéw do zera mamy :

a> @ ‘ at
—a—du-l- do+adp— r(k” 2ﬂ"f-—a) dt—dq dla dz=adt,
1 1

(6.7

a’ a? at '
—-du—f—a de—adp—rlklat—— dt—dq dla dz= —ad:.

1

Dla éharakt’erystyk (d)*=0 uklad réwnaf jest spetniony toZsamo$ciowo.

Poniewaz ukiad rownan posiada charakterystyki (3.6) pozwalajace rozprzestrze~
niad sig zaburzeniu nieskoriczenie szybko, réwnanie (1.2) nie jest hiperboliczne lecz
paraboliczae [17].

3.1. mewadzeme rownad zasigpezych, Powyzsze rozwazania wyjasniaja, ze réwnanie
(1.2) ma charakter paraboliczny. Postawmy wobec tego pyfanie, czy moZna
kosztem mniejszej dokladnodci rozwigzania tak przekszialcié réwnanie (1.2), aby
uwzglcdmalo ono skoficzona warto$¢ predkodei rozchodzenia sig zaburz.en Aby

p(z, 1)

ten problem rozwiazaé, dodajmy i edejmijmy od réwnania (1.2) funkcje § Py
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Folz, 1) 3 I &z i) _ 2 ez, I)—|-‘9 Pelz, ) 3
el a9z dz2 Jz2
' oz, t) 1 ez 1)
Ve TE T

(3.8)

Postawmy teraz nastepujaca hipoteze: istnieje & stale na plészczyinie zf takie,
%e w przyblizeniu moZna napisaé
' Pz ) 1 delzt)

dz* L

(3.9) (k>4 9)

Wobec powyzszego (3.8) przyjmie postal -

30z, 1) 1 80z '

(310) 7—? 4“5;2‘—: “19@(2, I),
gdzie C
o*p(z, 1)

a(z, )—u—-——“——.

Rownanie (1.2) zostalo formalnie w sposob preyblizony zastapione jedﬁorodnym
réwnaniem falowym (3.9) oraz réwnaniem telegraficznym (3.10). Fizycznie oznacza
1 0%plz, £)

to, Ze silg bezwladnosci skrgcenia preta Z o2

sila  sprezystoéci odpowiadajaca czystemu skreceniu.

Zrownowazono zwigkszong

~ 32. Przestanki dla wprowadzenia réwnan zastepezych. Zwrocmy obecnie uwage na

przestanki, ktére usprawiedliwiaja wysunigcie powyzsze; hipotezy.

Jezeli uZzy¢ oznaczenia
,(z, )=0(z, ) —k?p(z, 1),
to réwnanie (1.2) przyjmie postaé
8*0z,ty 1 ez 1] r2AN ez, 1)
(3.11) N e L & e
oz a ot a Jo dt

W statyce dla momentu skrecajacego dopuszezalne jest mastgpujace przybliZenie:

Mz, t) 06 (z, 1) L dolz, 1)  80(z 1)
E.J, _ oz oz 0z

3

Jjesli tylko pret jest na tyle krétki, ze spetniona jest nierdwnose kl<0,5 [18]. Jezeli
przeniesé to przyblizenie na grunt dynamiki dla krétkotrwaltych zaburzen, tzn. gdy
Kl 0,5, gdzie

L=ar, [I,<l

oraz gdzie T oznacza czas dziatania momentu M (z, f), a I dhugosé prefa, to réwna-
nie (73.1_1) przyjmuje postad

0’0(z,1) 1 ¢*0(z, 1) 1 ( , T

(3.12).

2A)azga(z,l’) .
J ot

T I
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Przy wyprowadzeniu réwnania (3.12) milczaco zatozyliSmy, Ze nieréwnosci spelnione
dla @ (z,1) i ¢ (z, 1) bedy prawdziwe dla ich pochodnych wzgledem z i ¢. Zauwazmy,
Ze rownania (3.12) i (3.10) maja podobna postaé. Jezeli w (3.12) byloby moina

. 1 ez, 1) Pz, 1) _
zastapi¢ pochodna & op  brzez P lzn, zastqpi¢ sile bezwladnosci

sita sprezysta, to zgodnoéé obu réwnan bedzie zupeina, a wspdlezynnik 9 przyjmie
’.2 f'2 A
warfod¢ 9= T k*. Oznaczajac €,(z, 1)=0(z, 1) 4 (z, 1) réwnanie (1.2)
(4] w
przedstawimy w postaci ‘

20,(z,1) 1 04z, 1) (r214 ) -
, S B AP T
(3.13) P pe a2 7. k1 8z, 1).

Jezeli spelniona jest nierownosé @ (z, > ¢ (z, t} (przy niezbyt duzym r2 A[J,),
co geometrycznie oznacza, Ze kizywizna krzywei ¢ (z, t) jako funkcji z jest duza
W poréwnaniu z samg funkcja, i jesli nier6wnoéé ta bedzie prawdziwa dla pochodnych
wzgledem z i ¢, to wobec @, (z, ) =€ (z, 1) réwnanie (3.13) przyjmie postaé (3.10).
Innymi slowy spelnione bedzie réwnanie ‘

124 [azrp(z, 1y 1 2%p(z, t)]

@.14) g, 0z a? ot?

2

to (3.13) przechodzi réwniez w réwnanie (3.10), a parametr & wynosi

r24

‘9=_% — k2.

3.3. Rozwigzanie réwnat (3.9) i (3.19) w obszarze 1L, Zzistanéwmy sig nad roz-
wigzaniem uktadu réwnad (3.9) i (3.10). Przeksztalcajac réwnanie (3.9) otrzy-
mujenty
Pz, t) 1 oz, 1)

S A T

a =y (K*+3)

(3.15)

Rozwiazania réwnan (3.15) i (3.10) powinny byé zgodne, tzn. ¢ (z,t) spelniajace
rownanie (3.15) powinno réwniez spelnia¢ (3.10). Jezeli dopuscimy istnienie nie~
ciggloéci pochodnych ¢ (z, 1), to moga one mieé miejsce jedynie wzdtuz charakte-
rystyk [16 i 19] i wéwczas, aby miedzy obu réwaaniami nie bylo sprzecznosci, ich
charakterystyki musza si¢ pokrywaé, tzn. musi byé
r2A )
‘9—~7~*—k .

w

Oznacza to, Ze predkoéci rozechodzenia sie zaburzen, opisane przez rdwnania
(3.10) i (3.15), sa jednakowe. W przypadku gdyby pochodne ¢ (z, £) kazdego rzedu
2

A
byly ciagte, mogloby byé S#T%kz.

@
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W dalszym ciagn zajmiemy si¢ przypadkiem, gdy predkosdei rozchodzenia sig
zaburzen beda dla obu réwnan jednakowe. SprowadZmy réwnania (3.15) i (3.10)
do postaci kanonicznej. Wprowadzajac w tym celu nowe zmienne

1
. 5:Z+at L] Z=“£ (é"]_ﬂ),
(3.16 ' albo
| n=z—at, t=—a(é-n),
ofrzymujemy
' P*e(E, 2?6 (£, 9

Na rys. 3i 4 przedstawiono plaszezyzny zt oraz &y podzielone charakterystykami
na poszczegdlne obszary, w kt6rych bedziemy poszukiwali rozwigzaf obu réwnai.

th
D
] } <
-
N 3
3 iig S ) 7
% - -
hi . Mk&’uyq)
: MEn)
1 . IT
ot
S )
t=1 & ,
Mift) 1
Mk(ﬂ E r =1 z
- -
Rys. 3 Rys. 4
7
—_ 3
B/ T
?’ 2
AN Q“g/
TGy >
P RN
S {en) 2
s I

p=at (z=af+ar)

_Rys. 5
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Obszar 1 (rys. 3 i 4} okreSlony jest nmieréwnosciami
C0Lz<Zat, Oz —at421,

Obszar 11 (rys 3 i 4) okreélaja nierdwnoscl
Izzzattar, [=zzz=-—-atl2l.

Niechaj na brzegu preta z=0 dany begdzie warunek dynamiczny w postaci momentu
skrecajacego M, (f) o czasie trwania 7:

M(e) _[6@(2, z)] [azga(z, t)]
EJ, 2z Lo T¥1 22 oy

Jezeli moment skrecajacy przedstawimy w postaci przybhzone; [18], to przyjmie
-On postaé

M (D) 6@ (z, t)
Ed, —[ a2 L—o‘
Drugi warunek brzegowy niechaj ma postaé
[@(z, )],y =0,
«c0 oznacza moztiwosé swobodnej deplanacii kofica preta. Réwnanie (3.18) rozwia-

Zemy metodg funkcji rozwigzujace] Riemana, ktéra tutaj jest funkqa Bessela rzedu
ZETOWEEO [18]

V(& n; oy 110) =J0(]/3(§—fo) (’7‘”0)) .

Rozwigzanie to w obszarze I przy warunkach brzegowych
[@ (5’ W)]qm—(g: 0,

=0 2 EJo n=—C

'
‘ [5@(5,14)] o1 [a@(z,t)] o Mklag(f—n)]
T nz—.’j“? —ﬁz— z a
ma postac

o 1)l
O )= f [ ”)]MJO(V SE—E)—110) ) dE, .

fo=250
Przechodzac do zmiennych z i ¢ otrzymujemy

' 1 o M, (&os 110 l :
(3.18) @(z,t)= -y J [mE_lfﬂ],m:gnjo(]/g{Zz_(at_df")z])déo'

—z-at

. Latwo zauwaZy¢, Ze rozwigzanie fo daje niecigglo$é na charakferystyce z=af
przy wejiciu do obszarn I (mimo ciaglosci M, (7), a wigc § musi mie¢ warto$c, przy
kfdrej charakterystyki rownan (3.17) pokrywaja sie. Réwnanie (3. 1'3’)1 jest jednorod-
nym réwnaniem falowym. Z sensu fizycznego wynika, Zze ¢ (z, f) oraz ¢ (z, 1)/z
musi by¢ wszedzie ciagle, wobec czego mamy

0p(z, 1)
{ga{z, f)]zﬂntéo’ [T]zam—o'
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Dla poczatku preta mozna zatem sformutowad zagadnienie Picarda, tzn, iz, ).,

dolz, ¢t
b [_L

pw )Lm , okredlenie jednej funkcji determinuje drugg [19]. Jezeli na po-
czatku preta dane jest [p(z, 1)],_,=0 albo [_6_@3;—1‘)
w obszarze 1 rozwiazanie zerowe niezgodne z (3.18). Innymi stowy, mozemy
w przyblizony sposdb rozwigza¢ w obszarze 1 réwnanie drgad skrefnych preta,
ktéry ma na koticu mozliwosé skrecenia i deplanacii. przekroju poprzeczoego.
9 (z, t)] ' :
——] , fo dokonamy nasfepne-

oz . Z== ) .

go przyblizenia wykorzystujac zgodno§é rozwigzah réwnan (3.17). Podstawiajac
do pierwotnej postaci (3.17); za 8%p(z, )/dz> wyrazenie (3.18) otrzymujemy

iz, t
—%t—z——l=a2@(z, t},

] =0, fo ofrzymujemy
z=0

Poniewaz nie znamy ani [p(z, 1), _,, ani [

(3.19)

a po scatkowaniu

Opfz, ¢ ‘.
—-"%.:az [e@ndce.

zla
Funkcje € (z) wyznaczamy z warunku ciaglodci:

dp(z, )
[ azr ]t =0.

alu

Osfatecznie otrzymujemy

3G 1) s
'—“'52—:(1 f@(z,t)dt.

zla

(3.20)

Rozwigzanie to rozciagamy na caly obszar I, Podobnie mozemy wyzZnaczy¢ ¢ (z, 1)
wykorzystujac warunek {¢ (z, D),_==0 albo po znalezienin ¢ {z, {} z (3.20) obraé

a

jego wartoéé na charakferystyce z= —ar--21 i dla znalezienia ¢ (z, t) rozwiazaé w I
zadanie Darboux. Interesujgce nas przyépieszenia w obszarze 1 opisuje wzér
(3.19. '

3.4. Rozwigzanie réwnah (3.9) i (3.10) w obszaxze IL Rozwigzanie réwnan (3.17)
w obszarze 1L (rys. 5) rozpoczniemy od rozwizzania (3.7);. Z (3.20) mozemy
na charakterystyce z= —at{-21 (£=21) przyjaé dla obszaru 1 [@%ﬂ]m-amz: =
=py(t) a tym samym [p(z, ). _, +20=@o (£) Jest juz okreSlone. Wobec  tego
na kofeu preta z=1 (E=—»121) mozna przyjaé tylko [¢(z, 1)), =9, lub
[?ﬂzb )

oz
stowy, pret musi posiadaé zamocowanie bez mozliwosci skrecenia ze swobodna
deplanacja badZ bez deplanacji z mozliwoécia skrecenia,

] =3(t) czyli problem sprowadzi¢ do zagadnienia Picarda. Tnnymi
z=1] .
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WeZmy pod uwage pret zamocowany w nastepujacy sposdb:

loz H),_1=0.(0)=0 Tub [p(¢, 7?)]":_.5-3-21:0‘
Dotaczajac warunek na charakterystyce z= —ar-+-21

1
[p(z, f)]z=7at+21 =po(t) Iub [p(c, ’?)ig:«zz = CDO[E (?-I_’F):I s

otrzymujemy rozwigzanie réwnania (3.17); w postaci [19]

p(B)=¢(N)+o(M)—9(Q)
lub inaczej

, : 11 1
(3.21) o p&m= wo[;; (21— n)] - %[5 rf] .
Wfacajqc do zmiennych z i ¢ mémy
‘ 1 o T
(3.22) p(z, )= %[-ﬁ; 21— z—l—-at)] - @0[-5&(2-1—&1‘)] .
| o] P9 (2, 1)
Z (3.22) mozemy malezé | ————| =g@3{t)50 oraz |~ =0,(1)=0
33(0 (Z t) 52 g—1 . 52 Az=1
i [MF] =6 (t)70. Zazadajmy dla z=] zgodnosci warunkéw brzegowych
Z=] i

dla réwnait (3.17). Przyjmuja one postaé
ooz ¢
0 2a (é....”) JJ=-§-2£=0’

a@(é,n)] | mi[ [__L H
[ 74 p——t2i 2 & 2a €= dy——e421’

Rozwigzujac teraz (3.16), jako réwnanie typu telegraficznego ot’rzymujémy (rys. 5)

~ o0 M)
0 oen=| [ Zem st G-
R

& ] . .
= f‘91[;(60_l)]-fﬂ(l’/*g(f““fo)(ﬁ_ﬂu))dﬁfm
—nt+11

Dla zmiennych z, t rozwigzanie przyjmuje postaé
#-}-at

. 1
629 6Gn= | @:,[—2& (fo—l)] Jo(V 8 —at—80) (z—at+&o—21) ) deo.

—ztat+21

Rownanie (3.17), mozna rozwiazaé nieco inaczej, mianowicie z (3.22) znale
*p(z,1) S, . . o :
a2 f(z,t) i wstawi¢c do réwnania (3.17),. Ofrzymamy wdéwezas . nie-
jednorodne réwnanie falowe o postaci

POy 9

(3.25)
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Rozwiazanie fego rownania przy wyZe] danych warunkach typu Cauchy’ego
ma postaé [19]

L oo 00, 9
(3.26) @(«:,rn=7f{ e R dﬂ}—jffF(é,?r)dfdff:
R ‘

d
g Rap

g

1 1 ] 4 .
:? f Qr[?(fo_l)]dfo_?ff F(&, n)ds dn .
—t2L . RAaP

Wstawiajac (3.24) hub (3.26) do (3.19) znajdujemy przyspieszenia w obszarze 11,
Beda to oczywiscie wyrazenia przyblizone. W obszarze 1I mozna by w sposdb for-
malny znaleZ¢ przy$pieszenia z rozwiazania (3.22). Wydaje sie, Ze uwzglednienie

réwnania (3.17), pozwoli uzyskaé rozwiazanie dokladniejsze.
Postgpujac w powyiszy sposdb nie uzyskamy w obszarze II (oprécz z=i)
iloSciowej zgodnoéci rozwiazan réwnar (3.17). Rozwiazywanie réwnan (3.17)
‘w obszarze IT mozna rozpoczaé od rozwiazania (3.17), przy nastgpujacych warunkach:

[6(z, D)],-,=0,

Mz, 0 o 90 (z, t)] 2[ dp(z, t)]
E\J, ]z_: [ LTk oz le=tt

Oznaczaja one, 7e pret ma na koficu swobode deplanacji przy ograniczonym skre-

, dp (2, 1)
<ceniw. Zakladajac, 7e [T
{3.17); rozwiaza¢ w obszarze Il zagadnienie Picarda, a dla (3.17), zagadnienie
‘Cauchy’ego. Rézniczkujac rozwiazanie réwnania (3.17), i przyréwaujac je do
Tozwigzania réwnania (3.17), otrzymamy dla wyznaczenia ¢, (¢) skomplikowane
rdwnanie rézniczkowo-caltkowe typu Volterry, kfrego nie bedziemy przytaczad.
‘Rozwiazanie tego réwnania wyznaczyloby ¢; (), a tym samym pozwolitoby zna-
leZ¢ w IT interesnjgce nas przy$pieszenia.

Wydaje sie, e wobec trudnosci okreslenia [M (z, 1)],_, fen sposéb rozwigzania
‘ukiadu réwnad w obszarze 11 nie ma praktycznego znaczenia, W obszarze I, gdzie
Jest dane M, (¢), sposéb ten wyeliminowalby przyblizone rozwiazanie réwnania
{3.17),. Nalezy zaznaczyé, Ze drugi warunek brzegowy napisany w powyzszej postaci
jest odstepstwem od przyblizen przyjetych na wstgpie wobec krétkiego czasu trwania
‘Wwzbudzenia. W obszarze 11 prakiyczne znaczenie ma rozwigzanie przy koficu
utwierdzonym bez mozliwosci skrecenia przy swobodnej deplanacii,

3.6. Rozwigzanie yéwnan (3.9) i (3.10) w obszarze IL. W obszarze IIT (rys. 3 i 4?7;;—
lezy rozpoczaé rozwiazanie zagadnienia od réwnania (3.17); (zadanie Darboux).
Z tego rozwigzania mozemy obliczyé przyspieszenia w obszarze 111, Uwzglednienie
rownania (3.17), wymagatoby dania na charakterystykach z= —aqt1-2/, z=at+ar,
Bz, 1) lub 00 (z, t){6z oraz sprowadzenia (3.17), do réwnania niejednorodnego
podobnie jak fo zrobiono w obszarze IT. Wobec przyblizesi jakie uczyniono w obsza-
tze 1L i 11T mozna oczekiwaé, Ze obliczone tam przyépieszenia beda mato doktadne.

] =@s{t) jest chwilowo znane, mozemy dla
z=1
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4. Przykiad

Dla ilustracji przytoczymy wyniki obliczed ﬁfiéi)fowédzonyéh dla cienkoécien-
-mego preta o przekroju poprzecznym pokazanym na rys. 2
Charakterystyki fégd “preta sa nastepujace:

L

A=5,61:10-% n2—5,6] em?,

= —9,9:1074 m="-9,9410-2 ¢

7=, 35 10~ 12 m* —201,85.10-% ¢

Jo=50,61.10- m* = 5,061 om®,

T 27521078 4 =752 em®, T
J=358,188-10712 16 =358,188 om®,

r?=134,9-10~% m2=134,9 em?,

k=

2 m L10-5 o —2
ElJ ==31,33.10"? m?=3,133 1_0 cm”,

Zgodnie z uwagami zawarfymi w p. 3.2 moment skrecajgcy bedziemy tr aktowali jako
krotkotrwaly, gdy 1,<89,36 cm. Oznacza to, Ze czas jego trwania powinien byé
ograniczony w sposéb nastepujgcy:

0,5 0,5
< ak  5:10°.5,595-10->

—1,787-10-* s

ZnajdZmy przy$pieszenia w obszarze I dla z=1 cm i przy momencie skrecajacym
w formie prostokatnego impuisu:

(Mi(z,)),_o=—M; dla 0<r<10-45,
[M(z,6)],.4=0" dla 10-%s5<;

Ze wzoru (3.18) otrzymujemy

z-tat

1M, ,/———2 p—
OGN=3 57 | TV =Gy =

—z4ar . -
B 1 Mo - Z4-at l/ .
S AT j To(V2,1128 [z —(at VD) iy .

—z4at
Zauwazmy, 7e
r2A : .
SgJ —k2:2,1128'—3,133-10—3z2,1128m-z.

Rozprawy Inszynierskie — 8
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Azeby obliczyé calke wystepujaca w powyZszym WZOTZE, skorzystamy z przed-
stawienia funkcji Bessela w postaci szeregu [19]:

1 V . 2
(E V2,112811 —(5-105r—éo)2)

10(1/2,1123 [1—(5-105t— &) )=1— : ane +

1 e —5i)
(mz----1/2,1128[1—(5.105tf<fo)2]) (71/2,1128 [1—(5-105t—fe)"])

- a7 — G +o

Poniewaz argument funkcji Bessela ma by¢ nieujempy, mozemy napisaé

max V21128 [1—(5-10%1—&g)2 =1/2,1128 .
Dla maksymalnej warto§ei argnmentu szereg funkeji Bessela przyjmuje postaé
To(V (2,1128)) =1-0,5282-+0,0697 --0,0040- ...

UWzngdniajqc dwa wyrazy szeregi mamy

14 5-106¢
[0(z, 1)],.,—30,5096-10"2M, [ d&+
—~ 14 5-108¢
14+5-1005;
+34,1568- 10~ 12 M, f (5-10% — E)2dE, .
—145.105¢

Ostatecznie po przeprowadzeniu catkowania i podstawieniu do wzoru (3.20) 6trzy-
mujemy

Poplz. 1)
[—aﬂ—_  =20.947M, [s-21;

M, nalezy wstawié w jednostkach Nem. Otrzymany wzér opisuje przy$pieszenic
obrotowe dla z=I cm oraz 2-10-%s << 1,02-107% s,

Podobnie mo7na dokonaé obliczenia przyépieszef w kazdym miejscu obszaru I.

4.1. Podsumowanie. Przedstawiony przyblizony sposéb analizy rownania drgaf
skrefnych cienkodciennego preta pozwolil znaleZé przyspieszenia przy jednym
konicu swobodnym, na kiérym zostal dany moment skrgcajacy, podczas gdy drugi
nie miat mozliwosci skrecania przy swobodnej deplanacji lub bez deplanacji miat
mozliwoéé swobodnego skrecania. W obszarze 1 rozwigzano najpierw réownanie
(3.17), a (3.17); rozwiazano w sposéb przyblizony. W obszarze Il TOEWIZano
wpierw (3.17), korzystajac z przyblizonego rozwigzania w 1. '

W obszarze T1II rozwigzanie pfzebiega w zasadzie podobnie jak w 1L
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Pezome

YCKOPEHHME KPYTUNLHAIX KOJIEBAHHWIL
TOHKOCTEHHOI'O CTEPKHS OTKPBITOTIO [IPODMILA

B paboTe, HA OCHOBE TeopHE PACOpOCTPAHSHAS BOJIH, OpeAnaraeTes NpHOMDKEHERM CiiOCO-

GoM, perueHue yPABHERES KPYTIILHHX KOMeOanmi ToHKOCTEHTOro CTEKEA € OJ{HOH IIOCKOCTHIO
CUMMETPHH, TIPH KPATKOBPeMEHHOM AGHCTENH ONPENCICHHOTO KPYTANIEr0 MOMEHTA Ha OZHOM
koung, OnpegencHo ycKOpeHue, BEI3BANHAOS KPYTHNBUEIM BIRCHICM CTEIKHS, A TAKKE XPASBhie
YCHOBYS, IPH KOTOPLIX MOMHO EaHTW HPROMDKEHHOS peIlcHmc,

1
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Summary

ACCELERATIONS OF TWISTING VIBRATIONS IN A THIN-WALLED ROD WITH OPEN
PROFILE :

Ini this paper is giVEﬂ. an approximate method of solving the equations of twisting vibration
in a thin-walled rod having one plane of symmetry and with a short-term action of a deter-
mined torque on one of its ends. The acceleration caused by the twisting motion of the rod is estab-
lished; and the boundary conditions determined for which the approximate solution can be
found.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
POLSKIEJ AKADEMI NAUK '

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 5 lutego 1970 r.






