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Z ZAGADNIEN WARTOSCI WEASNYCH PEYT PIERSCIENIOWYCH

OSWALD MATETA (OPOLE)

1. Wstep

Problem drgan sWobodnych i statecznosci cienkich plyt pierfcieniowych nalezy
juz do tych klasycznych zagadnien z dynamiki ukiadéw powierzchniowych, kféremu
poswigcono w literaturze wiele prac. '

Obszerny wykaz prac z tego zakresu oraz ich omdwienie podaje W, S. GONTKIE-
wicz w monografii [1]. Na podstawic omawianych tam prac moina stwierdzic,
Ze z zakresu swobodnych drgaii plyt kotowych, ktdrych gruboéé zmienia sig wzdhuz
promieni, znane sa rozwigzania dla przypadkéw, gdy grubo$é fa zmienia si¢ wg
funkeii si(r)="hor" [ (r) oznacza grubosé plyty w przekroju o promieniu r; kg, n
stale parametry]. Brak natomiast rozwiazad dotyczacych drgan swobodnych i sta«

“tecznosci plyt pierscieniowych, ktérych grubo$é zmienia si¢ skokowo wzdhiz pro-
mieni,

Celem niniejszej pracy jest okreslenie wartosci wiasnych cienkich, linowo-
sprezystych, izotropowych i jednorodnych kotowych, plyt piercieniowych, ktérych
gruboéé¢ zmienia si¢ skokowo wzdiuz ich promieni. Dla ogélnodei przyjmujemy,
iz rozwazane plyty spoczywaja na dwuparametrowym podlozu typu Winklera
lub Leontiewa-Wlasowa. Ponadto przyjmujemy, Ze plyty te sa obcigZzone sitami
dziatajgcymi w ich phaszezyznach.

Opierajac si¢ na pracach H. WAGNERA {2 i 3] oraz pracach [4 i 5] dotyczqcych
innych zagadnien, nzyskujemy rozwiazanie problemu za pomoca metody macierzy
przeniesienia przy bezpo$rednim zastosowaniu szeregéw potegowych. Tak uzyskane
rozwigzanie porwala na wykonywanie obliczed wedlug prostego schematu. Jak
wiadomo, ma to istetne znaczenie z uwagi na latwodé programowania i przeprowa-
dzania obliczen przy zastosowaniu elekfronicznej techniki obliczeniowe;.

Rozwigzanie problemu wyznaczania wartoéci whasnych plyt kolowych o stalej
grubosci, spoczywajacych na dwuparametrowym podloZu  typu Winklera lub
Leontiewa-Wlasowa podal A. GoMULISSKI [6]. W pracy tej wyprowadzono
ogdlne rownanie rézniczkowe rozpatrywanego Zagadnienia wilasnego, podano
rozwigzanie tego réwnania oraz sporzadzono nomogramy do wyznaczania wartoSci
whasnych plyt kolowych o stalych grubosdciach, spoczywaiacych na dwuparametro-

wym podiozun sprezystym. W niniejsze] pracy wykorzystujemy réwnanie wyprowadzo-
ne przez GOMULINSKIEGO,
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2. Rozwiazanie preblemu

Rozpairzmy kotowa plyte pierScieniowa o sztywno$cl na zginanie D (r} 1 masie
na jednostke powierzchni plyty g (#) (rys. 1). Przyjmujemy, Ze plyta spoczywa na
dwuparametrowym podiozu typu Winklera, scharakteryzowanym wspdtczynnikami
k() 1k, (.') [k (f) oznacza wspolczynmk podatnoéci podloza w kierunku prosto-
padiym do plyty, a &, (r) w kierunku,
stycznym] lub warstwie sprezystej
Leontiewa-Wiasowa, scharaktery-
zowane] wspolezynnikami  E, (r)
i ve(r) [Eo (1) =E,/(1 _Virﬁ Vo (r)=
=y, /(1 =vg,}: por. {7], str. 29].
Ponadfo przyjmujemy, Ze plyta ob-

= ~ cigZona jest W swoje] ‘plaszezytnie
: SR ] T g ‘ sﬂann promlemowymlN (*). W od-
= o fi-1 e e bt pidsientu do funkeji D(r), TGRAGN
0—‘-f;‘ ks b _ o k), N(r), E(ryi vo(r) zakladamy,
v Ryé."il R ze sa to funkcje przedzmlaml cmgle

. 2.1’111@11118_] mezalezne} F.

Podzmlmy rozpatrywanq plyte na pier§cienie o szerokofciach, liczac wzdluz
prom:em Iy, L, .\, 1, Przyjmujemy tu, iz dokonali$my fakiego podzwlu e
z dostateczna dokiadnoscwc dlz obhczen technicznych mozna dla poszczegolnych.
pierécieni “przyjaé Tunkcie D, (), m (7), ka0 Koy () Ni(r)s Eoil(r) i voilr))
jako state,

Dla pier§cienia o sz'erokésci-ll réwnanic rézniczkowe 'prloblemu whisnego ‘ma
nastepujaca postaé [6] [w rowmmu tym oraz w dalszych az do réwnaf (2. 20) POomi-
nigto mdeksy 1] '

@) VI, )V, o) =0,

gdzie dla podtoza Winklera
‘ AN+, i P k,— o

o= ~~p D

aw przypadku podioza Leontiewa-Wlasowa -

N4-2T - K (my-f-my)

6= — D ) . - : D
Przy H - oo mamy
_"_EEL Tz'il?_o_
2(1-v3) 8y(L-vo)’
g
mo"—T
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We wzorach tych wprowadzili$my nastgpujace oznaczenia: y oznacza wspélezynnik
korygujacy (em~'), 7ty jednostkowa mas¢ podloza, m, jednostkowa mase plyty,
h grubosc piyfy, W czgstosc katowa drgad swobodnych plyty oraz

KA _a7+ 1

art ror 1% 3

" Rozwijajac powierzehnig “ugiecia -w(r, ) danego - pierScienia W nastepuiqcy
. nieskoriczony pojedynczy szereg trygonometryczny: :

22 T = 2 wy(rycos np,
otrzymamy | . - - ‘ o
(23) o Z {Lh[er“).ll(r)]+lelwrl(r)+ﬁwri(r)}COSH@ 0,
o . n=0 - )
gdzie '
d2 1 d n?
L e ——

Na podstawie réwnania (2 3) otrzymamy nast@pujqcy uklad réwhad rézniczko--

(2‘4) : . ‘ ’ T LJI [LH wr! (r)] —!“ o"'Lll }Vi’l (r)_l_ﬁ‘vl't (r) = 0 .

" W pracy [6] sprowadzono réwhania (2.:4) do" ukladu réwna# typu Bessela poda-.

Jac ich rozwigzanie w.postaci. odpowmquh kombinacji funkcji walcowych Bessela.
Ze wzglqdu jednak na mozliwosé roznych znakéw i wartosci stalych wspélezynnikow:
e i ff, wystgpujacych w réwnaniu (2.4), nalezalo rozpatrzyé przynajmmej catery-
przypadki, przy czym rozwigzanie dla kaz-.
dego przypadku okreslone jést innymi fank-
cjami, ' :
Rozwigzania réwnan (2 4) znakomicie
natomiast upraszczajg sie w przypadku bez- %
poéredniege zastosowania szeregéw potego- |
wych. T tak poszukujac funkcji w,, bedacych L N
catkami ogélnymi réwnan (2.4) w postaci r P
nastepujacych szeregéw potegowych: Rys, 2

o Pf'_ﬁylyw 3

2.5) walp)= D) wyp’,
i=0

gdzie p jest bezwymiarows zmienny niezalezng, okrelony w nastgpujacy sposébs
(rys. 2):

(2.6) ' : P="
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czyli
2.7 : r=Is+ip,

otrzymamy stosunkowo proste ‘wzory rekurencyjne, wlatwiajace i upraszczajace
programowanie obliczen dla elektronicznych maszyn cyfrowych. Z przeprowadzo-
nych obliczern numerycznych wynika za$, Ze szeregi potggowe (2.5) sa szybko
zbiezne. Podobnie jak w przypadku wzoru (2.1) réwnicz po prawej stronie wzoru
(2.5) i dalej opudciliémy przy wspdiczynnikach w; drugi indeks »n dla uproszczenia
zapiséw. ' ‘
 Po uwzglednieniu zwiazkéw (2.6) i (2.7) réwnania (2.4) przyjma nastgpujaca
postac: ‘
Q28 (LHpy w420+ lpYw. — (120 (- Ip)w, +
+ P20 U+ Ip) WA 14t — dn®) w2+ o), +
+ ol ipYPw, — ad* n (1 IpYw,+ B4 ip) P w, =0,

gdzie ( )" =d/dp.
Podstawiajac z kolei (2.5) do réwnan (2.8) otrzymamy dla kazdego n nastepujace
wzOry na poszczegolne wspolczynniki wyrazow (2.5):

S 24w = 120w, - 2P 2 (1202 — DY wy F PL (I 20 el ) w
1t — dn? — on®1F Bl wo,
. : — 120035 = 14413 w,+ 121230 — 120+ 602wy + 121 ( — 2 — dn® - 10]) wo -
A = 202 B2 — a2 PIFY wy TS~ 2an® A1)
— 3600w = 600w - 213276 — 224 12007 w4+ Pl (27 — 1812 +
42Tl ?) wy+IM(n* — An® - 18ed; — an?l] + Bl wa 4131, (3o —2en* -
AP wy I — o> 1 6BI2) wo
— 840/ v, = 168043 w212 (1060 — 00?1 20a/2) ws +1°1, (216 — 400> -

(2.9)

, 452 al2) Wy 19 — 10n2 -+ nd 45002 — anPl2-t Pl wy-t-
151, (1o— 203+ APIEY Wy 1 1(— - 6812 wy 4B Ty wy
oraz dla j = 8 otrzymamy wzér rekurencyjny w postaci
Q10 == D= DG~ D w= I AG-DG-DG-H -+
+2(j= DG~ DG = DI 1+ P 6= 2 (= 3 (=D~ )+
+6(j~ 2~ )G~ H~ (1 +2) (=D (=) +lF G- D (=D wy-o+
FPLIAG=3) (D=5 —6)+6(j~)([-H{G-5) -
—2(14-20%) (= 3) (G— )+ (1 + 22 (j— 3)+ 4ol (j=3) (j— D+
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T+ (= s+ =D =5 (- =T+ 20— 4~ 5 (j—6) -
— (1 20%) (= 4) (= S)-H(1+202) (j—8) |0 — 4 162 (=4 (j— ) +
+3al} (=) —an® I+ PIITw, a0 [0 (= 5) (f— 6) 3ol j— 5)—
—20m2H 412 W, 5150 j— 6) = M)+t (- 6 —an+ 6121wy o+
4B, 4B,

Warfo zaznaczy¢, Ze wzory (2.9) mozna otrzyma¢é z zaleznoéci (2.10) przyjmujac
dla k>j warto$ci (j—k) jako réwne zeru oraz pomijajac skladniki o ujemnych
indeksach. ,

Na podstawie wzoréw (2.9) oraz réwnania (2.10) mozemy napisac -
wy=a(@)wo+b(Hw, +c(@) wa+d @ w,,
ws=a(S)wo+b(S)yw,+c(S)wod(S)wy+e(3)wy,

We=a(6) wo+b(6) w,+c(6) wy +d(6) wy+e(6) wa-f(6) ws,
wr=a(Nywo+b(Mw;+c(Dwy+d(T)ws +e(Dwatf(Dws+g(T) we

{2.11)

“oraz dla j=8

212y wi=a(Dwi_g b (Dwiate(Dwi-s+d(Dwy s+e(Dwi_at
Hf(Dwistg(Dw 2 Hh(Dwy—y,
gdzie
I“(n‘* 20t 3114
2414 ’

ad)=

Br° .
—iG—=DG=-20G-31;

Rozwigzanie réwnania (2.8) moina rdwniez uzyskaé w nieco innej postaci,

a(j)=

© Poniewaz dla 0< p < 1 wyrazenie (I,+Ip) jest rézne od zera, réwnanie (2.8) mozemy

podzieli¢ przez (/;1/p)*. Otrzymujemy wiedy -

? 15

i
Tl W) — 2 " e T
(2..13) Wl +2.!'d—}—lp (Hz”)(l,mu )2 w,, -+ (142n%) i
4" l 12 ‘ .
4 2_ 4 =
O G 2¥ kb ol” [”’ T e """]Jrﬁ Fon=0

Rozwijajac funkq@

I \F -
H k= ;"': <
(!d+1p) b=l d
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w szeregi’ Mac-Laurina; ‘otrzymamy s e T
ol NG (.l\)“‘"
- == _I Z | e z,
vl __204( ) U
— z-+Dp*,
(f +1p)2 2( (1) @b,

o [3 ) ' 1 3z . . )
'_‘**(,d;_r' 1";,')'3' ?‘f‘{' Z =1y (Td) (D)D) P,

(2.14)

I C J\#+= .
R Z 1y (7;) D@ )P
© Moina tatwo wykazad, ze promleme zbieznosm szeregow (2 14) sac nie mmejsze
od jednosci, jesli zachodzi zaleznosé <,
Podstawiajgc zaleznosci (2.5) do réwnan (2.13) oraz uwzgledniajace zw1qzk1 (2.14)
ofrzymamy teraz dla kazdego i ]>4 nasfqpuﬁce Wzory na poszczegolne wspOt-
czynniki ‘wyrazéw szeregéw (2.5): '

215 —jG=DG-D(~)w;=2[4e(j— D=2 G—3)w,_+ |
A AGD G-I D wy ot J= (11207 [Bo(G— 2 (-3 Wyl o4
B =3 =D wy st I (20 [Co(— 3wy s+ Ci(— D g Fo ]
I o —4712)[D0wJ e D s+ HalP{(—2) (=3 w5

Ao(G Lyw,_ 1+A1(] 2)% 2+ ]-n [BOWJ aTBw;_ s+ .. }}‘!‘ﬁl Wi a,

gdzie Ag, dq,...; By, By,...: Co, Cl,..., Do, Dy, ... sa wspSlezgnnikami kolejnych
wyrazéw szeregéw (2.14).

Przyjmujac jako state catkowania wo; wy, w, 1 Wy, a wige lezby bedace wartoscia
funkeji w, dla p=0 oraz wartodciami proporcionalnymi do pochodnych tej funkcji
W przekroju p=0, mozemy poszczegélne wyrazy szeregu (2.5) uzalezni¢ od tych
stalych Zaleinosé takac podano w tablicy 1. Znajdujace si¢ w tej tabhcy parametry

w sg liczbami wystgpujqcyml w kolumnach r (¢=1,2, 3, 4) oraz w wierszach 5.
Mozemy wiec naplsac

W (D) =wod +wids Fwady+wady,

’ H;:t(p)= WoA;"I‘W]_A;—l_Wz.A;“i‘WgA;l,
(2.16)

' Wy () =wody Hwidy +wody +wady,
w, (D) =wody +w. Ay +wody +wad,’,
gdzie
@.17) A= Y wph 1=1,..4.




*A... nH"w n‘_.._,l_..ax. ﬁ.HvQIT s .lTwl.ﬁ\ﬁ Qq.vﬂ”ﬂn:.
1 : * *

. ..ou - m i fm g<f
C ; ] & T .
DM )ERIM () M) SN L) CREREM S M (L) 8-S (L) f+ .
+r (i (7 e tEa) 2 +ra o +T0 () g T )2+ (L) p o
FUOYTTA@ M@ | U @S @)+ (9)o.. MO T4 (G)a T (9) g MO =TM(9) 2+ M (g)v o
g)arn )y M (g) 2+ ()2 M)+ TM(S) g TH(Q)a+ou () S
Fap)p ()2 AT T K
T 0" ] [ i
0 T 0 0 Eal
0 0 ' 0 -
0 0 0o T O
e —— ; , “I9Z§ "IAM
¥ € T | ruudzo
- - : . -rodss
N - L2 :....» O BIUEMON
i ~jed 9R)Y

NFIIZS MOZBIAM Eﬁnhmoﬁo%a ‘T EMHET,

[571]
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Mozna wykazaé, Ze promicii zbieznosci szeregéw potggowych (2.17) jest dla
podanych rozwiazan nie mniejszy od jednoéei w przypadku, gdy /<<4/,. Dla przy-
padkéw za$, gdy /> 41, promieft zbieinoéci tych szeregéw jest mniejszy od jednoSci.
Poniewaz obliczamy wartosci szeregéw (2.17) dla p=1, otrzymane rozwiaZanie
"odnosi sie do fych przypadkow, dla ktérych spehniony jest warunek [< 4,

Znajac wartosci funkcji wyo, oraz wartosci wy:a, Wazas Wyag W przekroju i po
stronie oznaczonej litera d oraz znajac wartosci funkcji 4, oraz ich pochodnych
dla p=1, mozemy okreslic w,,, W, W,y i W,, na koficu rozwazanego przedzialu
po stronie oznaczonej litera g w nastepujacy sposob:

(2.18) Wpg=5W, 4,
gdzie ,
' [4: 42 45 4a
2.19) s|As Az A3 A
* == 12 X e i
= A Ay Ay A
e e rr i
| A, A, Ay As Jpn
Wyg Wnod
’
w Woia
(2.20) o= | | W= ]
. e Wog Wnaa
e
Aw"g' Whad

Przy przejéciu w danym przekroju i4-1 ze sfrony oznaczonej lifera g do strony
oznaczonej lifera d musza byé spelnione nastepujace -warunki:

dw(r, p) dw (r, p}
(2.21) W, @iy 10= W(F @is 145 [T]‘H =[T 414

oraz

My 14= it 1a

R e
-qr ra?’ 1+1g _i+‘—f_ ar Jivig g org Livia el

Réwnania (2.21) ofrzymujemy z réwnosei ugieé oraz katéw obrotu w kierunkach
promieniowych w przekroju i1, a réwnania (2.22) — z réwnosci promieniowych
momentéw zginajacych i sit poprzecznych.

Dla plyt kolowych o stalej grubosci mamy (por. np. [8], str. 499):

o 1 aw. 1 2w
My=—D|—5+vi— +—2 11,

(2.22)

223) or ¥ .ar 2 ew?
om,, 0 (Bzw I ow 1 6lw)
q" — e —— T e D _ —— _V‘ﬁ — -
rdp dF\NaF: - r o r? dg?

0 { (i w1 Gw)]
" ryp (I.-—F)D roardp 2 dell
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Po uwzglednieniu zaleZznosei (2.2) i (2.7) otrzymamy wiec

D A 1, B
220 =T % [”’" J“’(l,rr-zp Mo Gt py? ”’")J ose

amr'f’ D [ ru+ ! " 2 21302
. = ——1w W, K r )
q ]d+[p ([d+[l))2 n} l'l (] +[ )3 rr] COST’I‘@

gdzie
L= 20 —vn?, =‘3112—!-11112

Z réwnan (2.22), po uwzglgdmemu zaieznoécl (2.24), ofrzymamy dla kazdego n
nastepujace wzory:

1 -
Wa i+ 1d=“2‘ Wi 1a= Wa i510 817 Wy 1410 B2 Wa, 141483,
(2.25) . ‘
‘ “’3.1%1dzf’V;jfr-+-1d=31’;t'f-|;1gCH“W;?f+.|g'C2*§‘W:.,:.;.1gC3+1‘Vn,z+1gc4»
gdzie L -
B = D; I.2+1 ‘ ( D; Df;;-l) 1i2+1
= e =y — -
! 21; Dr+1 2 L th) "d(‘;l—lli, 2D;.,’
B ( DI n? li2+1i1.2 )
3_._ 2Df+1112(ldi+[i)2 2!&%‘1‘ ’
C. = Dl]a+l O Dil;Jr; _ li1By .
6Dyt T 6D L art ) Bl
C.=K [ I?+1 ' - b 7, _ Niv1o—=Nic1d) l43+_1_] - Lip1
3 L6lai 1l 6D, Ll H 1) oD Ky e 2"
D ]13 - 113 [l'
C4 Ln[ M 3 3-{l ]_—-}‘L
6D;+1 (lerf) 6]d1+; 3Idi=+1
Z réwnan (2.21) wynikaja za$ forrnu}y
. ) ]l
(2.26) Wyir 1= Wit 195 W1:+mﬁwm4 m—”’nt-:-m‘“;j“-
. '
MozZemy wigc napisac
(2.27) wrif+1d.=Ui+1wnl+lgl=-UiJ;1Si-w11id;
gdzie
1 O 0 0
0 i*f—_ 0 0

(2.28) . U= ]
. . : B3 . Bz B1 0
Cy O3 C, €
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Przeprowadzajac analogiczne fozumowénie dla wszystlich odcinkow. plyty
otrzymamy

@.29)  Wan=Rw,

gdzie _
(2.30) _ R=5,0,8, .U, ;.. U;5,U,S,,
Warg 1 Wo1
r
W W
(2.31) C We=] mFE, w=|
Wit s Waq
L
Woba 4, Wai

[

% zaleznosei od warunkow brzegowych na krawqdmach r=lyi r=Ily4-{ moZemy
okreli¢ interesujace nas czestosci katowe drgaf swobodnych z warunkéw znikania
odpowiednich wyznacznikéw (minoréw) macierzy- (2.30).

Tak wigc w przypadku krawedzi r=1/, i r=I,-}-1 swobodme podpartych mamy

(2 32) Wo1 ="l =Wom+t 1 _mrm+ 1 =0.
Po uwzglgdmemu zalezno$ci (2. 2) i (2.23) mozZemy obllczyc kwadrat czqstoscx
katowej drgan swobodnych ukladu Z warunku

vll ) T - ‘ oo
. Su"""_z“‘ Sia C S
@3) SR

vl

vl - <
S32— 71S33"1“vlm (Szz - "—i— S, 3) S3a “{‘V’mSz‘;

gdzie S, sa elemenfami macierzy (2.30).
Jesli krawedZ r=/, jest utwicrdzona, a kraWQdZ r=lo-+1 jest swoboduie pod-
parta to mamy o
Wor=w;;=0"
oraz

Wop = Hipy = 0

Kwadrat czgstodei katowe] drgan sw0bodnych uktadu mozemy w1@c obhczyc w fym
przypadku z warunku znikania wyznacznika U :

S]B ) S14
Vi S23+833  vhy SaaSsa
Podobne wzory do obliczania. czgstosci drgan swobodnych rozpatrywanych

plyt pierScieniowych mozna latwo uzyskaé dla innych kombinacji warunkéw
brzegowych na ich krawedziach.

(2.34)

3. Obliczenia numeryczne

Podane w niniejszej pracy rozwiazania problemu umozliwiaja prowadzenie
obliczef mumerycznych wedhug prostego algorytmu. Obliczenia te sa jednak, w przy-
padku postugiwania sig tradycyjnymi urzadzeniami liczacymi, bardzo czasochtonne,
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W zwigzku z powyZszym urnchomiono dwa programy dla elektronicznej maszyny
cyfrowej «Odra 1204y, Pomijajac szczegotowe opisy tych programéw oraz rezultaty
obliczen testujacych, ograniczymy si¢ tu do przytoczenia wynikéw obliczer prze-
prowadzonych dla dwoch przyktadéw liczbowych.

Celem dotychezas przeprowadzonych obliczeii bylo przede wszystkim poréwnanie
podanych dwéch wersji rozwigzania problemu oraz sprawdzenie dla konkretnych
przyktadéw jak szybko sa zbieine stosowane szeregi potegowe.

Przyklad 1. Okreslié dla n=0 podstawowa czg¢stotliwos¢ drgari swobodnych
plyty pierscieniowej o stalej grubosci, utwierdzonej na krawedziach, majac nastepu-
jace dane (rys. 2): I,=40 m; /=10 m; ~=0,1 m; E=2.10° T/m?; v=0,2; x4=0,0244
Ts?*/m3; k, =k, =N=0.

Za pomocy programu obliczeri otrzymano dla tej plyty podstawowe'czqstos’ci
katowe drgai swobodnych, ktére w zaleznodci od liczby szeregu (2.5) podano
W tablicy 2. Poszczegdine warto§ci wyznaczono. z doktadnoscia do 0,001 rdfs.

Tablica 2. Zaletnosé o od liczby wyrazow szeregn przy m,—k,—k,=N=0

Liczba 3
’ Wyrazow szeregu 2 18 28 48 38
’E‘Z’Zl‘;;“zame 16006 | 17510 | 18816 | 18,838 | 18,829 | 18829
w, rdfs ’ = _:
TOZW) anie
.15 ] 16,25.0 17,310 18,820 18,830

Z liczb podanych w tablicy 2 wynika, 7e-stosowane szeregi potegowe sa stosunko-
wo szybko zbiezne. Przy liczbie wyrazéw szeregu wigkszej od trzydziestu otrzymane
wyniki praktycznie nie roznia sig. Ponadto mozna stwierdzi¢, iz wyniki uzyskane
w tym przykladzie dla dwdch podanych wersji rozwigzania sa praktycznie takie
same. S

Dla  poréwnania obliczono podstawows czgstoSc kolowa drgafd swobodnych
dla sztywno zamocowanego na koficach preta o jednostkowej szerokosdci. Zastepujac
sztywno$¢ gietna preta sziywnoscia walcowa ofrzymano ze Znanegoe wzoru {por.
np. [9], str. 284) w,=18,8 rd/s. Wyniki otrzymane dla plyty pier§cieniowej résnia
si¢ wige w tym przypadku nieznacznie od tej ostatnie] wartodci,

W tablicy 3 podano podstawowe czestosci kolowe drgan swobodnych, otrzymane
przy réznych wartosciach wspdtczynnika podatnosci k; (n=0). W tablicy 4 przedsta-
wiono za$§ wartosci w,, ofrzymane przy kilku rézayeh liczbach s.

Tablica 3. Zalc_inoéé @ od k; przy n=k,=N=0, lezba
wyrazow szeregu 48

ks, T/m® | o J 10 ’ 100

w, rdfs 1 18,83 ’ 27,69 1 66,67

Rezprawy Inzynierskie — 5




576 : OSWALD MATEJA

Tablica 4. Zalezno$é mo od nprzy k.=k=N=0, liczba wyrazow
szeregu 48

7 l ¢ 1 1 ‘ 2 ‘ 3

0, 1d/s L 18,83 ‘ 18,90 i 19,13 ] 19,52

© Przyklad 2. Okreslié przy n=1 zawarte w przedziale 0 < < 100 rd/s czestosci
katowe drgafi swobodnych plyty przedstawionej na rys. 3, jesli E=2-10° T/m?;
Giezar objetodciowy materiatu plyty y=2,4 T/m? y=0.2. '

s

W wyniku przeprowadzonych na EMC «Odra 1204» obliczen otrzymano
we=>53,90 rdfs oraz w,=76,55 rd/s. :
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Peztome
13 BONNPOCOB COBCTBEHHBIX SHAUEHUIL KPVIOBBIX IINTACTUHOK
B pafore pemaetes BOIPOC CROGONHEBIX Komedammi cxpopomHEOl H3OTPOIHOH IAaCTHHKE

¢ mepeMeHvoil ckaukooBpasuoi TonmmEHOH mo pamuycy. TIpeAnonaracrcd, HTo OIACTHUXA HO-
KOMTCH Ha ABYIAPAMETPUYECKOM YIPYTOM OCHOBARNWA Thra BHHKIEpa MIMH JlconTheBa-Bracora,
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Kpome Toro npumumaercs, wro maactimxa AATPYKEHA CHIAMH, NERCTRYIOMMMI B C& LROCKOGCTIL,
PeureHne 3aMaus FONYYEHO TIPY MCOONbIOBAHE TaK HA3EBACMOTO METONA MATPHILI HepeHoca,
" Ilmacreska 6pina pasnencHa ma KomewHOe THCIO COOCHRIX Konenl. Tprummar, uro TOJIEHA KaXkK-
JOTO KOABNA MOCTORFHAN, JOIYYERO peurenyMe mugiepeRTHansmoro YDABHCHAS, IPHMEHSS pPaz-
HOMCHAE TOBCPXHOCTH HpPOTHOA B GecxomeTHoiil OLMHAPHETH TpPHEIGHOMETDHMECKIH pAn. 3arem
onpegeneHo obmmi warerpan YPaBUCHUA, CTAPAACh HAWTH pemcmme » BEIe GCCKOHEYHOTO CTe-
ueRHOTe pAza. Ha ochose momytemmoro s KQIOTO KONLUA DElIeHns, HOIVICHO MATPEOY TIe-
penoca R-— dopmyaa (2.30). 3aTem pz anemertos sTolt MATPHIEL, B 338BHCHMOCTE OT KDAcBHIX
ycnoemii Ha xpagx IVIACTHHKR, GBI COCTABICHEI YDasHEHMA TACTOTEL
TIpMBORNTCA PE3YMBTATH TUCTOBLIX DacueroB, TIPOBEHEHHRIN IS ABYX WHCIIOBEIX HPAMEPOB.

Summary
FROM THE PROBLEMS OF EINGENVALUES OF RING PLATES

In this paper is solved the problem of the free vibration of uniform isotropic, ring plate having’
a discontinucusly varying thickness along the radii. It was assumed that the plate is resting on a
two-parameter elastic base of the Winider or Leontiev-Viasov type. Moreover, it is assumed that the
plate is under the load of forces acting in its plane, Solution of the problem is obtained by means
of the method of transfer matrix. The plate is divided into a finite number of concentric rings.
Assuming that the thickness of each ring is constant the solution of the differentiel equation is obtain-
ed using the development of the surface of bending into an infinite single trigonometrical series.
Next, the general integral of the equation is determined by seeking the solution in the form of an
infinite power series. On the basis of the solation obtained for each ring, the transfer matrices R
are formed (formula 2.30). Subsequently, from the elements of this matrix, depending on the
boundary conditions on the edges of the plate, the equations of frequency are built up.

The results of numerical calculations for two numerical examples are given,

WYZSZA SZKOLA INZYNIERSKA
W OPOLU

Praca zostale zlozona w Redakefi dnia 5 lutego 1970 .





