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STANY KRYTYCZNF, NIEROWNOMIERNIE OGRZANYCH PERFOROWANYCH PEYT
KOLISTYCH

PIOTR KLEMM (LODZ)

W pracy oméwiono problem statecznosci wstepnie wygietej kolistej plyty per-
forowanej, do ktérej prostopadle odbywa sie ruch ciepla, Jako jednospdjny model
takich plyt przyjeto oérodek widknisty o biegunowej siatce i odpowiednio postulo-
wanych réwnaniach fizyeznych. Zagadnienie rozpatrzono w ramach feorii geo-
metrycznie nieliniowej lecz liniowej fizykalnie (pominigto wplyw zmian temperatury
na stale materiatowe). Rozwigzanie przeprowadzono metody energetyczng wyznacza-
jac parametfry charakteryzujace stany krytyczne plyty. Przedstawiono wykresy,
pordwnujac otrzymane wyniki z podanymi w pracy [5] dla plyty kolistej nieperfo-
rowanej.

1. Podstawowe réwnania zagadnienia

Opierajac si¢ na ogdinych wzorach wyprowadzanych w [1] zestawiono ponizej |
podstawowe réwnania kontynualnej teorii drugiego rzgdu perforowanej plyty
wstepnie wygigtej. Réwnania réwnowagi dla kotow&sylnet‘rycznego przypadku
wyboczenia majg postaé

p™),,~p** =0,

1
(i B e e

1 1 '
(B, b 00,0, ) P (w4 0,) P 17 =0,

gdzie wystepujace wielkosci p™ i p™ sa odpowiednio radialnymi i obwodowymi
napreZeniami tarczowymi, p7 gestosciami sit poprzecznych, m™ i m®" gestodciami
momentow zginajacych kolejno w przekroju obwodowym i promieniowym, oraz f
gestoSciami obceiazen dzialajacych prostopadle do plaszczyzny plyty (w dalszych
rozwazaniach przyjeto f=0).

Sktadowe stanu odksztatcenia przedstawimy w postaci sum

Ve = ijrr%" @y T 3
Yop= 33¢gu+ o 701 s

o A N
Kog=1pptot, TE~1,

(1.2)

o

G . 4
Kpr=Kgto,T0°1, yp=y,,
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w kt6rych 3, i 9p sa odksztalceniami powierzchni $rodkowej plyty wywolanej
dzialaniem pola naprezef (1), K,p, Kor— zmianami krzywiza w kierunku promienio-
wym i obwodowym tej powierzchni oraz 7, lokalnym, niezaleznym od ugigeia katem
obrotu, ¢, i &, sa wspélczynnikami rozszerzaiofdci termicznej w kierunku promienio-
wym 1 obwodowym. Rozklad temperatury T na grubosci plyty zostat przedstawiony
funkcja liniows '

(1.3) T=Fi7rs-t, T=const, T=const, —0d/2<z<92.

Odksztalcenie y,, 1 74, Oraz ugiccie w i wstepne wygigcie W powiazane sa nastepuja-

cym warunkiem zgodnodci odksztalcenia: s
1

(1.4) e e A U S L NS

Réwnania fizyczne przyjctego modelu plyty wielo-otworowej majg budowg [2 i 6]
nastepujaca:

rr=ﬂJ_ Gp - E‘P 5 ( + )
- P 1—v, v (yrr‘l‘v.p }'qprp) 3 prr 1“"1"_,-‘1/; Yoot Ve Pred
3 e
.5 m"” =~——Ei—§— (Kopp FVp Kor) 111¢’=-—E?—6——-(1c v, 1)
. 12 (1“‘"1!,. Vq;) rp p rers 12 (1 —‘vagu) or r el s
_E#
=i
gdzie

E.=Eayjl,, v=vayl,
quEEar/lr 3 vquvar/lrs

b=1l—a.,
przy czym E i v oznaczajg stale materialowe.
WyraZenie na energie potencjalng € rozpatrywanego przez nas jednospdjnego
modelu plyt perforowanych ma postaé ‘

]
(1.6) €=n f (5™ Pro-F- D7 Vo) +00® Kpb 1t 10 )-H 7} 1
. rl
Podstawiajac prawe strony (1.2) i (1.5) do (1.6) oraz wprowadzajac zmiennga bez-

. F[F .
wymiarowg p= — (i'—1 Lp= 1) ofrzymujemy
2

L)
() E S
(L7, vg)

L _
(1'7) J. [(7‘}”)2 +V¢ ]D)q:q: ';'rr'}"zﬁn’rr oy -’:iq"qu ('}‘;rr“lf“ }3\'097) oy iﬂ_i_

ﬂ R (VB8 oo e :
F(1+4v,) (T p dp +—(1—:_v)— f [(Gae)* -+ Vre Vot 2 0 T

r Ve

(*) Sktadowe wszystkich wektordw i tensordw wysfepujacych w tej pracy sa ich skla-
dowymi fizycznymi.



STANY KRYTYCZNE NIEROWNOMIERNIE OGRZANYCH PEYT 533

m(r)2E, 8 7

o @ ° T2 _
F Qe b o THAA) (1 D)) pdp+— (1=v,v,)

(CAESS
s o s o o A b 4 ;
HVp Kogr K2ty o T 87140, (KK 0, T 81140, (e TV 62 pdpi-

7 (r)? B, 8% 0 e e L
12—, v) f [(#pe)? 4y Kope oyt 2050 & T 6714, Ky b Koge) @ T O+
P .

: 8 e s 7 (r5)2E, 53 . o s
1) (2 12 82 p dp " — j G2pdp,

gdzie a=r,/r,.
_ WyraZmy nasigpnie promieniowe i obwodowe naprezenia p™ i p*® powierzchni
§rodkowe] plyly przez funkcie naprezen =0 (p):

e &
1.8 rr—_ " , PP 2 PP
( ) PP (7‘2)2 P ("2)2

Odksztalcenia y,, i y,, Wyrazamy przez @ zgodnie z prawem Hooke’a, Wykbrzysf.u—
jac zwigzek (1.5):

o 1 1

T () OF, ( p o )

- 1 1

Yop™= N2 P~V D).
(r2) E«pfs ’ 2

Dla krzywizn w kierunku promieniowym i obwodowym mamy wzory

(1.9)

o

1
o= 0 (W, .~ 7). 0
(1.10)

o

1 )
Kgp= m (W, ,,~—yp) R

Podstawmy feraz prawe strony (1.9) i (1.10) do {1.7). Po prostych przeksziatceniach,
dochodzimy do nastgpujacego wyrazenia na energie potencjalng omawianego ukladu:

@1 =m___f PN NPy B (2 Ve WY
' A—vyp) (r)*6 ) [\ p [\E B, p \E E, E

2wy &’ z(vz Vo ) d P (2v- ¥, vvz)
2 _ "% L I SO DR . Nt A
+(¢, PP) (Er E(P )+( p ) E|p Er -Er +

2
"

oL . s
(D )2 -1——L pa’,ﬁ“-——L j D | 2e,—ot, v, V,—, Evz +
000 \E, E, (1-v,v,) e\ TR,

E,

+p@ ,, (Za,woc, Ve Vp— ot
> Er

E
- a{f)JrQ » (ax,. Vo 200, Yyt Elp v |
r
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E, 7 (2 E, 8 (1+v c«sz
er@ (a v"’E -~ 20, ¥V, —i—atv,)]dp-{- r2) ( v J dp—l—

(I—=v.v,)
‘ n(ry)*E, 6 (145 o 2 g2 &3 1 2
) (1—v. v, f pdpt 12 (1—v, v) (r2)? f {Er 0%, o= 7o), o1*
(E v.p+Eq, v,)

W, =70, p W, ?p)HE [— (11’,,,—3’,,)]2}9 dp+

ad* T

+mf IQFE, o, +E, vy 0, -Ey ¥, O’t)p(ll’ —¥o) ot

7 (r2)* 6T

(B, vy oy -2Ey ity vy ) (W, 5= 7,)] d”+i§(1—5 f [E, (1-+vp) o+

2 7 (r2)*E 2
+E, (1) a,]pdp+wj (y,)pdp.

W daisiym ciggu pracy ograniczamy si¢ do plyt wielo-otworowych, wstepnie wygie-
tych, w ktdérych aq,/l,=a./l.=const oraz

(1.12) E'=E=E,, V=V=Y, &=0.

i

Przy tych zaloZeniach wyrazenie (1.11) sprowadzimy do prostej postaci

(1.13) &€= )2E,5f[ p,,)z——qu di,,er( )]pder

k' §* . ) v
+E(l~7(v’)2) (;;)E f {[(W. 0 yp), p] +T (W. p Pp), i (W, P —?p)} +

+{1; (w,p—yp)]z}p dp+2na, f"{ ® ,()—-a® ,(@]+

n(r, )2 E S0l 1 27T w B

I (e Z 0,0 (01, =, @)=, @+

7 (r2)* OT2 « e 7 () E' )
o 20 ( )E+“*—““——"r f(y) pdp.

]

Funkcje ¢, w i W sg powigzane warunkiem nierozdzielnosci (1.4). Zgodnie z (1.2)
i(1.9) otrzymamy

| - L )] _
(119 (513 ?, ),, {péEr +(5E¢,p@,p'

1 o o
ey (w ) —w b —po, T oo —a )T
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Wykorzystujac przyjecia (1.12) powyzszy warunek zgodnoséci odksziatces napiszemy
w prostsze] postaci

1 oE'l1 1 .
(1.15) ?(p@’p)’p = —"-? 7(1‘11,!))2_5_14)”15’,9 *(5E’0¢,T’p,

co dla F=const sprowadza si¢ do znanego wzoru {por. [3]).

Dalsze rozwazania przeprowadzimy dla plyt podpartych na obwodzie w sposdb
przegubowo nieprzesuwny Korzystajac z wyraZenia na energic € i warunku nie-
rozdzielno$ci odksztalceft (1.4) oraz przeksztalconego réwnania (1.I); majacego

postac
o 1 c
) e I = e =
(1.16) Vo KD (w47, ,) Py
gdzie
. E, &3
Ty

c=r, (@) [ (@)+p™(a) L @ () =rlp (+p™ (1) W, (1) (r2)~']=const .

2. Przyklad rozwiazania

Zagadnienie rozwiaZzemy w sposob przyblizony korzystajac z metody energetycz-
nej, przedstawionej przez WATERSA, stosowanej szeroko w teorii plyt cienkich (np.
w monografii [3]). Wykorzystajmy wyraZenie znane w teorii liniowej:

(2.1) W=l —édpz"i-ﬁpd')

PIZy CZym W, 0Znacza nieznane ugigcie w Srodku piyty Zaldzmy ponadto, Ze po-
wierzchni¢ Srodkowa wstepnie wygietej plyty mozna z dostateczng dokladnoscig
przedstawi¢ za pomocg funkcji

2.2) el —2ap® ).

Symbol Wy =const oznacza tu strzalke wstgpnego wygiecia plyty oraz

3+ Ay
st PE s

I

2.3) . o
Podstawiajac (2.1) 1 (2.2) do (1.13), otrzymamy
I
(2.4 l_p‘- (2, ,), P] = —8E"J (g 2w Wo) (2 p° —2afp+a? p) .
P

Catkujac dwukrotnie (2.4) dochodzimy do wzoru

2

s B 2ap 1
@25 P, ,=—SE (w51 2wo W) TR N A +C1P‘{‘Cz“[;‘~
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Stale C, i €, wyznaczymy z warunkéw brzegowych
1
ap = 2 =0
26 1pme=| 5 €} om0
{w,ﬂ]p=l = E[r2 p?qup]p= 1 =0,

© gdzie w, jest przemieszczeniem radialnym. Korzystajqc z powyzszych warunkdw
brzegowych oraz ze zwigzkéw (1.2) i (L.9) otrzymamy

2 r .
€y =BE' (w3-2wo o) { [(3—v)+(1+r) a*] = —;f- [(5—v')+

(1) a°] +‘§" [(7—v") (1) asl} [(1 =)+ (1) a?]~1 -

@D (2 O, I =) (L) ),
2af
C=0E (Wi--2woWoyayo® [(1-v)a®—(3—v)]— 5 [(1—v)a®—
. 2

- (5—V')}+%‘ [(1—¥)d —(7'—1")}} [(1—=v)+(AFv) @]+
| (1) OE a, Fa? [(1 =)+ (14 a?] 2.
Znajac funkeje w i @, , mozemy z réwnania (1.16) wyznaczy¢ nieznana funkcie 53,,:
S S
o= R(r)p

{2.8) D (W, W L),

Korzystajac nastepnie ze wzorn (1.13) mozemy okredli¢ energig jako funkcje niezna-
nego dotad ugiecia plyty wo. Z warunku eksfremum funkcji € wynika réwnanie
2.9 o€ 0

) } BW() -
wigzace parametry wo, Wo, 11 T. Powyisze réwnanie napiszemy od tazu dla przy-
padku v'=0,3, r,jr,=0,1. Po wprowadzeniu wielkoSci bezwymiarowych

_ % 7= "o
K . é’: 5 3 : é: S ’
{2.10) . .
d a*
ofrzymamy

Q.11) 3,464 (34382 EL2EF2) 0,358 (&+E) —0,2232-+0,5288+

— br
(6853084 E 15267 €24 3687 £2-18EED 0274 5

b \? A
(48987 £44£27) 0,200 (7—) ~0,0463 (2{+0) 0 (72) -
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. ) ) ) 5\ )
2.11) —0,004(4£31-12£2 §+10Q’2+2§3)9(—r—) — 1,073 (4831282 ¢+
fc.d.d 2

v2

: br : 66¢ ¢ ;
10674227 0 (?) —~0,042(38+6£2+28) (77) i
2

b, \? by by’
+2442(§+<§)92( ) 0,006 (S+-8) 92( ) +003288(r ) =0
2

W przypadku rozpatrywania powyzszego zagadnienia w ramach teoril squpowanych
obrotéw (tj. gdy b,—0, y,—0 [1]), réwnanie (2.11) upraszcza sie do postaci

2.12) (48 +3p (E+8)+29=0,

gdzie
- p=0,050-0,333£2-0,0348,

2.13)
g= —0,076F —0,0323 .

Dalsza analize rozpatrywanej plyty przeprowadzxmy w sposéb podobny jak w pracy
[5] wykorzystujac réwnania (2.12) oraz (2.13). Zaldzmy, ze dla plyty o danym
wstgpnym ugigciu parametry #1i 3 zmieniaja si¢ w sposob ciggly od zera poczawszy.
W sposSb ciagly zmieniaé si¢ bedzie wyrdznik réwnania (2.12). W zaleZznodei od
znaku powyzszego wyrdznika. rozpatrujemy trzy mozliwoscei:

1) D=0, tj. istnieje jeden stan réwnowagi (réwnanie (2.12) ma jeden pierwiastek
TZECZYWisty);

2) D=0, tj. istnicja trzy sfany rownowagl (rowname (2.12) ma frzy roine
pierwiastki rzeczywiste); !

3) D=0, tj. pojawiaja sig stany krytyczne.

Zestawiajac mozliwe wykresy frojmianu szeciennego (2.12) moZna wyrdznié
dwa rodzaje stanéw krytycznych dla perforowanej plyty kolistej przy y,=0. Pierwszy
rodzaj jest réwnoznaczny z mozliwoscia rozdzielenia sie -stanu réwnowagi (przy
D<0) na trzy formy. Dla D <0 wszystkie trzy poloZenia réwnowagi leza dowolnie
blisko siebie. Stan ten zachodzi, gdy p=¢=0. Drugi rodzaj sfanun krytycznego
odpowiada pojawieniu sie dodatkowej postaci réwnowagi, nie lezacej w bezpodred-
nim otoczenin postaci pierwotnej, Nowa postad rownowagi moze rozdzielac sig
na dwie, ktére dla malych njemnych warfodci wyrdznika znajduja si¢ obok siebie.
Powyzszy typ standéw krytycznych zachodzi dla ¢2+p*=0 przy p<0.

Z warunku g=0 dla stanéw krytycznych pierwszego rodzaju otrzymamy

214 Geo=—2,44Z .

Oznacza to, #e réimica temperafur ma powodowaé wygiecie przeciwne do wstepnego
(ruch ciepla zachodzi w kierunku wstepnego wygiecia). Dla piyt plaskich ogrzanych
nieréwnomiernie nie ma standw krytycznych pierwszego rodzaju. Z (2.12) ofrzyma-
my feraz

(2.15) | {=-¢
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Iub dla &£

(2.16) ¢=—Z+V -3

Zwiazek (2.15) oznacza, Zze wygieta wstgpnie plyta perforowana moZe zachowaé
plaskg postaé rownowagi. Dla p>>0 jest to jedyna postaé réwnowagi, dla p<0O

mozliwe sy dalsze dwie postacie réwnowagi. Stan krytyczny zachodzi dla p=0,
skad ofrzymamy wartodé krytyczng parametru

(2.17) O, = 1,48 —9,60¢2 .

Z (2.17) wynika, 7e dla plyty o wstgpnym wygicciu [#]>0,392 zachowanie sta-
tecznodei plaskiej postaci téwnowagi wymaga albo obniZenia temperatury powierz-
chni $rodkowej (gdyz 0, <0), albo wprowadzenia naciggu wstgpnego. Warunkiem
koniecznym pojawienia sig standw krytycznych drugiego rodzaju ‘jest p<0, tj.

(2.18) 6> 1,48-9,60E2.

Powyzszy warunek jest spetniony dla dowolnego przyrostu temperatury powierzchni
§rodkowej, jezeli 1Z/>0,392. Dla ujemnych p otrzymdmy dla 3 dwie réine wartosci
krytyczne:

(2.19)  S= —2,44E4:31,10py —p ,

przy czym dla p=0 otrzymujemy (2.14). Podstawiajac (2.19) do (2.13), otrzymamy
q=-+tpy—p.

~ Rozwigzanie réwnania (2.12) ma postad
(2.20) E=—E12y=p, E=—E—y D

Polozenie (2.20) oraz wartosci 9, okreSlone za pomoca wzoru (2.19) odpowiadaja
gérnemu i dolnemu stanowi Kkrytycznemu.

Z powyiszych rozwazan wynika, Zze stany pierwszego rodzaju - okreflone sa
dwoma parametrami krytycznymi (2.14) i (2.17). Stany drugiego rodzaju charakfe-~
ryzuje gérpa i dolna wartosé parametru (2.19). W przypadku plyty nie majacej
wsigpnego wygiecia zachodzy tylko stany krytyczne drugiego rodzaju przy spelnio-
nym warunku 6>1.48.

Przeprowadzajgc podobne obliczenia dla stosunku r,/r,=0,4 oraz zachowujgc
warto§ci parametréw v'=0,3, a,/l,=a,/l,=const, otrzymujemy zaleZnosci dla p i g
w postaci [por. (2.12) i (2.13)]

p=—0,333F2 -0,1168-1-0,196 ,.
g= —0,294—0,1653.

Ostatecznie dla stanu krytycznego pierwsiego rodzaju uzyskujemy nastepujace
wartodci parametréow krytycznych

S, =—1 7815
0., =1,690-2,870E2,
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I
SE,

2E 3T 7ec)
%5 a a0
EH
BE&
.{é _g =0 S 20
g% T Phyta kelista, por(5]
.8 o
g
[

————

Ruich ciepta odbywa sig
w kigrunku wslapnegoe wygiecia

- &0 ] ' -80
2 02 04 05 0,8 4,0

£

Rys. 1. Wykresy zaleznosei Ty, i T, od E w stanie krytyvcznym plerwszego rodzaju

R £
-QE S - [strefa wslepowanic v ’
@32 0 = ~stanu krylycznego Tf-go
oS £ 2 -8 !
=g ) radzaju
o . T
SNE- AL E=04 \ V 08
o RNy —h— 1) ] .

23 % w0 WL _

g5 T :_A‘\\\( />/ Ffry= 01

£ Lt 06

G X ‘ h

2 3 NN\ J

o RS
-—'—_-“—:,—-"""'

N .
R - ;

2 = 100

B E’ %Y % I . Piyla kolisla por (5] .
=R - | )

?}%’ £ i

5 oo :

2

THRNN T

e 3 o
E 40 pis] a -20 — 40 -0 o —a0
= T[%]

A o —
Rys. 2. Wykresy zaleznosci Ty, Tir i £ w stanie krytycznym drugiego rodzaju
' (5391
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K= -
|F AL, 1%}
5 , L= A

NED Strefa wystzpowanit \wo

W R g b StANU Rryfyczrego i-go

X9 ?\\ =mdzaju —V

285 ' 68

T & \ \\ \) )

SAS

g3?% .

arE 20 \

K $ \\]  In/e=04

5% ot 06

5% \7\)

AN

§2 SISO )

o e e !

| L

Bal $=s

o en -

S g P %}( } Plyta kokisla, por [5]

o i A £

k=54 0,2

LIS SN

,S 3 -40 k? /" ‘.

HEENZD/S | :
% e 0 0 0 20 W
= ko

A a — , .
Rys. 3. Wykresy zalesnosci Ty, The i ¢ W stanje krytycznym drugiego rodzaju

a dla stanu krytycznego drugiego rodzaju

Q= — LTBIE2F6,0Tp Y/ —p.

Na rys. 1, 2 i 3 przedstawiono wykre§lnie zaleznodci paramefréw krytycznych
od wygiecia poczatkowego, uzyskane dla plyty stalowej, gdy 5fr,=0,011 ry /rz—() 1
oraz. 0.4,

Przedstawiony przyklad rozwigzania dotyezyt fylko zagadmema sta,tecznoscx
w ramach tzw. teorii skrgpowanych obrotéw, tj. dla y,=0. Ofrzymane wyniki po-
réwnano z rozwiazaniami dla nieperforowanej plyty kolistej przedstawionej w pracy
[5]. Linig ciagly wykreslono parametry krytyczne dla plyt perforowanych, a prze-
rywana dla plyt kolistych pelnych. Analiza wplywu dodatkowych, lokalnych obro-
tow na stany krytyczne plyt perforowanych oraz odpowiednie przyklady liczbowe
zostana podane osobno.
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Pesome

KPHTHYECKHE COCTOAHWA
"HEPABHOMEPHO HATPETBIX INEP@OPUPOBAHHBLIX KPYIJIBIX TIFIACTHHOK

B paGore ofcy:xaaeTcs BOUPOC YCTORYHBOCTH IDEABAPHTENLHO M3OTHYTHIX Kpyriapix nepdo-
PHPOBAHHAX TUIZCTHHOK, UEPHEHAMKYISIPHO X KOTOPHIM LDOMCXOAHT [BAKCHHE Temna, 3ajada
PACCMATPHBACTCA B DAMKAX TEOMETPUYECKH HCMHEWHOH, Ho (mamyeckm mmmeiimoil Teopuu. Pe-
HIeHHE [IPOBOIHUTCA JHEPIeTHYeCKHM MeTOomoM. OTIHYACTCS NBa KPHTHYCCKAX COCTOSHEA M ompe-:
HeITAIOTes HapaMeTphl, XapakTepH3yIoIlHe BEINCHIPABEACHHBIC cocTosHRAR, JaeTes YRCAOBOH IpH~
Mep.

"Summary
CRITICAL STATES IN NON-UNIFORMITY HEATED PERFORATED CIRCULAR PLATES

Here is presented a discussion of the stability problem of preliminatily bent circular perforated
plates, perpendicular to which the motion of heat takes place. The problem is considered within.
the framework of the geometrically nonlinear, but physically linear theory.

The solution is found by means of the energy method. Two critical states are distinguished and
the parameters characterizing the above states are determined.

A numerical example is given, '
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