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PEEZANIE POYPLASZCZYZNY PRZY MIESZANYCH WARUNKACH BRZEGOWYCH

ZBIGNIEW PIEKARSKI i GWIDON SZETFER (KRAKOW)
1. Wstep

W pracy rozwazymy plaski stan odksztatcenia poiplaszezyzny z materiatu podle-
gajacego liniowej teorii starzenia ARUTUNIANA [1]. Przyjmiemy nieinwariantny
w czasic model ciala opisanego zwiazkami fizycznymi ‘

. 14y -t .., RN

(1.1} Eij=EEt_) (G“U—VCSU-Gkk)_“(I"I—V) f (0150, 014).0, (toyde, ij=1,2,
gdzie &;; oznacza elementy tensora odksztalcenia, o,;— elementy tensora naprezenia,
dy; — deltg Krockera, d(t, 7)=1/E (t) - C (¢, ) -Qa,}kq'wit'e odkszfalcenie (jednostko-
we), v=const wspdlczynnik Poissona, E (¢) modut sprezystoéei oraz € (z, T) miare
petzania. ' : ,

W kartezjadskim ukladzie’ Wépé‘hzgdnych X1, X3 rozpatrujemy pélplaszezyzne
X2>0 o brzegu wolnym od napreZen stycznych a2, Obecigzona na czgsci brzegu
naprezeniem normalnym g, =p=const, na pozostalej za§ poddana wigzom geo-
metrycznym u, =0 (rys. 1) (u, oznacza przemieszczenie w kierunku osi Xa).. Té'go_"
typu problem brzegowy odpowiada zagadnieniu szezeliny Griffitha, ktérej diugosd

Rys. 1

moze zmicnia¢ si¢ w czasie, ponadto za$ problem fen moze znalesd zastosowanie
w mechanice gérotworu do wyznaczenia napresed w sasiedztwic wyrobiska eksploata-
cyjinego. Podobne zagadnienie dla ciata lepko-sprezystego, podlegajacego zasadzie
dziedziczno$ci Bolizmanna, badal GrAmAM w pracy [2]. Dyskutowany w pracy
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niniejszej przypadek jest przeniesieniem wymienionych zadas na grunt teorii petza-
nia z uwzglednieniem wieku materiatu. '

Do rozwigzania uzyjemy funkeji naprezen Airy’ego oraz cosinusowa transfor-
macje catkowa Fouricra. Mieszany problem brzegowy sprowadzimy do ukladu
dwdéch réwnan catkowych, z ktérych jedno jest typu Volterry 11 rodzaju, a drugie
Fredholma I rodzaju z jadrem logarytmicznym. Dla nkiadu tego podamy efektywne,
zamkniete rozwiazanic. Dla przeprowadzenia wszystkich operacji réZniczkowania,
calkowania, transformacji, zmiany kolejnoéci catkowania itp. stosujemy konsek-
wenfnie elementy teorii dystrybucji. Dzigki temu wiele pozbawionych sensu wyrazed
zyska okre§lone znaczenie, pozwalajac na potraktowanie catosci wywoddw z jedno-
litego stanowiska.

2. Sformulowanie i metoda rozwiazania problemn

Wrychodzac z biharmonicznego réwnania dla funkeji naprezen F (xy, x) 1 sto-
sujac cosinusows- transformacjg calkowa wzgledem zmiennej x,, ofrzymamy zwy-
czajne rdwnanie dla transformaty:

@f 22d2F+ ¢$F=0
axt o wt F=0,

dx?
7 |
F(Gf., x2)=1/'; f F(xi, x;) COS8 O’.xi de .
. o .

(. 1')

Jego rozwigzanie przy wa'rﬁnku, aby napreZenia znikaly dla |x,|—oco0, przyjmuje
postad ' )

(2.2) F (@, x3) =(A+Box,} e=*%,
skad po wykonaniu fransformacji odwrotnej i wykorzystanin znanych wzordw
5’-1_1=F.22, 0'22=F, 11 0'12=—F,12

otrzymamy nastepujace wzory na napreenia:

ah\)‘

[(2—oux,) B A] ¢* e~ cos oux, dot s

2P |
(2.3) Opp = — ]/ﬂ; f [A-+Box,] o® e” %% cos axyda,
. S

2~ |
O1y= l/g f [(1—ox,) B—A]a? ef“"ﬁ sin X, do .
-0 ‘ B N .
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Wykorzystujac warunek brzegowy 0'12—0 dla x,=0 otrzymamy A =B, skacd osta-

tecznie )
5 .
- — f A1 —axy) a? 6% cos ax, do,
1]

2 7
(2.4) O33= — ]/? f A(1+4-ax,) a? e=* cos wx, de
4]

2 ®
127 —]/; f Ae® x5 &7 %2 sin ax, do .
i ]

Przemieszezenia wyznaczymy ze wzordw

1
(2.5) &= "o (thy, 51t5,1)
oraz z (1.1}, Znajdziemy wicc

1-+v
Hy 2= 822~ E(t) lo2z—v{oy1+022)] — (1+”)f [622— V(G'11+0'22)] 50 v) de,

1

o
My, 1T 8117 E(t; [o11— V(0'11+0'zz}]"(1+1’)f [0'11"" (511+022)] 5(t 7) dr.

1

Podstawiajac (2.4); , 1 Wykonujqc proste ca&kowanie" otrzymamy

1+
(X1, Xa, £)= E(t; ]/ f ad [2(1— v)+ocx2] %% 008 ax, dot—

—(1va)]/; f { f ocA[2(1—v)+ax2]e-°=xacosafx1doc}><

0
%5 0 Ddebfin),

26 1t °° | -
w(xy, x5, )= — EH ]/—n— f aAd (1 -2v—ax,) e e sin ax, do+
’ . Q

2 A F
(1 4) ]/— . od (1—=2v—ox,) e sin ax, da] x
el [ e !

7
* 57009 c{f+f1_(xz) ‘.

Warunek zgodnofei

15 A 1
31’22360'12_(1"{‘1’)]‘012_55(@ T)drzz(ul,2+u2,i)
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prowadzi do identycznego, jak- w teorii sprezystodci, zwigzku dla funkeii f7 (x2)
ifa(xy): :
daf,  dfs

ar, +Ex—;:0'

Stad _
fi(a, )=C* x,+B*,  f; (g, )= — C* xy-1-D*

7 symetrii zadania otrzymujemy C*=B*=0 i ostatecznic

)] Filoea, =0,  folxy, t)=D*(£).

Wzory (2.4) oraz (2.6) przy uwzglgdnienin (2.7) pozwalaja rozwaizy¢ dowolny
problem brzegowy dla pdlplaszezyzny z brzegiem gladkim.

3, Problem brzegowy

Rozpatrzymy zagadnienic pelzania polplaszezyzoy przy nastgpujacych miesza-
nych warunkach brzegowych (rys. I): dla x,=0

g.,=p=const, |x|<a;
3.1 22=P 1

1, =0, lx¢j>a.

Podstawiajac (2.4), i (2.6); do (3.1) otrzymujemy

—V;fozzAcosaxlda=p, lx¢|<a;
(3.2) 0

201/ ot csamtem2-0 Y 2 [ [ aton s
TE@G) n - - —_ ¥
+ E(1) T fm COSaX, do ( V%) - f[frx COS 01Xy o-_]
° i3] o .
x§ (1,1 D' N=0, [xl>a.

Réwnania (3.2) stanowia ztozony przypadek dualpych réwnain catkowych z niewia-
doma funkeja A («, £). Mozna je fatwo sprowadzi¢ do dwdch réwnai calkowych,
-z kf6rych jedno jest fypu Volterry IT rodzaju, a drugie — Fredholma I rodzaju
z jadrem osobliwym. W fym celu oznaczamy

7 |
(3.3) 20-» ) = f ud cos ax, du= (%1, )3

43
wtedy drugie z réwnad (3.2) prowadzi do réwnania

w (xh t)

W_‘ fﬂ)(xl, T)é(t, "C) dT+D+(t):0, |xd>a.
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Oznaczajac dale] nieznang warto$¢ przemieszczen u, (xy, 0} na brzegu |x,|<a
przez v (x, ¢} i zakladajac, Ze jesf znana, mozemy napisad

(3.9 E(t)w(vl,r) f 5(7) @ (51, D) de+D* (D —g (50, ), %€ [0, 000,

gdzie
v(x,,r), jesi Ixi<a;

g (%1, 8)= {

0, jedli [xy>a.
Ten ostatni zwigzek jest réwnaniem Volterry II rodzaju z nieznana funkcja o (x,, £).

Przepisujac go w postaci

@ (e, ) F [ [-E@)8 (4 D @ (o1, 1) de=E (£) [g (x4, )= D*(D)] ,

1

mozna wyznaczyC jego rozwiazanie:
(35 0L O=E@)g (0 -D*Ol= [ E@) g (x;, )-D*@] R, o) i,

w ktérym R (¢, 7) jest rezolwentng jadra [—E (£)§ (¢, ©)]. Traktujac funkcje (3.5)
jako znana, mozemy z (3.3) wyznaczyé A {«, t). Najwygodniej zrealizowad to przez
przedstawienie funkeji @ (¥, ) w postaci calki Fouriera. Na podstawie (3.5) znajdzie-
my:

. 5w . 5 .

w(x,, 1= l/—n_ f ® (o, £) cos ax, du=EF (1) “/; f &z, t)cos ox, de—

oo _ r "2_' co _

—D#(f) | 6 (e) cos ux, do'.] — | E@ [l/ Z (o, 7) cos ax; do—
romusal- feofy/? [

—D*(7) J J (&) cos ox, doc] Rt 1y dv.

We wzorze tym & («, ¢) i & stanowig transformaty Fouriera funkeii g (x4, £)i @ (%, 7),
a zamiast wspdlczynnika 1 przy funkeji D* (£} wprowadzono reprezentacjg catkowa,
korzystajac z wlasnosci dystrybucji delty Diraca. Podstawmjac otrzymany wynki
do (3.3) otrzymamy

2(1—v*) ]/-z_ f oA COS ¢ do= f {[]/% g—D* (t)é{oc)]E(t)_
- f [l/* §—D*(1)d (oc)] E@R{L D dr} cos ox, da ,
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skad )

: 2 2
2(1-1?) ]/n «d=E(1) []/g E—D*(1)é (a)] ~

- f[l/% g‘-D*(r)rS(oc)]E(f)R(fs 7y dt.

W réwnaniu powyZszym wystepuje transformata §, zawierajagca nieznang dotad
funkcie © (xy, £); mamy bowiem

P 3
Fla, t)= ]/—- f 2 (xy, f)cos ax; dx1=]/; f 2 (%, £) COS Xy dxy .
T
0 0

Ostatecznie wige ofrzymujemy

a

2 2
(3.0) 21— ]/?I ad=E (t) [; f v (xy, 1) cos ax; dx;—D*({t) 0 (a:)] -
trg @ . ‘.
- f [n f v (x4, 7) cos ax, dx,—D*(0) 5(0:)] E(@Rdr.

Tak wyznaczona funkcja A («,?) spelnia rownanie (3.2),. Nieznang dotad
funkcje v (., t) wyznaczymy 7z niewykorzystanego jeszcze warunku (3.2);. Podsta-
wiajac (3.6) do (3.2); ofrzymamy

- 2 & T2/ '
f oc{E'(t)[;f@(é, £) cos aé df~D*(t)5(oc)]-f{Rf@(é,r)cosag’:df—

0 0

—D*(7) 6(&)}]5 (7) R“(t, T) d'z} cos aty do=—2(1—-vp, O=x <a.

Zmienjajac kolejno$é cafkkowania znajdziemy

2 a o0 - o0
. f v (&, I)E(t)(f € COS ot COS ¢Xy doc) dE—E()D* (1) f o 0 (o) cos ax; du—
0 [¢] []

- f [% f (&, T) (fd’. cgs ol cos axy dm) df] E(y R(t, 7) de+-

1 4] 1) ‘

+fE(r)R(r,r)D*(r)drf 2 8 (&) cos oy du=—2 (L—?) p.
1 ]

Na podstawie wiasnosci dystrybucji delta druga i czwarta catka sa réwne zeru,
a oznaczajac dla zwieztosci 4

2~ _
(3.7 j;f o cos « & cos o Xy da=K (x;, &)
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dostajemy - _
E@) f Ky, &) 0 (&, 1) di— f [E(T) f K. 9o, r)dcf]R(r, 7 dr=
0 7y ¢ . 2y p.

Wprowadzajac nastepnie za pierwsza catka nowg funkcje w (x,, ¢), ofrzymamy
ostatecznie szukany uklad réwnaii:

EQ [ Ko 9v@nd=win,n, 0<n<a;
3.9) "L |
w(x, )~ f]{(r,r) wix, Ddr=-2(1—-v)p

réwnowazny ukladowi (3.2).
Jadro K (xq, &) okreslone przcz callkeg (3.7) mozZna wyznaczyé efektywme W posta-—
ci zamknigtej. Biorgc mianowicie

2 e 2 2 r1 o
K(xpi)—;f o COS o X; COS aé c:fﬂ—';‘r"f gc[fcos(xl—kg)oﬂ-
0 R &
1 1~ + tF ,
+?cos (xi—&) a.] dx= ;f o €08 (x4 é)adoc—I—?f a cos (x;—&) o du ;
¢ o

otrzymujemy calki rozbiezne, majace jednak okre§lony sens na gruxi;:ie dystrybucii.

Jak latwo sprawdzic, caika 2 [ o cos ua d jest transfbrmatac Fouriera dystrybucji
0
~1/u?, stad wige _
1 1 | 1
3.9) K, 0= *

2 (40P 2 (-8

Ukdad (3.8) stanowi podstawe rozwigzania problemu bizegowego. Zaczniemy
od wyznaczenia funkcji w (x; £) ze wzoru (3.8),.

Dla. funkcii p=p (x,) niezalenej od ¢, otrzymujemy rozwiazanie natychmiast
przez wykorzystanie prostych wlasnodci funkcji pelzann 6 (t,7) z (1.1). Zachodzi
mianowicie tozsamoéé

| g
A P L
T '

przedstawiajaca odksztalcenie liniowe widkna w jednoosiowym stanie naprezenia
wywolane napreZzeniem Jednostkowym Dla mezmlennego W czasie napreZenia
o intensywnodci g (x,) mamy :

gD EO 0 1)=qx)~ [ gG)E® (D) dr.

T1
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Traktujac powyiszy wzér jako réwnanie catkowe dla fumkeji ¢ (), mozemy
-napisa¢ Téwnanie

g(x)=lg k) E@) 6t t)l— [Ta(x) E@ 3 (D] R (7, z) de,

w ktérym R (7, 7,) jest rezolwenty jadra [—E (7) § (¢, ©)]. Otrzymane réwnanie jest
identyczne z rownaniem (3.8),, skad wynika, Ze

w(xy, =g (x) E() 6 (1, v1).
Po,podstawieniu na miejsce ¢ (x;) prawej strony (3.8), znajdziemy
{3.10) w(xg, t)=—2{1-v)pE{®) (£, 1),
«co stanowi rozwigzanie réwnania,
Majac w (x,, f), mozemy wyznaczyé funkcje v (&, 1) z (3.8),. Mamy réwnanie
E(f)fK(xu o, )de=-201v)pE[F)d(t )
[¢]

Oraz

a 1 1 .
f 4 (é! f)[{xl—f)2+ (x1+é)2:ld€:4(1"v )Pé(f: Tl) .

Korzystajac z symefrii zadania, spetniona jest réwno$¢ = (— é, H=v (& t}. Na jej
podsiawic moZemy napisac

1 1 Y0 (&) RGOS
f w(é’t)[(xl—aﬁ(xﬁ«:f]"f [T e 5)2 =
o (1)
J e
:skqd

ATD)

(Y 5)2 d& =4 (1 Vz) pt; (t Tl) lxll <4 .
1— .

—a

Tatwo dostrzec, ze poszukiwana funkcia jest posfaci
G1D) D=V )

na to potrzeba, aby V(&) spe}nialo réwnanie
f r OG5 @2 dE=4(1-%)p
Catkujac dwukrotnie wzgledem x, ofrzymamy réwnanie

(3.12) [V @ e -8l de= =2y pxiHxtm,
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w ktérym 1 m sa statymi dowolnymi. Réwnanie (3.12) identyczne z tym, jakie otrzy-
muje sig w problemie sfempla wciskanego w polplaszczyzn@ sprqzysfac, ma rozwia-
zanie podane przez CARLEMANA:

1 YWV —w?
V&)= — fg"“——-a’w',
2__52 2 i/dzﬁéz K - ow=¢
edzie dia zwiezloéei oznaczono
q (%)= —2 (L —v®) px? +Ix, -pm.
Symbol A oznacza dowolng stala. '
Wykonujac proste calkowanie dostaniemy

(3.13) Vo= — [ ke (“" +1) : I-H]
2. : = ——a———| — K —_ ¢- s
‘ n¥at-&* 2

&
gdzie k=4{n (1—v?) p, a H oznacza stala, zaleing od 4 i 1.
Poniewaz przemieszezenie o (x;, {} powinno byé ograniczone, a dla ¢=-ia
mignownik nieograniczenie wzrasta, przeto funkcja w nawiasie graniastym musi
by¢ rdwna zeru, Mamy wigc

ak
—ka®— ("”2*‘_‘}-1) a-+H=0,

ak
— ka1 (—2—+1) a+H=0.

Stad
ak

= feet? = —, ;
H=ka?, 1 3

Po podstawienin 6t'rzymanych wartosci do (3.13) otrzymamy
ko
VO=_Va-g
1 ostatecznie z (3.11)

[£3 Tlé(i‘ T]_)

4 (1 —»2 —
(3.14) v (x, )= —(—%)f"—l/

Uzyskany rezultat jest dosy¢ interesujacy. Wynika z niego, ze przemieszczenie
pionowe na brzegu w oSrodku lepko-sprezystym o réwnaniach konstytutywnych
typu (1.1) ma taki sam charakter, jak w przypadku sprezystym, jedynie wartosci
te pomnozy¢ nalezy przez funkcie pelzania § (¢, 7). Nalezy przy tym zwrdcié uwage
jeszeze na dwie istotne okolicznoéci.

Po pierwsze, z rozwazafn poprzedzajacych rezultat (3. 10) wynika jasno, i7
rozwigzanie réwnania Volterry (3.8),, proporcjonalnie do £ (¢) §{¢, 7), otrzymamy
nie tylko dia p=const, ale i dla p=p (x,). Wynika stad, ze podobny do (3.14) re-
zultat odnosi si¢ do przypadku ogdlniejszego. Mozemy wice napisaé

(3.15) v (X, )=0%(x)) 5 (1,7),
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gdzie v* (x,) jest rozwiazaniem przypadku czysto sprezystego dla p=p (x;).

Po drugie, latwo zauwazyé catkujac (3.8); a nastgpnie (3.12), Ze wykonane
operacje W niczym nie ulegng zmianie przy przyjeciu ¢=a (¢). Ustalajac bowiem
w kazdej chwili ¢ szeroko&é przedziatu a dochodzimy do identycznego réwnania
catkowego (3.8); oraz identycznego rozwigzania (3.13). Wzor (3.14) prawdziwy jest
wobec fego i w zmiennym w czasie przedziale a (1) :

: T -
(3.16) o=~ E ST )

Wreszcie warto zauwazyé, ze jak dotad nie czyniliémy Zadnych zaloZen co do
postaci funkgji 6 (7, 7). Otrzymane wyniki poprawne sa wobec fego dla stosunkowo
szerokiej klasy ciat lepko-sprezystych, opisywanych lintiowymi zwigzkami calkowymi
{model Kelwina-Voigta, Boltzmanna, Arutuniana itp.). '

Dla materiatu typn Maslowa-Arutuniana, opisanego funkcjg

1
0 (t, T)= m*ﬁ* (0(1,-) {i __e*]’(f‘—f)]-,
(317) E(T):Eﬂ(l_ﬁe—a:) ,

_ A,
p(t)=C, +7*, :
opracowano przyklad liczbowy, przyimujac (dane jak dla betonu):

Eg=2-10°, f=1, «=0,03, C,=090.10"5, 4,=482.10-°, 9=0,026.

Wykresy przemieszezei dla dwdéch wartofei wieku materialu t=14 i t=28 dni oraz
. 5

o 2po
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dla réznych chwil czasu ¢ podano na rys. 2. Znajomo$¢ przemieszezenia o {x,, ¢)
pozwala wyznaczyé z (3.6) wielkosé 2 (1—v?) ]/2 ad , pofrzebna do obliczenia
g

naprezefi i przemicszezen w dowolnym punkeie pélplaszezyzny.
Mamy wtedy

2
2(1—1;2)]/; ad=

2 41—y I p—
=E(1) [; %&5 (t, ’c)j ]/azwxf cos ax; dx, —D¥ (t)c?(oc)]—

T

2 4(1-—v)p
.,_f[ —;——5(;‘ )f]/a —xlcosaxidxlw-l)*(r)6(@)]E(1)R(t 1) dr.
1
‘Wystgpujaca tu catke
: a 1 .
J=f Va*— x2 cos ux, dx, =a® f l/l —z% cos aaz dz
0 4]

obliczymy - przez: podstawienie z=cos ¢, otrzymujac -[3]

2 Va [ea\"t 3 n Ji(od)
— g2 in2 =2 — = —
J=a of sinp cos (e cos pldp=a 2 ( 2) F(Z)Jl(m) A

Tutaj J,{«a) jest funkcja Bessela 1 rodzaju,l pierwszego rzedu. Stad mamy

(3.18) 2(1— vz)]/é oA = E()[-L)——a z)J‘( )"-D*(t)5(oc)}

_fri(l V)Paa(t,T)Jlf:a)——D*(r)é(a)]E(T)R(t’T)dT'

‘We wzorze powyZszym wystepuje niewyznaczone dotad sztyWne przemieszczenie
D* (t) oraz rezolwenta R (7, 7) réwnania (3.5), do znalezienia kfdrej obecnie pizysta-
pimy.

4. Rezolwenta réwnania (3.5)

Rezolwenta rownania catkowego (3.5) spelnia¢ musi zwigzek
] 3 ‘ a
R, v+ f [—E(t)ﬁé (t, 9)] R(G,1) d€=E(t)5? a(t, 1),
T h ‘
ktdry przepiszemy w formie

' 2
@.1) —— R{t, 7)~ f 25 OB ORG, D do=~5(,7).

E(t)
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W dalszym ciagu ograniczymy‘siq do jadra 4 (¢, ) postaci [1]

I
eI g Fe @),

(4.2) 3, 7= G

E()

Prawdziwy jest wzor

3(t,0)= - [LJr (O (1 7700 ] = l EO (0)} [§ (O)+pp (6)] & 709
Oznaczajac
K2

@3 1 10 O] = 90),

e =y (1),
znajdziemy

a .

4.4 S 0O =00)— (D y (1) .

Jadro rdwnania {4.1) jest wiec zwyrodniale, co pozwoli na sprowadzenie réwnania
caltkowego do réwnowaZnego 1ownan1a rézniczkowego. W fym celu podstawiamy
(4.4) 'do (4.1): -

1 4 ' I t . a
g@ﬂmnwf@@R@aw+mof%@Rmawﬂgamw

vor,

Rézniczkujac powyiszy funkeje -qukrotnie”.W_zglgdem zoiiennej ¢ i, ‘wykonujac
proste przeksziatcenia dostaniemy w koncu réwnanie réZniczkowe drugiego rzgdu:

(4.5) R, r)Jr{? {-he () E(0] *Jﬁ(;} R, 1)=0,
ktére po podstawieniu _

- . k(t, T)ZZ(t5 T) >

4.6) E@®

| PP OEOI 5y =G
przyjmuje postac

@7 2 DGO Z (1) =0,

Jego rozwigzaniem jest funkcja

Z{t, D=2z, T)éxp['—ft‘c 0) a0 ;
stad '

-
: f G(0)de

(4.8) R(t,D)= f Z (¢, 7) dt+R (7, 0)= R('r ) f : dr'+R(z,7) .
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Z réwnania (4.1) mamy

0
R(r,r):—[E(r)a,ca(r,@] :

t=1

o a
R, )= “ [E €3 —5(1‘ 1:)]}] —R¥z, 7).
Wykorzystujge wzory (4.2) 1 (4.3) dostamemy po przeksztatceniach

E (1)
R(z, f)—ﬁ‘i‘?f/f D E®),
4.9

. 2@ .

Rz, )= E (1) [Ez(§+?¢ (T)} —E (@) [p (©)+ye (D]—
[E()+ ( )J’E()]2
e yp (D E ()] .

Z kolei w funkcji podcatkowej (4.8) uwzglgduiamy (4.6), ofrzymuiac

s

—~f Gloyas '
e -exp[ yf(l—{—rp(O)E(H)) d6'+ j %dﬁ]
~ jr = : EG) " |
= g (T t) & L) ED‘E(T)-— e Mu ) (1:)
E@ "
Dla zwieztosci wmowadzono nast@pujqce oznaczenia:
(4.10) TR yf [1- M(@)E(B)] .
Mamy wiec

¥

Er
R, )= R('r, ’L’)f e i) E(())dr +R(z, '.r),

a po uwzglednieniu wartosci (4.9) i wykonaniu elementarnych operacji -znajdzienmy
ostatecznie

@iy R, T)——?{@(T)—H’#”(T)]T??(T)[EE;‘l‘?@"(T)E(T)]} f P g

+[§Q~+ ()E()]
E() 7P (T T

5. Wyznaczenie naprezen i przemieszczen

Obliczong rezolwente R (¢, 7) podstawiamy do wzoru (3.18) i przystepujemy
do wyznaczenia napreZef. Bierzemy wige pod uwage wzory (24) i otrzy-
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mujemy

, pat 4(—v? I (ua)
au(xl,xz,z)=—z(1—v2)lf E(f)[ ( :z)p“au, 9 lza—m(r)a(o:)]x

P A4l T
x g (l—ax,) e~ 2 cos ax; dcx.—f [f[—(—;;)—?ﬁé(rl,r) 1(:{&) “D*(r)é(oe)]x

0

xE(t) R, 1) d'c] o (1 —ax,) & %% cos ex; dog .

“Po zmianie kolejnosci catkowania i uwzglednieniu wykorzystanych juz poprzednio
-whasnos$et dystrubucji & odpadnq wyrazy zawierajace funkcjg D* (£):

‘ 81 2)2 _
all(xl,xz,t)z[—ﬁ——E(t)é(t T)le(cra) {1 —ax,) e *2 cos oexldor]

8(1 v?)
- f [ Y 6, D) f T o) (1 —aoxs) e~ cos ax, doc]R(t 1) dr.

“Przeprowadzenia aualogiczﬁybh obliczen prowadzi do podobnych wzordw dla
-pozosfalych naprezefi. Zestawimy je wszystkie:

t
«(3.1) (X 15 Xz, 1) =8, (X1, Xg, 1) — f Sifx, %2, D Rt D)de,  1j=1,2,
n

-wprowadzajac nastepujace oznaczenia

8(1—1?) pa p )
811021, %2, 1) = —TE(I)ﬁ(t,r1)fll(ma)(l—_acx,_)e **2 cos ax; du,
(1]
8(1— vz)2
(5.2) S22(%g; X2, 1) = — —T_E(t)cS(t Ti)fjl(ma)(1‘1‘“-’52)3—“2303ax1d°‘s
8(1—vH)pa )
Si1alxy,%5,8)= —TE(I)é(t,rl)fJL(ma)axz e~ " gin ax, dot .
) o

Przemieszezenia wyznaczymy ze wzoréw (2.6) i (2.7) przy wykorzystaniu (3.18)
i (410

l—l-v
wa(xq, Xy, £)=— 2 ]/—-- f wd (1 —2v—axy) e ™2 sin ax; dod

+(1+v) l/~— ocA {1~ 21: ozxz) e %2 gin Xy doc] S (2, r) dt_
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v~y /2 _
= _E(z‘) {f - ad (1—2v—ax,) e”*2 sin o Xy do -
4]

+ Tf [f ]/—% oA (1 =2v—ax,) e ™ sin ax, a’oc] [—E@®)S(t, D) de

W pierwszej kolejnoéei na podstawie wzoru (3.18) obliczymy calke niewlaciwa:

S/ 2 o ([ 2pa 1(fm)
I1=f -~ oA (1 =2~ ax,) e”*% gin Xy do= f {[ — =
0

E@D*(1) ‘I 2pa OJla E (7) D¥
2y 06| [ om0 Ha@]x

1

x R(t, 1) clr} (1 —2v—ux,) e~ sin oy dot

Ze wipledu na wystgpowanie pod catka Hoczynu 6 (o) sin o x, drugie skladniki
w nawiasach grdnxastych odpadna i dostaniemy ’

¥ (2pa Ti(wa) (1 2pa i)
Il=j {—*5(1‘ T)E(f)“—‘“—f > 1) E (7) " ]R(t,:r)dr}x
0 71 -
x (1—2v—ox,) e e sin ax, du.
Oznaczajac dalej

2pa : h sin ex,
(33 S E@, r).f Ji(ea) (1 =2v—ox,) e “‘2“0—* do=U(x, x,, 1)
p :
ofrzymamy

t
Li=Uilx, x5, 1)— f Uilxg, x,, T) R (1, T)dr.
71

Na przemieszczenia u, otrzymujemy wiec wzdr
14y 1+
(e )= = 0 (fl+ f B -E©F 69N )=~ g v, .0 -
- fU;(xl, X1, 7) R(t, 1) d‘r—}-f Uiy, x5, 0) [E() & )] de—
T T '

._fx[f Udxy, x5, ) R (7, G)d()] [—E(®) S, D dt}.

Stosuiae do ostatniege skladnika przekszialcenie Pirichleta oraz wylkorzystujac
wlasnosci rezolwenty R (1, 7) [z (4.1}], otrzymamy w koficu

5.4 _ u(xy, Xz, 1) = Uilxy, X2, ).

.]L
E (r)

Rozprawy Inzynierskie — 2



Tosa8 . ZBIGNIEW PIEKARSKI I GWIDON SZEFER

Dla przemieszczenia pionowego u, mamy wzor

1-+v

uy(x1, X2, 1) = E‘('B

B
‘/ﬁ,},— J ad [2 (1 =v)-Fax,] e cos axy do—
1]
T k4 [+ .
—(1-4v) ]/? f {f ad [2(1 —v)+ax;] .e‘_“‘x2 COS oLXq da} S (1, 1) dr+-D* ()=

1y [ P4/2 _
- E(t){ ;,f 2w R re] e cos i dack

t o0 7 .
'+f U ]/? aAd R2(1—y)Faxs] e cos ey d“] [—E@)§ (¢ )] dr}'f”l)*(t).
11 [t )

Obliczajac calke
2 .
B f ]/'; ad [2 (1 —v)-+ax,] e™*™ cos ax; da=

_ i J;(oca)_E(t)D*(t‘)
- Sl

]

_([ IR AR AL

A=) d (o )]R(r r)dt} R2a-vt

+ax,] e **2 cos omcL de
i wprowadzajac oznaczenie

COS 0Xy
-

(55) do = Uz(vla X2y t)

znajdziemy

EM@D*@) £ '
EOPO [ swmea o] oo da

L=Ux(x,, x2, )~ 2(1—7)
: o

- f U, (51, %2, 7) R (£, 7) do+ f Eg)l—‘?—(i)( f 5 (@) 12 (L—v)Fouxs] €% x

X COS 0LXy doL) R(t, 7) do=Us(xy, %2, 1) — f U,(x(, X2, 7) R (2, T) dr—

_E@®DO) +f F(2) D* ()

1—I-V 1y R{t, ) dr.

L3
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Manty wiec
_1+v ! ‘ o
o, 32 =5 {12+ [L1-E®RE) dr}+D 0=

E(1)
14v

D*(f) +

_1+v
20|

t
Ua(x1, x5, 8)— f Us(xq, x5, 7) RA2, ) di—

1

v

t ES !
-l-f ESEI)-:;(Q R(t,7) dﬂ‘f Us(¥1, %2, ) [—E () § (8, 1)} do—

_ jt[f U, %2, 0) R (2, 0) db| [~ E @) 2, )] d’"‘f

L

E(z) D*(7)
1+v )

[ £ E@)D*(0 ) _
* [—E (1) § (1, )] df+f[f——(%r—vﬁmf, 9)][wE(t)c5(t, 1 d_r}“_tD*(r).

Po prostych przeksztatceniach uwzgledniajacych whasnosei rezolwenty R (¢, T
znikajg wyrazenia Zawierajace D*(1):

1+

(5.6) uz(x1; X2, t)=“ET(5 Ua(q, x5, 1)

Ostatecznie zestawienie wzoréw dia przemieszezern ma postaé

sin ox;
— d,
74

_2(+4y

?32

(31

o
padt, T)f Ji(aa) (1 —2y—ax;) e” %
0 Co

(5.7) o |
Lis _
Uz =2—(£:~lipa o(t, 1) f Ji(oa) [2(1 —¥)Fax,] e % °

08 orx,

de
Wzory (5.1) i (5.7) stanowig pelne rozwiazanie postawionego problemu. |

6. Zakonczenie

Rozpatrzone w pracy zagadnienie rzuca nieco $wiatla na stan naprezenia i od-
ksztalcenia ofrodka lepko-spreZystego ze starzeniem w okolicy otworu. W tym
zakresie zwlaszeza rezultat (3.14) i ogdlniejsze (3.15) i (3.16) wydaja si¢ zastugiwaé
na uwage. Moze on znalezd zastosowanie w teorii szezelin jak i mechanice goro-
tworu. Przyjety model pelzania Jest dostatecznie ogdlny i zawiera dosyé szeroka
Klasg materiatéw, dla ktdérych rozwigzania (3.14), (5.1) i (5.7) mozna wicc otrzymad
natychmiast.

Nieinwariantnoé¢ modelu wegledem chwili przytozenia obciazenia sprawia,
iz nie mozna bylo stosowaé analogii Alfreya; mimo {o uzyskane wyniki dowodza
pewnej analogii do rogzwiazad sprezystych. '
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PeztomMe
TIOJB3VUECTE TONYIIOCKOCTH 1IPYM CMEIIAHHBIX KPAEBBIX YCIIOBHIX

B pafoTe ofcyxmacTes 3afasa, KaCarmancs FOAYITIOCKOCTH h3 BA3KO-YNPYTOT0 MATEPHATA,
HOYAESAIOMErocsK JILHeHAOH TeQpHH CTAPCHAA ApyTyHEAE, TPY CMEUAHHLIX KPACBEIX YCIOBHAK,
COOTRETCTBYIOUIME TPELLMHEE Tpmthduta. TIyrem IpHMEHEHHMS HHTErpajbHOTO npeobpazopaHus
dyphe 1 HIEMEHTOB TeopuH O0GOBIENHEIX dyExIMi 3anata CROJHTCA K CHCTEME HHTEr PANbHBIX
VpaBHeHHH, Tl KOTOPHIX ZACTCA 3aMKHYTOO penrere. B 0coBeHHOCTH ODPEAEIMIOTCA TIepeMes
MEHAA B YACTH OTBEpCTHS, IIOIy4asd FHTEPECHBIL PE3Y/IBTAT, BEIPAMAION(HIL TION3Y4ecTs TOH
YACTE Xpas B BEAG TPOM3ECHCHEA YUPYTOFO penreran ¥ GyHKUMI HOT3YHCCT

Summary
THE CREEPING OF A HALF-PLANE AT MIXED BOUNDARY CONDITIONS

Considered here is the problem of a half-plane made of visco-elastic material subjected to the
Arutunian theory of ageing, at mixed boundary conditions corresponding to Griffith’s crack. By
means of the Fourier integral transformation and elements of the theory of distribution, the pro-
blem lLas been reduced to a set of integral equations for which the exact closed solution is given,
In pariicular, the displacements are determined in a portion of -the slit, yielding an interesting
result that expresses the creeping of this part of the boundary as the product of elastic displace-
ment and the creep function.
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