RozPRAWY INZYNIERSKIE
2, 18 (1970)
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1. Wstep

-~ Szczeliny wystepujace w polimerach powoduja niejednorodny stan odksztal-
cenia i napreZenia. Prawa fizyczne (sprezyste czy tez Iepkd—spr_QZyste), wiazace
odksztalcenia w strefie poddane] wysokim napreZeniom ze stanem napreZenia- nie
moga by¢ liniowe. Dane do$wiadczalne zebrane przez BERREGO [2], CESSNA 1 STERN-
STEINA [4] 1 KamBOURA [9] wskazuja na istnienie znacznych nieodwracalnych
.odksztatcen zlokalizowanych w plaszezyinie szezeliny i tworzacych waska warstwe
w postaci «przediuzenia» szezeliny. Taki stan odksztaleenia, poprzedzajacy znisz-
czenie, byl obserwowany w amorficznych -termoplastykach (por. Kamsour [9]).
‘Obszary polozone okolo brzegdw szczeliny o wyraznie odmiennych wiasnoéciach
optycznych i mechanicznych nazywaé bedziemy «pseudo-peknigeiem» (termin
angielski «craze»). To whadnie w tym obszarze wigksza czgéé energii-jest rozpro-
szona przed peknigciem wiasciwym. Na przyklad dla pleksiglasu (PMMA) Kam-
BOUR ocenia, Ze tylke 1,5% energii zostaje zuzyte na pélcona.m'e sit spoinoéci, 16%
jest stracone na deformacj¢ plastyczng, reszta jest r_ozproszond podczas procesow
deformacji lepko-spreZyste;. ' '

Wrydaje sig, e Zadna z dofychczasowych teorii zniszczenia pelzajacego nie
uwzglednia nieliniowych - proceséw zaleinych od czasu, wystepujacych w wierz-
chotku szczeliny. 'Wezesniejsze prace WILLIAMSA [21], ScHAPERY i WiLiAMSA [18]

. oraz KNaussa [10] wyprowadzaja prawa zniszczenia pelzajacego na gruncie liniovej
teorii lepko-sprezystodei. WILLIaMS [21] probuje uniknaé osobliwodci, jaka pojawia
si¢ w wierzchotkach szczeliny, przez intuicyjne wprowadzenie pewnego charakte-
rystycznego obszaru, ktdrego wielko$é okredla intuicyjnie (podobnie jak to uczynit
NeuBer dla metali}; w obszarze tym skladowe stanu naprezenia sa usredniane.
Poza tym w modelach Williamsa [21] material wokol szczeliny zostaje zastapiony
ukladem niezaleZnych «kolumn», z ktérych kaida koleino wchodzi w kontakt
z wierzcholkiem poruszajacej si¢ szczeliny.

Z drugiej-strony istniejg opracowania, Scuaprery [18], w ktorych na podstawie
ogdlnych rozwazah termodynamicznych wyprowadza sig réwnanie ‘bilansu energe-
tycznego dla chwili pojawienia sie zniszczenia i dla ruchu szczeliny. Wirriams [22]
rownania te zastosowal do liniowego lepko-spreZystege oérodka, jednakze, aby
uniknaé trudnodei matematycznych, WILLIAMS nie rozwiagzuje problemu szezeliny,
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lecz rozwaza defekt kulisty, powstajicy pod wplywem dziatania ciénienia hydro-
statycznego.

SMITH [19] oraz KNauss [10] poswigeili sporo uwagi problemowi zniszczenia
w polimerach przy dwuwymiarowych stanach napreZenia i rozmaitych historiach
obciazenia. Wyniki tych badan, wzupeinione danymi do$wiadczalnymi, wskazujg,
Ze wartos¢ obcigzenia krytycznego (lub krytycznej deformacii) zalezy od predkosei
oraz od drogi obciazenia. : ' ' :

Stosunkowo niedawno CESSNA i STERNSTEIN [4] zaproponowali pewien nieliniowy
model reologiczny, nadajacy si¢ do opisu nicjednorodnego stanu odksztalcenia
w ciele ostabionym szczeling. Model ten sklada sig z elementu Maxwella polaczonego
w szereg z elementem Voigta z tym zastrzeZeniem, Ze thimik w tym ostatnim jest
nieliniowy zgodnie z prawem plynigcia Eyringa. Rzeczywidcie model taki pozwala _
opisa¢ kilka istotnych wlasciwodcl polimeréw: sprezystodé natychmiastowa, lepkie
plynigcie oraz sprezysty powrdt a takze to, co jest najistotniejsze w teorii szezelin:
plynigcie plastyczne w obszarze wysokich wartoéci naprezefi z réwnoczesnym za-
chowaniem - liniowej lepko-sprezystoéci w pozostalej czeSci oérodka. Autorzy ci
okreslili takze na drodze do$wiadczalnej pigé stalych charakteryzujacych éw model
W odniesieniu do pleksiglasu (PMMA). Budujac nastepnie prosta, przyblizona
teorig odksztalcenn dla wierzchotka szczeliny, CESSNA i STERNSTEIN poréwanja
dane z testéw laboratoryjnych, dotyczacych zniszczenia, z przewidywaniami teore-
tycznymi. Zgodnos¢ jest dobra, jakkolwiek uZycie modelu o statych skupionych
{zamiast cigglego spektrum) wydaje si¢ zmniejszaé ogdlno$¢ metody. Chociaz
trudno jest oceni¢ precyzje przyblized w analizie Cessny i Sternsteina, ich praca daje
doskonaly poglad na problemy zwigzane z opdZnionym zniszczeniem w cialach
lepko-sprezysto-plastycznych. '

W zwiazkn z niniejszym studium interesujgca jest wlasno$é zaobserwowana przez
‘CﬁSSNig I STERNSTEINA. ; jest to mianowicie stato§é parametru proporcjonalnego -
do «wielkosci» strefly plastycznej w chwili krytycznej. Parametr ten pozostawal
niezmienny przy bardzo. réznych wartosciach koncentracji naprezen oraz predkoéei
obcigzen (w przedziale od 10~ do 10~* s~1), W $wietle tym usprawiedliwione wydaje
sig zaloZenie przyjete w niniejszej pracy, Ze istnicje krytyczne przemieszezenie
w wierzchotku szczeliny, decydujace o wlasnoéciach wytrzymatoSciowych mate-
riatu (*). Réwniez danc zebrane przez Smitha [19], Lowa [11], Knaussa [10] oraz
MUELLERA § KNAUSSA [13] dowodza istnienia kryt'yczﬁego przemieszczenia; w ostat-
niej spo$réd wymienionych prac wielko$é ta jest takze zalesna od temperatury oraz
predkosci obcigzenia (dane doswiadczalne). ‘

Niniejsza praca przedstawia prébe rozwigzania problemu rozkladu naprezen,
odksztalcen i przemieszezei okoto osiowo-symetrycznej szczeliny przy przyjecin
modelu Pugdale’a dla opisu efektéw plastycznych w obszarze koncentracji naprezen
{waska strefa w ksztalcie pierécienia otaczajacego szczeling) oraz przy zaloZemiu,
Ze materiat zdala od szczeliny zachowuje si¢ jak liniowe ciato lepko-sprezyste.

(') Niektérzy badacze nie Iubig zalozenia o «krytycznym przemieszezeniuw, jak np. W, S.
Brackpurn (informacja prywatna). Twierdza oni, ze wlasno$é ta powinna raczei wynikaé z teorii,
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Nie czynimy zadnych dalszych zastrzezert odnognic rodzaju modelu reologicznego.
Poszukiwaé bedziemy zaleznoéci rozkladu naprezefi okolo szezeliny od obcigzenia,
czasu i drogi obciazenia. Ponadfo w ogélnym przypadku, ktéry poniZej zostanie
rozpatrzony, plyniecie plastyczne w obszarze koncentracji naprezen bedzie takze
zalezne od czasu. Przyjmijmy, Ze charakter zmiennosci granicy plastycznodci w czasie
okreslony jest réwnaniem Crocheta

{1.1) Y({)=A+Bexp (~Cy),

gdzie 4, B i C s statymi materiatowymi, y jest zalezne od histori obciqzénia. Po-
dobnie jak i Crocher wybierzemy nastepujaca reprezentacie:

(1.2) o x=lel—eh) (-2,

gdzie wskazniki V oraz E oznaczaja lepko-sprezyste oraz czysto-sprezyste skladowe
odksztalcen. Rownanie (1.1) definiuje granice plastycznosci ¥ jako funkcje mono-
tonicznie malejaca wraz z y. Oznacza to, 7e szybsze obcigZanie odpowiada WYZSZym
warto$ciom ci$nienia plynigcia (zgodnie z danymi do$wiadczalnymi; por. HELLER,
Stor1 i FREUDENTHAL [8]). '

Rownanie (1.2) wskazuje rowniez, Ze poczatkowe odksztalcenie ofrodka jest
typu idealnie sprezysto-plastycznego, poniewaz dla y=0 obserwujemy uplastycznie-
nie wzdhuz poczatkowej strefy plastycznej, ktérej dhugodé okredla jedynic wielkosé
obcigzenia oraz poczatkowa granica plastycznodci Y (0)=A-+A3. Zmnigjszanin
Y przy stalym obciazenin (nie dosé duzym, aby spowodowaé zniszczenie) odpo-
wiada wydluzanie i poszerzanie strefy plastycznej. Towarzyszy temu fak?e wzrost
przemieszezett w wierzchotku szezeliny, w glebi strefy plastycznej. To stadium
powstawania peknigeia moze byé poréwnane do stadium tworzenia sig pseudo-
peknigoia (craze), jak zaobserwowal KAMBOUR [9). '

Celem niniejszej analizy jest ustalenie zaleinodci migdzy wytrzymalo$cia mate-
riatu, historia obciazenia, czasem, temperatura, a tak¥e szybkoécia odksztalces.
Te wlasnie parametry okredlaja zniszczenie pelzajace w polimerach.

W granicach przypadku, gdy efekty plastyczne w wierzchotku szezeliny mozna
pomingé (cialo kruche) oraz dla jednej tylko warfoSci czasu (edy opéZnienie lepkie
' réwna sig zera) — otrzymujemy z naszej teori teorig Griffitha. Mozliwy jest tez
inny przypadek graniczny, gdy obszar odksztalced plastycznych posiada stalg -
dlugosé, mata w poréwnaniu z diugoécia szczeliny; otrzymujemy wéwozas mody-
fikacj¢ Irwina-Orowana. Zasadnicza réznica migdzy wymienionymi tu przypadkami
a nasza teorig polega na uwzglednieniu czasu jako parametru decydujacego o znisz-
czeniu.

2. RozKklad napreien i odksztaleed, Granica plastycznodei jako fonkeja czasu

Problem szczeliny rozprzestrzeniajacej si¢ w lepko-sprezysiym ofrodku lub
tez szczeliny o stalej dfugosci lecz poddanej zmieniajacym si¢ w czasie obciaZeniom
nie moze by¢ rozwiazany za pomocy istniejacych mefod teorii ciat lepko-sprezystych,
izn. za pomocy analogii sprezysto-lepko-sprezystej. Obydwa wymienione zagadnie-
nia prowadza do mieszanego problemmn brzegowego z warunkami brzegowymi
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zaleznymi od czasu, a zatem do przypadku, gdy transformacje catkowe wzg]gdem
czasu nie moga byé wykonane.
. Jednakze w przypadku, gdy wszystkie W1elkoscl zaleZzne od czasu rosna mono-
tonicznie, mozemy zastosowal «uogdlniong zasadg analogii» GRAHAMA [7].
Wedhig modelu, ktdry tutaj proponujemy, szezelina osiowo-symetryczna jest
otoczona waska strefa plastyezna typu Dugdale’a, a ofaczajacy material zachownje
si¢ jak liniowy lepko-sprezysty ofrodek opisany nastgpujacymi réwnaniami:

de; ,(r)

= f G, (t—1) " dr,

2.1
2.0 sl

8= sz(t—r) dr,

gdzie G1(2) i Go(r) sa modufami relaksacyjoymi przy $ciskaniu oraz izotropowym
Sciskaniu, 5,1 e;; sa dewiatorami napreZenia i odksztalcenia oraz d;; s1 dy; e tensorami
Julistymi 0dp0w1edn10 dla stanu naprgzenia i odksztalcenia. Moina z latwoécia
wykazaé, ze wzér GRAHAMA [7 ] na przemieszczenie w plaszczyZnie szozeliny

alt)
22 wip,n= wK@f

r

dv Y sp (s, 1) ds
(“02—,02)1/2 (92_32)1/2

a(t—1) 4 "
sp (s, t—1) ds
+— j K(T) Re{ f (0% — 2)1/2 (02— )il w} g

moze byé napisany profciej w nast@pujqi:ej postaci:

(2.3')"" A u(p £) =10 (p,t)—i—f K(O) W (p, t—1)dr.

Tutaj #2(p, t) jest- rozwigzaniem sprf;zystym tego samego p1ob1emu brzegowego
(skojarzone rozwidzanie spreZyste), p (p, ) cifnieniem przylozonym do powierzchni
szezeliny, do ktdrej wlaczamy takZze obszar plastyczny, p=rfa jest bezwymiarowa
* wspdlrzedng radialng (pozostalymi wspdtrzednymi sa z 1 ) oraz a (¢). zewngtrzaym
promieniem strefy plastycznej (jest on wigkszy lub tez w granicy réwny dhugodci
szczelmy I(£)}). Na komec funkcja K (7) jest zdefiniowana [7] w sposob nastgpujacy:

2 (2G7(5)-GA(s))
L@W%@%)S]

(2.4) K@=+£"1

gdzie G3(s) i G (.s') sa transformataml Laplace’a modutéw relaksacyjnych oraz
£-1 oznacza odwrotna,tr_ansformacje Laplace’a. Rownanie (2.3). odnosi sig¢ do
dowolnego’ liniowego materiatu lepko-sprezystego, ktorego whasnodei sa okreSlone
za porocy funkcji (2.4). Wzory tego samego typu, jak mozna wykazac, sa prawdziwe
dla ‘wszystkich sktadowych pola przemicszezen oraz odkszialcen, a napreZenia
wokol szezeliny: sy takie same, jak w problemie sprezystym.,
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- Przy dodatkowym zatozeniu, ze wspélezynnik Poissona jest niezaleZzny od czasu,
moduly’ G; 1 G, sa od siebie zalezne w prosty sposdb: Gl—(l 2v) G2/(1+v)
Wowczas #éwnanie (2.4) przyjmiuje postac [7]

e
(2.5) K(t)y=.r W, S%t-
Iub )

(2.6) K(1)= { (=9 Ds @)

21— D),

gdzie D (¢) jest podatnodcia na pelzanie, mierzona przy Scinaniu D, lub tex przy
rozeigganiu D, W dalszym ciagu bedziemy posluglwac si¢ jedynie funkcja Dy.
Dla uproszczenia opuscimy fu mdeks T.

Nasz model szezeliny r6zni- sie nieco od modelu zaproponowanego przez
GoopIErA I FIELDA [6] dla przypadku dwuwymiarowego oraz przez OLESIAKA
1 WnukaA {14] dia przypadku tréjwymiarowego, zwlaszeza w dwéch ‘aspektach.
Po pierwsze przyjmujemy- tutaj, ze granica plastycznodci bedzie funkcja czasu
Y=Y (¢) zgodnie z (1.1). Funkcja ta nie jest znana g priori i zostanie ona okre$lona
po rozwigzaniu odpowicdniego problemu brzegowego w liniowe] lepKo-sprezystodei.
Gdy skladowe tensordw a}; oraz ek 7 beda znane, niezmiennik x bedzie skonstruowa-
ny tak, jak tego wymagaja réwnania (1.1) i (1.2). Po drugie zasadnicza réznica
polega na innej formie réwnat konstytucyjnych ofrodka otaczajacego szczeling:
ofrodek jest tutaj «wrazliwy» na procesy zalezne od czasu w odréznieniu od poprzed-
nich’ przypadkdw.

Zgodnie z CROCHETEM [5] granica plastycznosm _]eSt okreéloua przez wiclkosé
proporc_]onalnq do mtensywndscl odksztalcen w najbardzw} odksztaiconym ele-
mencie, mianowicie :

x= [(EIJ Elj) (SIJ_"Sij)] ,Z

gdz1e &y 1 &) oznaczaja lepko-sprezyste oraz sprQZystc skladowe odksztalcenia,
obliczone w najbardziej odksztatconym p‘unkme obszaru sprezystego. W naszym
przypadku punkt ten pokrywa si¢ z zewngtrznym ‘brzegiem strefy p}astycznej r=d.

Po natychmiastowym uplastycznieniu, kt6re okredla poczatkowa dtugodé strefy
plastycznej, proces uplastycznienia trwa nadal; wyobrazamy sobie, ze proces ten
moZe byé w przyblizeniu przedstawiony przez funkcje schodkowa (rys 1). Réwno-
cze$nie dtugosc strefy plastycznej rosnie z uplywem czasu. W rzeczywisto$ci prawdzi-
wy rozklad napreZen o, jest ciagly (rys. 1b). Ten wykres z kolei zostanic uproszczony
i zastgpiony przez pojedyncza linie prosta, narysowana na fredniej wysokosci, .
Sredniej pomigdzy poczatkows granica plastycznosci ¥, oraz chwilowa granicg
plastycznosci Y (¢), obliczona w punkcie r=a:

@7 DR <‘Y(f)>'=3“(Yo+Y(f))-

OczywiScie, $rednia (¥} jest funkcja czasu, dotychczas nieznang.



332 MIEOSZ WNUK

Taki rozktad napreZen okolo szczeliny w ofrodku lepko-sprezystym, zgodnie
2z uogdlniong zasada Grahama, jest taki sam, jaki powstalby w ofrodku sprezystym,
obcigzonym w identyczny sposéb. A zatem, korzystajge z wynikdw pracy OLESIAKA
1 WNUKA [14], mamy

o,=—p(t),
o.=0,

gp=—14+2np() dla 0<p<m;
Uz=<Y> ’

a=xp(t) (%)2—1@()?') ll - (%1‘)2}-{—(1’) >

Go=20<T > —kp (1) (%)Z—i—rcﬂ’) [1— (%)2] da m<p<l,
247 ._1(1~—m2)”2 __1(1)] -

0'z=—n*[(1+)b)sm o —Asin Yk

2.8 2 a2\ 1)2
_( ) ar=£2{[(1+2)(1+rc(m))—x] sin—l(plz_]:iz) +redsin—t %

s (74 )

x| (p(1+2) Pt — A sin PYE
. 2 2 \1)2 .

o =L:>{[(1+A) (2;;-«, (;1) )ﬂj sii—* (p12 _’:;2) — 294 sin~1

. ij2
X(;) xlsm‘l[(p(l—[-l)) (i 12) }}, dla p=1.

m

a C
Oz LT oz |
Y(o _ oY)
“ N\ M N =N

] e
- — [Ty -

Poczgikowe Wirost sfrefy plastycznef
uplagjycznienie z uplywem czasu

Rys. 1. Tworzenie sie strefy plastycznej i rozklad napresen o, wewnatri tej strefy

Ten rozklad odnosi si¢ do przypadku 1, tj. gdy 'obciqzenie p=p(f) dziala na
powierzchni szezeliny; w przypadku 2, t_] gdy napreZenie rozciagajace przyloZone
jest w nieskosficzonosci, otrzymujemy
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a,=0,

=p (O (x~1),

o= ~p({){(2v-}x) dla 0<p<m;
=Y, |

<Y>k1 m<1:a+x(p)1 |

o = |a-nem—s(2)]. @ mep<
2{Y> 1 L2 \1i2
P ————[ﬁi—lsm'l( )+sin_1( z 2) ],
w12 p pPr—m

e [ v E Pt R P )
g, = 7; IIC—ICJrK*; sin P —{1—%) Asin TD-— ,

2{¥> m\?] 1—m2\42 1
Ty {[2v+rc-—x (;) ]sm'1 ( ) 2) —(2v-+x) Asin~? (7)—)},

prem

dlap=1.

Stosunek A=p/(Y) jest tutaj funkcjy czasu, poniewaz zaréwno p jak i Y sa
zalezne od czasu, Widaé wigc, Ze napreZenia sa takze funkcjami czasu. Pozostale
oznaczenia k=(1—2v) (14+v)/2, m=Ija, gdzie | jest dlugoscig szczeliny oraz a jest
zewngtrznym promieniem strefy plastycznej. Wszystkie naprezenia sg podane dla
trzech réznych obszaréw: wzdlui powierzchni sze,zeliny 0=s p<m, wewngtrz strefy
plastycznej m=<{ p<; 1 oraz na zewnatrz tej strefy p= 1. Latwo zauwazyc¢, Ze napre-
zenia sg funkcjami me01a‘g1ym1 w punkcie p==m, '

Bezwymiarowa dlugosé strefy plastycznej m=1 jest zaleZna od bezwymiarowego
obcigzenia A w ten sposéb, Ze jest spelniony warunek skoriczono$ci naprezen [14]:

| (142412
(2.10) m-l= 1+4 7
(1—An-1z,

Numery w nawiasach poza réwnaniami oznaczaja odpowiedni schemat -obcig-
Zenia: bedziemy uzywaé tego systemu oznaczedl réwnieZ w pozostalych réwnaniach.
W punkcie p=1, tj. na korcu strefy plastycznej, mamy

[
(1 sz<Y>s o, =Y |1+ r——"—5 (1+° ]

[ |
(2.11) 0=CY) | =g |5

() 0. =YD, o=(¥)[1+@—1) A~xi?],
o={Y> [2v—(2v-+1x) A-1+xi?]



oraz sprezyste pole odksztalcenia:

Y 2
4} e°=<Y>21c, gt <>21c[(1—|—v) s 1]

i

Tk > ES
LY PRDE
gy = ~*ﬁ(1+v)2x (1—!—1)2 ;

1
|,, .

Y ARG 3
) sfﬁT [2i4+(1—=21) A], © &S ——{21€+[ v~i—rc (v—l)] A=
' - o s (149) A2},

(2.12)

&y ——<—{ Ev-l-(l—I—V) x]+:c (1+v) P}

Dalsza analiza prowadzagca do okreslema funkcp Y(r) quzw przeprowadzoua
przy. zaiozemu, 7e stosunek przyloZzonegg - obclazema do ‘granicy plastycznoécx
jest niewielki (1<1). Wéwezas powyisze réwnania Upraszczajg sie do postam

N - <Y>: C g <Y>: - ae=2V§Y>,
(2.13) - - . .
L sf=% K, ef=ig>“ . gy =0

Te wartodci-naprezen i odksztatcen w punkeie p=1 sad’wépdllie dla- obydwu ‘sche-
‘matéw obceigzenia (male wyzszego rzedu zostaly pominiete).: Odksztalcema Iepko-
sprgzyste w! erzcholku strefy plastycznﬁj wynosza zatem

Ty 40!

(2_.14) 2 c— e,————Z 2

3 E K(O) (Y(t 'c))dr 766:,0: o

Laczac (2.14) z (2.13) moZemy ,skonstruowac funkch x‘. ‘_Pp_ p_ierwézé zauwammy,
Ze funkcja y=[(e;;—&§) (e;;—¢€p)]H? moze byé ‘przedstawiona w postaci

. FE AT o : S s

(2.15 xX= [(Bu—e?j) (e-u “3?1) ‘|‘_ (e~ 83)]

lub ez po podstavwemu 33—38 —0 w postacz nast@pu;qcej

- (e~ ei;) (ey— eu) [(‘sz “"30)2 +(3 0)2 - (3 - 30) (&:— 0)] 3
(2.16) ;
i 1
3 {ay "_5?1)2 = 3 [(e.—e) (e ""3;?)]2 .
Tak wigc mamy . _
(2.17) 1=~y (e~ 812,

Na koniec, biorac pod uwage (2.13) i (2.14), otrzymujeiny
| 2V [ RG
(2.18) x= )<Y(t ) dr.

E ) KO
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- Przystapimy. obeenie sdo wyznaczenia funkcii (¥ (¢)>. Przypomnijmy rdwnanie
Crocheta: ¥ (1) =d-}-Biexp (—Cy), gdzic 4. B i C sa stalymi materiatewymi, oraz
skorzystajmy z definicji dredniej: 2 (Y= ¥4 ¥ (¢). Wystarczy to dovwyprowadzenia
réwnania calkowego na nieznang funkcie Y(t) mianowicie

- K@

25 K(r
{2.19) Y(t) A+Bexp{~]/E [( 4+B )((O)—l)—l— KEO; Y(r— 'c)dr]}

Przez kolejne dwukrotne réiniczkowanie‘spro'wadzamy to réownanie do réwno-
waznego mu rownania rozmczkowego ’

2 V(Y- A)+Y2 o () k@),

N AT B B)K(O) O
lubitez do roWnama 0 bardzwj Zwarte] postam coe T
@ - '-'~yy+y yzw(z)yw(z) P e
‘gdzie ' o
| y(O=Y()—A, of.=2]/21cC/E
@ ro="2 KO o aa i
2 K(0) K@)

Aby zilustrowaé zachowanie sie funkeji Y (¢), rozpatrzymy przypadek szczegdlny
ciala Maxwella, gdy P=af27,, =0. Rownanie (2.21) upraszcza sig¢ wowczas:

. @« .
P 2= ———— ;2
(2.23) yy—y 2,00

Podobnie dla trzy-parametrowego modelu (sprezyna E; po}qézona w szereg Z ele-

o ab : -
mentem Voigta E,, 7,) mamy P=T exp{—t/t,), Q=[—ab{A+B)jz,] exp (— /7o)

i wowcezas réwnanie (2.21) przybiera postaé

. “d 1
(2.24) el (J{’) = y+— (4-1-B),

gdzie b=E,[E, 1, 7o 1 T, 0znaczaja odeWIedmo czas relaksacji dla ciala Maxwella
oraz. Voigta. Pierwsze z ostatnich dwdch tdwnan moze byé latwo scatkowane:

225 Y(O=Q4-+B) {1 - T/iﬁ) exp[ . ~(4+B) z]}ﬂ . (4 +B) .

‘Wynik ten otrzymalismy przez sprowadzenie réwnania (2.23) do rownama rozmcz—

= d
kowego pierwszego stopnia korzystajac z toZsamofci (yy—yz)/yz-—H—(y/y) Oraz

eliminujac dwie stale catkowania z nastgpujgcych warunkow brzegowych.
Y(0)=A4+B,

(2.26) - k(0)
Y (©)=—aB (4+B) p o5 X0)
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Wida¢ z réwnania (2.25), ze poczatkowa granica plastycznosdci ¥ (0) jest réwna
A+B, a dla dlugich czaséw zmierza ona do ¥ (ec)=A. Podstawienie (2.25) do for-
muly defininjacej érednie ci$nienie plynigcia daje

(2.27) Yup=Yolw(t), w{)=1+F[1—exp(—ctf7,)],
gdzie
B
P=2a1E’
(2.28)

c=V2xC(24+B)JE .

Warto zauwazy¢, Ze dla materiatu niefcifliwego ¢=0, a zatem érednia granica
plastycznodci (¥) zgodnie z naszym modelem nie zalezy od czasu.

Przedyskutujemy krétko efekty zwiazane z zaleznoscia od' czasu granicy plastycz-
noéci dia modelu Maxwella, a takZe wskazemy na wplyw tej granicy na rozklad
napreZen oraz przemieszczen w plaszezyznie szezeliny.

</,
1,0
098
a9s [

064

a9z

090609
09

1
&
x=tt5

Py
X ot

Rys. 2. ObniZenic granicy plastycznos$ci w czasie poprze-
dzajacym zniszczenie (strzalka wskazuje czas krytyczny
weg przykladu liczbowego, podanego w tekscie)

NaprgZenia w wierzchotku obszaru plastycznego (p=1) maleja z uplywem czasu
‘po przyloZeniu stalego obcigZenia w- ten sam sposSb jak (V. Hustruje to rys. 2.
Widaé, ze predkod¢ «plastycznej relaksacji» zalezy silmie od wartosci stalych A,
B i C wystepujacych w réwnaniu Crocheta. Aby mie¢ oceng choéby przybliZzona,
przyjmiemy wartosci tych statych z dodwiadczefi HELLERA, STOLLA i FREUDENTHALA
[8], wykonanych na wypelionych polimerach, ktGre znalazly zastosowanic do
modelowania paliwa statego dla rakiet. Jesli podstawimy 4=100 psi, B=25 psi
oraz €©'=400, to B/4=0,25, §=0,111 oraz c¢~400 Y(0)/E. Ta ostatnia stala moze
przyjmowaé wartosci z przedziatn (1,40) zaleznie od wartodci stosunku poczatkowej
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granicy plastycznosei do modulu Younga. Czyanik /2 (1-+v) (1—2v) (1--B/24)
wynosi okolo 1 dla v=0,3 oraz B/4=0,25. Chociaz wykresy z rys. 2 wskazujg,
ze Wplyw wspétczynnika ¢ na predkosé relaksacii plastycznej jest znaczny, pokazemy,
Ze ten sam wspdlezynnik nieznacznie wplywa na przemieszczenia w wierzchotku
szczeliny.

hw(x)/w(o}

1 ; ! o
0 1 2 . A x=tf,

Rys. 3. Wazrost przemieszczers w wierzeholku szczeliny w czasie

poprzedzajacym zniszczenie (linie grabe odpowiadaja zmiennej

z uplywem czasu granicy plastycznosei; linia cienka odpo-
wiada zaloZeniu stalej gramicy plastycznodci)

To z kolei spowoduje znikome zmiany ksztattu krzywe; opéZnionego zniszczenia,.
zwigzane z wartoscia parametru c. Rzeczywiscie, wykresy na rys. 3 dla ¢=1 oraz
¢=10 ré2nia si¢ bardzo niewiele. Obydwa byly uzyskane przy obciazeniu «schodko-
wym» (stala sila przylozona w chwili t=0%); ilustruja one wzrost przemieszezen.
w wierzchotku szczeliny, zanim nastapi peknigeie. Wydhuzenie strefy plastycznej,
jak pokazano na rys. 4, zalezy od parametru ¢ w bardziej wyrazny sposdb, a krzywe
okredlajace opdZnione zniszezenie praktycznie nie «odczuwaja» zmian ¢: krzywa.
dla ¢=10 na rys. 5 nie zostata narysowana, poniewa? jest ona niemal identyczna.
z krzywa otrzymang dla ¢=1 (krzywa 2 na rys. 5). ; '

Na wszystkich wykresach (rys. 3, 4 i 5) linie cienkie ilustruja wyniki, gdyby przy-
jac¢ Y (£)=Y,. Chociaz réznice nie sa znaczne, to jednak nalezy pamieta¢ o tym,
ze dla odmiennych warunkdéw fizycznych, tj. dla innych wartodci stosunku stalych
B[4 (gdy material jest bardziej czuly na procesy zalezne od czasu), réznice te moga.
by¢ istotne.
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‘Aby wyprowadzi¢ réwnania odpowiadajace wykresom ha rys. 3, 4 1 5, rozwas
Zymy najpierw przemieszczenie W wierzchotku szczeliny, Dla . niewielkich bezwy-
miarowych obciazen A=p (£)/¥ (por. OLESIAK i WNUK [14]) ptzemieszczenie to jest
jednakowe dla obydwu schematow obciazenia i wynosi : ~

, 4(1—v®)1 A2

{2.29) ©w(1, =t (t)=T<Y> 7+ 0(2%) .
aft b
ap4 -

103806 |-
Poczgtek powsTowania
1036 I rniszezenia
1,034
41,032
1,03 |-
PR N S SRS [ SR VR TP
0 1 2 273 4 5 x=tf1,

Rys. 4. Wydlnzenie strefy plastyczne} w czasie poprze-
dzajacym zniszezenie (strzatka wskazuje wartose dla
przyidadn liczbowego zamieszczonego w tekdcie)

Tak wigc dla obcigZenia schodkowego p (1)=p, H (?) (gdzie H (t) jest funkcja
Haeviside’a), dla (¥ (£)> okre§lonego réwnaniem (2.27) oraz stakej diugoscei szeze-
liny I=1, otrzymujemy

. 200-v)leps.
. Offym .~ =0
(2.30) WO HOvO

oraz lepko-sprezyste przemieszczenia, zgodnie z vogélniona zasada Grahama
{dla ¢z 0): : '

| : K@)
(2.3 . w()=w(0) {w(r)-’r Jm w(t—1) dr] .

Tutaj w(0)=2 (1—=v?) l, p3/nE, Yo, E; Jest modutem odksztalcenia natychmiasto-
wego, a ¥, oznacza poczatkowa granicg plastycznosci. Podstawiajac w (¢) z réwna-
mia (2.27) oraz przyjmujac K (#)/K(0}=1/z, (cialo Maxwella) 1 calkujgc, otrzy-
mujemy

w(t) t. 1
{2.32) W= 1+(I—1—}5’)?0—+(1 - ~—c—) BIL—exp (—ctfz,)] -




ZNISZCZENIE W ICSRODKACH SPREZYSTO-LERKIOPLASTYCZNYCH 139

Wykres tej funkeji podajenty na rys. 3. Podobnie dlugosc¢ strefy plastycznej okreslona
Za pomoca Wzoru (2 8) dla malych /'L

2

. A : S
-(2.33)  awm 10{1+12/2] lo [1 + wz(t) H (t)] Ao=po/ Yo
b@dzm wzrastac b4 up}ywem czasit jak pokazano to na rys 4 (przyjegto tam AD = 1 14).

. fuingh
EETTY S
] .

Cine

Poczatek powslawania zniszezenia
08 |-- . . -

Sy

85 Y
0A |

024~ D ;_ R S

S IR L N B AR I
0 L2227 4 - & 8 oW 2 4
: - ' C =ty /T

Rys. 5 K:zywe opézmonego zruszczema przy zaleznej od
czasu granicy plastycz:uoml (krzywa AT

oraz pray stalej ‘granicy p]asfycznosc1 ¥r= Yo krzywa. i,
{¥>=Y,, krzywa 3

Opd7nione zniszezenie wystapi po czasie r=#,, dla kt6rego przemieszezenie
w(#) osigga krytyczng warto§¢ w*. Stalg materiatowa w* mozemy zwigzaé z kry-
tycznym napreZzeniem Griffitha pg; mianowicie widaé, Ze stosunek

w*  mE, Yow*
w(© 20—l p2

rowny jest kwadratowi obcigzenia krytycznego, podziclonemu przez kwadrat
przytozonego obcigZenia. Energia powierzchniowa 9, wystgpujaca we wzorze
Griffitha, moze mie¢ w naszym wjgciu nieco szersze znaczenie fizyczne: réwna sie
ona plastycznej dysypacji y=¥, w*, o ile 1<€1; dld tych wszystkich przypadkéw,
gdzie dysypacja energii przewaza nad praca przeciw sitom kohezji (dla materiatéw
ciggliwych Iub tez chocby quasi-kruchych plastyczna dysypacja jest okoto 1000-
krotnie ‘wigksza od pracy kohezji). Jedynie w granicznym przypadku, gdy Y,—E,
tzn. gdy efekty plastyczne zanikaja i moga by¢ pominigte, wielkosé y odzyskuje
swdj pierwotny sems energii powierzchniowej. Wowczas y jest réwna iloczynowi
moduty Younga przez przemieszezenie krytyczne w¥, ktére z kolei jest rzedu odleg-
gloSei migdzyatomowych.

(2.34)
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Biorac powyisze pod uwag¢ mamy

Po ts i ~tfz
I Ga e Sl (R FIERSICRAL |

Ve To ¢
Jest to zwigzek o zasadniczym znaczeniu: okre$la on wytrzymalto$é materiatu jako
funkcje statych materialowych oraz czasu {rwania obciazenia. Ilustruje te zaleznosé
- krzywa 2 na rys. 5.

Wszystkie powyZsze wzory upraszczaja si¢ znacznie, je§li przyja¢, Ze granica

plastycznodci (¥ jest stata i réwna ¥,. W tym przypadku f=0, y (t)=1 oraz

w(t)=wo [I1-Ftfz0],

(2.36) a(ty=a(0)=1[1+43/2],

2o (A tyfrg)- 12,
Pg
Réwnania te postuzyly do narysowania linii cienkich na wykresach, rys. 3, 4 i 5.

Poréwnujac krzywe 1 oraz 2 na rys. 5 zauwazamy, e krzywa I, otrzymana przy
stalej granicy plastyczno$ci wg frzeciego z réwnan (2.36), nie okresla czasu kry-
tycznego ¥ w sposdb konserwatywny. Istotnie, zmniejszanie (¥)> przyspiesza
procesy czasowe u wierzcholka szezeliny. Tak wige zniszczenie opéZnione wystapi
szybciej, niz by fo bylo w przypadku stalej granicy plastycznoéci. Aby zatem mie¢
oceng po stronie bezpiecznej, a réwnoczes$nie zachowaé mozliwic najprostszy forme
réwnania okreflajacego czas krytyczny, proponujemy, aby przyjmowaé staty (¥
réwna niZszej wartoSei od granicy poczatkowej, mianowicie {Y>=Y (). Przy
takim zatoZeniu otrzymujemy

o Y o) |12
;;G":[”Y—((é')l] (Itefroy 22

zamiast wzoru (2.36). Daje to kres dolny dla krzywych opisujacych opdéZnione
zniszczenie, tak jak to pokazano na rys. 5 (krzywa 3 odpowiada stosnnkowi ¥ (oo)/
Y ()=100f125),

Na koniec rozwazmy prosty przykiad liczbowy. Dla danych

pO/pG=1/2; pO/YO=1/4s C=1, ﬁ=0:111

znajdujemy z réwnania (2.33) czas krytyczny ¢, =2,7 7. Dla tej wartosci 7, réwna-
nie (2.25) daje zmniejszenie granicy plastycznosei od poczatkowej wartodei ¥, do .
090450 ¥, w chwili keytycznej; w tym samym czasic dhugo$é strefy plastycznef
wrzrasta od 1,03125 /, do 1,03806 /.

Okazuje sig zatem, w tym przypadku szczegdlnym, Ze dziesiccioprocentowe
zmniejszenie granicy plastycznodei powoduje nieznaczne zmiany wiclkosol posia-
dajacych istotne praktyczne znaczenie. Dhugosé strefy plastyczne] w chwili kry-
tyczuej jest okolo 0,7 % wickszy od dhugodci poczatkowe]. Rowniez czas krytyczny,
obliczony z prostego rownania (2.36)s, (f;=231,), oraz czas obliczony z (2.3) réinia

(2.37)
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si¢ nieznacznie. Dla innego polimeru jednakze i dla wigkszych czaséw krytycznych
ré¢nice te mogg byé istofne.

PowyZzszy przyklad zacheca nas do uczynienia nastgpnego kroku, to jest przy-
jecia {¥)=const. Zalozenie takie uprosci znacznie dalsze rozwazania i pozwoli
‘na wyprowadzenie wzoru analogicznego do (2.35), lecz nie wykluczajacego duzych
odksztalcett plastycznych, poprzedzajacych zniszczenie. Przypadki zniszczenia
przy plaskim stanie naprezenia oraz odksztalcenia zostang réwniez przedyskutowane.

3. Opdinione zniszczenie. Lepko-sprezyste przemieszezenia w wierzcholkw szezeliny

Punktem wyjicia dla wyprowadzenia podstawowego réwnania, okreslajacego
zniszczenie opéZnione, jest znajomos¢ przemieszczeri w wierzcholku szezeliny jako
funkcji czasu. W szczegdlnodci przemieszezenie to dla modelu Dugdale’a, dosto-
sowanego do przypadku szczeliny osiowo-symetrycznej przez OLESIAKA i WNUKA
f14], ma postad '

4(L—-v) 1Y { FRA—(1-£20)42 (1),

GD w1, H=v®= nE, I-(—a) (@)

Podstawienie powyzZsze do réwnania (2.3) daje obydwie skladowe przemieszczenia:
sprezysto-plastyczne (natychmiastowe) oraz lepkie (opéz’,nione), mianowicie

(1A~ [1+24(9) ”2+f1<(0) 1F-A(r—7)—
l —(1F2i¢ =) dr,

*

)
| 1- (1H,12(z))1f2+ f €0 [15;,12(;—1)]1!%.

32 w (:,‘)——2

W
Py (

gdzie
Pe=[rE 21 —v¥) [ ]2, }’=Yow* »

W (=YY, A=pOKY(£)).

Réwnanie to jest ogdlnie prawdziwe, tj. pozostaje spelnione dla jakiegokolwiek
ciala lepko-sprezystego, ktdrego reologiczne whasnoéci sa okre§lone przez funkcje
K (¢); rownoczesnie uplastycznienie w wierzcholku szczeliny moze zmieniaé sie
w czasie (y (£)) oraz przylozone obciaZenie p (r) jest dowolna monotonicznie rosna-
ca funkeja czasu. Zatozymy nastepnie statosé granicy plastycznodci (¥ = Yo(y=1).
Obliczajac w () w chwili 1=¢,, otrzymujemy wzdr wiaZzacy wytrzymalto$é materiatu
7 czasem trwania obcigzenia:

(3.3)

1A — (1—{—21(:‘*))1/2_*_[ X0 [1—!—1(1‘* —)— (1—|—22,(t*—'c))1"2]dr
G4o =1 .
|- (1H,12(r ))”2+j K(O) e (1= 2200 — ) V2] i,
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gdzie @g=1/l, lub tez By =p%{2Y 5 oraz A=p(t){¥,. Z tego wynika, & parametr @,
moze posiadaé dwie interpretacie: (1) stosunku dlugoéel charakterystycznej I, =
= w41 —v?) ¥,, przy: czym w* moZe byé uwazana za staly materialowa; (2)
polowy kwadratu stosunku obcigzenia krytycznego Griffitha do granicy pla-
stycznoscei.

- Dia obcigZenia schodlcowego p (t) =po. H{#) z (3.4) otrzymujemy

K@  (1H+ho—V 1420k,
(3.5) e @0.—1;(—0—*)— {I—Vm?,

gdzie Ay=p,/ Yg Po rozwmzamu ostatnich dwdéch réwnan Wzglgdem Ao otrzy—
mujemy

) ' ) 1{2
(3.6) - A= K('O)+[ K(O)]

Pox ) PP K
dla przypadku 1 oraz '

E 1/2 |
{qs iK—(Ol{z—q:» —@]} Cdla @<,

a9 . Aoé K (ts) K (t*_).
{K(O)[ HK(O)]}”;’ da B
K |* 7K@ @ Pzl

dla przypadku 2. Jest to wynik kofcowy, wigZzacy wytrzymalos¢ z czasem trwania
obciazenia. Przypomnijmy przyjgte zaloZenia: ofrodek jest. lepko-spreZysto-plas-
tyczny, osiowa symetria szezeliny, obciazenie o stalej wartoSci przylozone w czasie
t=0% na powierzchni szczeliny (przypadek 1) lub tez w nieskonczonosci (przy-
padek 2). O granicy plastycznos$ci zalozyliSmy, Z¢ jest miezalezna od czasu, réwna
wartoscei poczatkowej. Nie nakladamy natomiast Zadnych ograniczefi na wielkoéé
strefy plastycznej okolo szczeliny.

Latwo dostrrzec, Ze obcigZenie krytyczne, jakie byloby niezbedne do spowodo-
wania natychmiastowego zmiszczenia, ti. dla 7, =0, wynosi

Io(te=0)= @y +V28, yo
(38) [@o2-BI  dla B,
dutte=0)= | Ca aer @

Wynik fen jest idenfyczny z rezultatami analizy sprezysto-plastycznej OLESIAKA
i WNUEA [14]. Przy obcigZeniach mniejszych od Aot =0) zniszczenie jest takre
mozliwe, lecz wystapi ono z pewnym opoZnieniem ¢=¢,. Aby zilustrowaé powyszy
wynik (3.7) ogélnie prawdziwy, przyjmiemy, Ze ofrodek w otoczeniu szczeliny
opisany jest przez model Maxwella, a nastepnie Ze zachowuje si¢ on jak model
tréjparametrowy. Podstawiamy zatem odpowiednio K (1,)/K (0)=14t./t, oraz
K (1)K (0)=1+E,/E,(l —exp(—1,/7)) do réwnania (3.7). Otrzymane 'stad krzywe
opoznionego zniszczenia sg pokazane na rys. 6 (przypadek 1) oraz na rys. 7 (przy-
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padek 2). Widoczne jest, Ze najmniejsze obciaZenie, przy ktérym zniszczenie jest
mozliwe, wynosi zero dla modelu Maxwella, a dla modelu tréjparametrowego

@, 26, 2
| (1B B, 1+E1/E2) - @
(39) rnm "{'O(OO) -
@O @0. 12
; 27— )
LEJE " THEJE,
Mo:Do/Yo ' ’ )o:pafvu
b
=1
By=11/2
Pp=1 G, =1/
T %—1/2
L v i l___t.a.: & i | 1 e
& z 4 6 8 10 4 b 8 46
X =1u /T, B} - X,:T*_/'T?

Rys. 6. Krzywe opdZnionego znieszezenia (ciénienie dziatajace na powierzchni: szezeliny):
“d~ cialo Maxwella, b— model {réjparametrowy (E;/E, = 2)

b Ao=po/Ys ﬂf\u:ﬂurf‘yu
10 a I wg b
Materfat bez defekiu
Muateriat bez defekiu 8= 1
@y=1/7
05 a5 1
B=1 oy
ZD j’;ﬁ Maeriat z defektarmi
— =
Maleriat z defekiomt
I ) i ; I | i L | L g
6 2 4 6 8 0 g 2 4 6 a 0
Yo X*:T*/TO X*:tu/TZ

RYS- 7. Krzywe opéinionego zniszczenia {cisnienie dzialajace z dala od szczeliny):

a- cialo Maxwella, b~ model tréjparametrowy (E(/Ey = 2)

Réw’nan_ia te okreflajg polozenie asymptoty poziomej na wykresach (rys. 6b oraz
rys. ’Ib).: Dla obcigzed ponizej A, zniszczenie nie wystgpi.

; @o_l*/lo obrazuje wplyw poczatkowej dlugosci szczeliny na obcia-
Zeme kfyt}’czne Wldac to na rys. 6 oraz rys. 7: wyZsza warto§é @, (mmejsza diu-
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goéé szezeliny) powoduje przesunigeie krzywych zniszezemia pelzajacego w gore,
co odpowiada wigkszym warto$ciom obcigzen krytycznych przy tych samych cza-
sach kryfycznych, Szczegdlnic interesujacy jest wynik zobrazowany krzywa $,=1
dla przypadku 2 (rys. 7). Krzywa ta odnosi si¢ do diugosci szezeliny ly=1, oraz
dla wszystkich dlugosci mniejszych od niej. Oznacza to, Ze krzywa Py=1 jest
prawdziwa takze dla ciala bezdefektowego Iub tez dla ciala z mikro-defektami.
Stad wyciagamy wniosek, Ze dla bardzo malych dlugodci szczelin (rzedu /, Tub
mniejszych) ciénienie krytyczne przestaje by¢ zaleZne od dlugosci szczeliny (w prze-
ciwienstwie do wyniku Griffitha). Ciénienic powodujace peknigeie posiada wowezas
warto$é¢ skoficzona, kidra dla dwdch przypadkdw tutaj rozpatrywanych (dla modelu
Mazwella oraz dla modelu tréj-parametrowego) daje si¢ odczytac wprost z krzy-
wej ®o=1 (rys. 7). Taki wniosek wydaje si¢ potwierdza¢ hipoteze Berry’ego [2]
o istnienin w materiale «wad wrodzonych», kfére sg charakterystyczne dla danego
polimeru i kiére badz istnieja w ofrodku, badz tez moga powstawaé po przylozeniu
obciaZenia.

Wydaje sie, ze niniejszy wynik dobrze opisuje wezesnigjsze dane doswiadczalne
dotyczace wytrzymalogei szkla (TAvLor [20]), BAKER i Preston [1]), o ile stale
reologiczne w naszych réwnaniach sa odpowiednio dobrane. Obserwujemy tez
zgodnodé dla pewnego przedzialu czasu naszej teorii [réwnania (3.7)] z badaniami
nad wytrzymaloscia gumy (polybutyl methacrylate) przeprowadzanymi przez
Buscuesgo [3]. :

Dla wigkszych dhugofci szezeliny (tj. L3 o> 1,) lub tez alternatywnie, gdy przy-
lozone obcigzenie stanowi jedynie mala cze$¢ cidnienia plynigcia (A<€1), wszystkie
powyZej napisane réwnania upraszezaja sig. Rownanie (3. 4) przybiera postad

k()
K(0)

(3.10) , 2B, = A2(ts)-- f 22(1, —1) dt
wspéna dla obydwu schematéw obciazenia. Stad przy dowolnej historii obéia;enia
pB)=po 0 (), okres’lamy zaleznogé wytrzymaloéci od czasu: '
’ Po —1f2

i 2
31D _ T [ (t+ j K(O) qo (I* —7) dr] .
Minimalne obcigZenie, ponizej ktérego zniszezenie nie jest mozliwe, okresla réwnanie
{3.11) przy nastgpujacym przyjfgciu’

_ —1j2
{3.12) Pmin=Dlg [gp {co)-+1lim f X (0) 0*(£4 —T)d’l,'] .

| g o]

Rozwazmy obecnie przyi'dad zastosowania réwnania (3.11) dla obcigZenia
liniowo wzrastajacego w czasie oraz dla ofrodka zachowujacego sig jak cialo
 Maxwella, Podstawiajac K (0)/K(0)=1/z, oraz p(t)=p, vf, otrzymujemy

(t,)
P At f3ug) 12
Pe

(3.13)
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: " _': RN R . o 1
Przy tej samej historii i dla modelu tréjparametrowego (tj. K(¢)/K (0)= exp X

) usto Ez
IR N 2 2 —1/2
R (R

Pgo 2

(3.14)

Latwo sprawdzié, ze jesli czas opdZnienia wynosi zero (natychmiastowe zniszczenie),
to obciazenia krytyczne, wynikajace z rownan (3.13) oraz (3.14), sa réwne obcia-
Zeniu Griffitha. Tstbtnie, dla malych czaséw opdZnienia obydwa réwnania uprasz-
czaja si¢ odpowiednio do postaci

p (1) = pg[1—1,/670] ,
(3.15) E,
p{ts) = pg [1 - E—t* /6:0] .

2

Powyisze przykiady sa jedynie ilustracja teorii, ktéra odnosi si¢ do dowolnych
historii obcigzenia ¢ (1) monotonicznie rosnacych w czasie oraz dla jakichkolwiek
whasnodei reologicznych K(#). Rownanie (3.11) po podstawieniu odpowiednich
danych oraz wykonaniu catkowania daje podstawowy zwigzek miedzy wielkoscia
przyloZzonego obcigZenia a czasem krytycznym dla polimerdw, w ktdrych stosunek
ci$nicnia Griffitha do granicy plastycznodci jest maly.

Warto zauwazyé, Ze wzér (3.11) przyimuje szczegdlnie prosta postaé, gdy
P ()=p, H(t). Tak wigc dla obcigzenia schodkowego otrzymujemy

Po :¥ k(@) t-uz
—“[I — 'r]

3.16 =1+ | —
( ) Pg

lub jeszcze krécej

MBE]M_[K(O)]IIZ

(3.17) e LK@

Stad wynika maksymalna warto$¢ obcigZenia niszczacego po=pg, gdy t=1., jak
by¢ powinno. Takze najmniejsze obciazenie niszezace moze byé obliczone z rdwna-
nia (3.17). Wystarczy w tym celu przypomnieé réwnanie (2.6) oraz przyjaé, 2e f.
zmierza do nieskofczonoéel. Otrzymujemy

E, 1z
3.18 =
( ) Prain pG(Eg) 3

gdzie E, oraz E, oznaczaja odpowiednio moduly odksztalcenia po czasie nieskoncze-
nie dlugim oraz odksztalcenia natychniiastowego. Réwnania (3.17) oraz (3.18)
pomimo swej proste] budowy posiadaja szeroki zakres zastosowafi,. W istocie te
same réwnania, jak to pokaZemy, odnoszg si¢ do standéw dwuwymiarowych.
Aby to wykazal, zauwazmy przede wszystkim, Ze rownanie (3.11) jest nie-
zalezne od geometrii problemu, tzn. odnosi sig zaréwno do problemu osiowo
symetrycznego jak i do stanéw dwuwymiarowych (plaski stan napreZenia lub
plaski stan odksztalcenia). Dla dowodu rozpatrzmy wynik GoopierA i FRIELDA

Rozprawy Inzynierskie — 12
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[6], otrzymany przy uzyciu modelu Dugdale’a. Wynik ten (przez podobne rozu-
mowanie jak na poczatku niniejszego punktu) moZemy napisa¢ w postaci
IOT BRI P
£(0) n[sec 3 (t*—-r)] T.

2

7 7 4 + -
(3.19) ; Po=ln [sec 5 (t*)] f
4]

Jest to analog rdwnania (3.4} 1 odnosi sie do plaskiego stanu naprezenia lub plaskie-
go stanu odksztalcenia, o ile poprawnie podstawimy @, =pZ/2Y 2, tzn. o ile bedziemy
‘pamigtali, Ze obcigZenie krytyczne p; posiada inna warfo$¢ w obydwu przypadkach.
Mamy mianowicie @,=w* E,/4l, ¥, dla plaskiego stann naprezenia oraz @y=
=w* E /4 (1-v?} 1, ¥, dla plaskiego stanu odksztalcenia.

Po/ps b

10
08k

0

-6 -4 -z 2 Y 3

‘ o
Logy s, minuty

Rys. 8. Krzywe opdinionego zniszczenia dla tworzywa solithane -
w temperaturze pokojowej:
1- wg autora, 2- wg wzore Williamsa [22] dia defekiu kulistego

Nastepnie po przyjeciu p ()=pp H(#) réwnanie (3.18) daje

K(O)].

’ 2
’ = -1 — ———m——
{3.20) Ao —sec exp [ @, Kt

Jest to wynik analogiczny do réwnania (3.7), kidre dotyczylo szezeliny osiowo-
symetrycznej. W kofcu zakfadajgc @,—0, tj. wylaczajac male szczeliny, stwier-
dzamy, Ze réwnanie (3.18) upraszcza sig do postaci (3.11) wyprowadzonej uprzednio.
Fatwo to zauwazyé, gdy wyrazenie ln sec (7/2) A(f) rozwiniemy w szereg polggowy:

Aty | w2
2 ()

7
In sec - A=

oraz gdy zauwazymy, Ze A/ ]/2450=(p0[p6) o(1). Oczywiscie przyjeliémy takze i tutaj,
ze y=Y, w*, co jest prawdziwe dla malych A. Wzory (3.14) oraz (3.15), wyprowadzone
dla przypadku obciaZepia liniowo wzrastajgcego z uplywem czasu, beda wige
prawdziwe fakze dla dwuwymiarowych stanéw. To samo dotyczy wzoru (3.17),
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ktéry chociaz jest najprostszy sposréd wszystkich réwnan tutaj wyprowadzonych,
zachowuje bardzo ogdlny zakres zastosowarni. ROwnanie to, wiazace wytrzymalo$d
materiatu 1 czas trwania obciaZenia, bedziemy nazywaé uniwersalnym, a wynikajg-
ce stad kfiYWé zniszezenia opodzZnionego bedziemy nazywadé uniwersalnymi krzy-
wymi zniszezenia w maferiatach lepko-sprezystych.

- ho=palY

LA

0 S 1 1 1 ; i L g
-0 -4 -2 a z 4 & -]
i LoGggty , minuly

Rys. 9
Krzywe Jopéinion‘ego zniszezenia spowodowanego przez
szezeling osiowo-symetryczna (obciazenie preylozone z dala
od szezeliny) dla tworzywa ,,solithane™ przy uwzglednienin
wplywu deformacii plastycznej (linie ciagle) oraz bez
uwzglednienia tego wplywu (linie przerywane).

Roéwnanie (3.17) zostalo uzyte, aby przewidzieé zniszczenie opdznione tworzywa
o nazwie «solithane», dla ktdérego istnieja do$wiadczalne dane reologiczne, ofrzy-
mane w laboratoriach Kalifornijskiego Instytutu Technologicznego przez KNAUSSA
{10]. Wykres sporzadzony na podstawie tych danych i odpowiadajacy wzorowi
(3.17) przedstawia krzywa 1 na rys. 8 (podatnosé na pelzame mierzona przy réznych
temperaturach jest tu sprowadzona do temperatury 20°C). Krzywa 2 na tym samym
rysunku przedstawia wynik wg. wzorn WILLIAMSA [22], kiéry, rzecz godna uwagi,
zostal wyprowadzony dla zupelnie innej geometrii (kulisty defekt) i innego schematu
obciazZenia (ci$nienie hydrostatyczne), jak rowniez na innej drodze {(kryterium energe-
tyczne). Réwnanie Williamsa, po uzgodnieniu symboliki, ma postad

Po K(0) 1/2
EE‘[M(&)——K(O)]

Podobienstwo obydwu krzywych jest uderzajace.
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Wykresy na rys. 9 i rys. 10 przedstawiaja odpowiednio krzywe opdZnionego
zniszczenia w przypadku tréjwymiarowych i dwuwymiarowych szczelin, gdy obcig-
Zenie jest przylozone w nieskoficzonoci (przypadek 2). Zadnych ograniczen doty-
czacych rozmiaréw strefy plastycznej nie naklada sig. Uklad krzywych na rys. 9
wynika z formuly (3.7), podczas gdy rys. 10 jest sporzadzony na podstawic wzoru
(3.19) po podstawieniu wartosci K (0)/K (z,), zmierzonych dla tworzywa «solithane».
Linic przerywane na obydwu rysunkach opisuja zniszczenie opoéinione zgodnie
ze wzorem uniwersalnym (3.17), ktéry jest prawdziwy dla matych 1,. Tym razem

[ Ao=Pu/Ya
14 F

T

[ 2 4 [

0
-6 -4 -2
: - 1004 T, minuty

Rys. 10, Krzywe opdinionego zniszczenia spowodowa-
nego przez szezeling w plaskim  stanie (naprezenia Tub
odksztalcenia) dla tworzywa solithane przy uwzglednieniu
wplywu plasiveznej deformacji (linie ciagle) oraz bez
uwzglednienia tego wplywua (linie przerywane)

mamy aZ trzy krzywe uniwersalne na kazdym rysunku, poniewaz wzdhuz osi rzednych
przyjgto odmienng skale: A,=po/Y, zamiast p,/ps, przy czym zachodzi zwigzek
migdzy obydwowa wielkodciami o= (po/pe) ]/55; W istocie ciggle i przerywane
krzywe sa do siehie zblizone dla niewielkich @, jak tego oczekiwaliSmy.

Autor pragnie wyrazi¢ swa wdzigeznoé¢ Profesorowi W. G. KnNaussowl z Wy-
dziatu Lotniczego Kalifornijskiego Instytutu Technologicznego, ktéry zasugerowat
omawiany tu temat oraz przeprowadzil z autorem wiele dyskusji nad problemami
poiawiajacymi sie w trakcie pisania pracy. '
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Pesome
IIO3VYEE PAIPYVIIEHWE B VIIPYIO-TETACTUYECKOW CPEARE )

B patore ofcyxnaeTcs, 3aHCAIIHE OT BPpeMeRA B ITyTH HATPY3KA IPOIIECCH], MMEIOLFE MECTO
B COCSICTBE Kpas OCECHMMETPHYECKOM TPEIMEL A0 HOABACHEL WEMH. JIng ToTo, TTOGB IOHATH
HeMUECHEOE TOBEHEHHS IIIACTMACE B 006IacTAx GONMbINIx Hanupmxeit i AR TOTO, YTOOLI ONACATH
PEONOTIIECKRE CBOMCTRA MATEPHANA BOKPYT MIEITH, CTPORTCH MOHEh, [% KOTOPOH YHORICTBD AT~
¢S CHEAYIONEM IPEANOIOKEHMHM, KAK CYHIECTBOBAHUS Y3KUX MIACTHYECKHX 30N Tama Jlarmams,
H Yro MATepHal HAXONSONM{ B JANM Liesd BeAeT cebd Kak JumedHO BATKO-YIPYTas Cpefa.

CoTnacHD 3T0¥ MONENH, TPeHeN WIACTIHHOCTE H3MEHAETCA BO BPEMEHH, TaK KaK 3TO BHymast
ypaererre Kpome. 3o obosxagaer 50Jiec BHCOKOE JABACHHE TeIeHHS EpH Golee cropo Harpyske
® HaoGopor. Braromaps Takol MOCTAHOBKS BORPOCA BOZMONHQ ONMMcaxue mepBoit daspr gedop-
MaIEd, OpelIIecTBYIONMX (a3e BOSHHKHOBEHHA (Crazey, T.e€, oDNACTH, B KOTOPOH NOMBIAIOTCT
HeOBPATHMSIE HIMEHSHES MEXAHIICCKAX H ONTHYECKMX CBOMCTB, DTa ob6NacTh BOZHEKXAET BOKDYT
Kpas IHenH,

PaccMaTpHBAETCH HECKOIBKC CYIASE NON3YYETO PA3PYIICHA:: NPH PAa3HEIX HCTOPHIX HAIpY3Ki.
B 0coBeHE0CTH BHBOIATCE YHHBEPCANBROC YPaBHeHHe po/pe = [K (0)/K (7,1 2 xoTOpoe CTABMT
B 3ABHCAMOCTE IPOTHOCTh MATEPHANA P OT AIMTEIRHOCTH HATPY3KH f, TIPH 3arPYKEHMI TOCTOSH-
HO# crooft. XapaxTepHCTHUECKHe CBOMCTBA MATEPHANOB H JUMHHA TPEHHHL ONpPEIeNnseT KPHTH-
vecwoe Hanpsokesne ['puddura pg, 2 dyexmes K (f) ommchipacT peosOTHYECKHE CBOMCTBA Ma-
TepHAIZ, DTO YPABHCHHC CAPABEIMBO Tak JUTI TPEXMEPHOH, KaX M JABYXMEDHOH 3a/adm, ecmt
OTHONIGHAE HATPY3KH K TEpBOHAYANGHOMY NPEAENy mnacTHYHOCTR HeOombwoe, O6pamaer sHA-
MAHHE TIOROGHe, MEKAY YHHBEDPCAILHEIM YDABHCHHEM H YDABHCHHEM, BBRIBENCHHBIM YUIBAMCOM
ans chepudecxore addherra NPE THMXPOCTATAYECKOE HATDY3KE.

B npememuHEOM cnyvae, ofie TeopHE paspywenwns, 1. €. I'puddura uw Mpsuaa-Oposana, BITe-
KaIOT M2 NPE/CTABICHHOH 3[8Cs TEOPHH. ’

Summary
CREEP FAILURE IN ELASTO-VISCO-PLASTIC MEDIA

In the paper are considered processes dependent on the time and path of load, which take place
in the vicinity of the edge of an axially-symmeetrical fissure before the occurrence of cracking. In
order to obtain an idea of the nonlinear behaviour of plastics in the regions of large stresses and
to describe the rheological properties of the material around the fissure we postulate a model which
assumes the existence of narrow plastic zones of the Dugdale type, while we assume that the material
far from the fissure behaves as a linear visco-clastic medium,

In accordance with this model, the limit of plasticity varies with time, as is suggested by Crochet’s
equation. This signifies a higher flow pressure with a more rapid load, and conversely. In view of
such an assumption, it is possible to describe the first phase of deformations preceding the destruc-
tion —namely, the forming of a «crazey, i.e. a region in which irreversible changes of the mechanical
properties and of optical properties occur, This tegion is formed around the edge of the fissure-

Several cases of creeping destruction are considered with different load histories. In particular;
the universal equation po/pe=[K (0)/K (t.)]*"* is introduced which relates the material strength
Po on the time of duration of the load f,. The characteristic material properties and the length of
the fissure are determined by the critical Griflith siress pg, whereas the function K () describes the
rheological features of plastic, This equation holds for both the three and two-dimensional problems
if the ratio of the load to the initial yield stress is small. Attention is drawn to the considerable
similarity between the universal equation and that derived by Williams for the spherical defect
under hydrostatic fension. ’

In the limiting case, both the theories of facture — i.e., Griffith’s and frwin-Orowan’s —
results from the theory presented here,
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