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PEWIEN PRZYPADEK SCISKANIA MIMOSRODOWEGO W UJECIU NIELINIOWYM

KRZYSZTOF SZUWALSKI1 (KRAKOW)

1. Wstep

Mimosrodowe $ciskanie pretéw smuklych bywa ézs;sto w praktyce realizowane
przez obcigZenie preta jednostronnie utwierdzonego cigzarem jakiego$ ciala, spo-
cZywajacego na jego swobodnym koficu. Laboratoryjny model takiego przypadku

_przedstawia rys. 1. Stosowany powszech-
nie schemat takiego obcigzenia (rys. 2),
w ktérym sila $ciskajaca umieszczona na
pewnym mimosrodzie § jest przylozona
wprost do swobodnego przekroju preta,
nie odpowiada tu rzeczywistosei. W rozpa-
trywanym przypadku punki przylozenia
sily Sciskajacej znajduje sic w $rodku
cigzkosct ciala spoczywajacego na precie,
a zatem w odleglodci @ od swobodnego
przekroju preta (rys, 3). .
Odcinek o, praktycznie biorge, nie
bedzie ulegal Zadnym odksztalceniom,
mozna go wigc uwazaé za czgSé preta
ideainie sztywna. Odcinek ten po ugieciu
si¢ preta bedzie powodowat dodatkowe

zwigkszenie si¢ mimo$rodu. Tematem ni-

niejszej pracy jest zbadanie wplywu od-
leglosei $rodka cigzkodci ciata od swo-
bodnego przekroju preta (odcinek ) na
wartod¢ sily krytycznej i skoriczone ugic-
cie tego preta.

W literaturze najcze$ciej mozna spotkaé
rozwigzanta zagadniemia- mimosrodowego

Rys. -1

sciskania pretéw w ujeciu liniowym dla przypadku przylozenia sity bezposrednio
do kotficowego przekroju. Rozwigzanie oparte na nieliniowym réwnaniu linii
ugigeia podaje’ M. Zyczrowskr [3). Wplyw obrotu koficowego przekroju preta

ujmuje praca {4] tego samego autora.
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Zagadnienie rozwiazemy przyjmujac zaloZenie, Zc odksztalcenia sa spreZyste.
Ze wzgledu na mozliwo$é wystgpowania duzych odksztalcen nie bedziemy korzystali
ze zlincaryzowanego, lecz ze Scistego rownania linii ugigcia. Uwzglednimy rowniez
o wplyw obrotu swobodnego przekroju preta na wiel-

) kos¢ mimosrodu sily $ciskajacej. Warto tn zazna-
D _ ‘ czy¢, ze w miarg wzrostu odksztalced wplyw mimo-
' B o srodu pierwotnego bedzie stopniowo malal, natomiast
bedzie wzrastal wplyw czgécl sztywnej preta a.

2. Wyprowadzenie réwnan okreflajacych sfrzalke ugigcia

Roéwnaniem wyjsciowym jest S$cisle rownanie
_ . linii ugiccia

f .
WA_ Pi—"_—— 1 M

(2.1 — =,
Rys. 2 Rys. 3 ( ) p EI

W ukladzie odnicsienia przyjetym na rys. 4 mozna napisa¢ wzor. na krzywizne
preta (F. S, Jasisxr [2]) w postaci :

e

. ¥

1
2,2 —_———,
@2 PVI=0)

w ktérym «prim» oznacza rézniczkowanie wzgledem tuku s: o

_ ,_dy d’y
(2.3) yomoes YVIE

Moment zginajacy, pochodzaey od sity P, wynosi
(24)- M= —Py; o '

po podstawieniu
(2_5) —— == 2

otrzymujemy réwnanie linii ugigcia:

. d S ¥y ’
asine (26) — = ka L
Rys. 4 _ ,/ 1—-(y)?
Roéwnanie to rialeiy scatkowaé, przy czym maja byé spelnione nastgpujace warunki

brzegowe:

§=0, y=fta sinoH—cS cOS o, j)’_=0; '
2D : : S
s=1, y=asinotdcosa, p'=-=sine,,
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Roéwnanie (2.6) jest klasycznym réwnaniem skoficzonych ugieé preta mimo-
$rodowo Sciskanego, natomiast rdéznica wystgpuje w sformutowaniu warunkdéw
brzegowych. Cztery warunki (2.7) okreélaja dwie stale calkowania, strzatke ugiecia
f i kat ugiecia na swobodnym koncu .

Aby scatkowad rownanie (2.6) stosujemy podstawienie

2.8) V=p(), »'=pp
i otrzymujemy

) K p?
(2.9) CV1epr= Sk

Z pierwszego warunku brzegowego (2.7) znajdziemy

k2
(2.10) Czl—-T(era sin a4 cos @),
a z drugiego warunkn ‘
2 .
211 cosw=1— 5 (f+2asin «-+2d cosa).

Po podstawieniu (2.10) do (2.9) mamy

IO k2
(2.12) l/l—p2 =1- "2—[(]"-1—asin a+dcosa)? —y?],

a po powiérnym scatkowaniu

dy kz | . ‘ 2 .
@13)  p=_=+ |} 1-{1— (Ftaesinaticosa)?—y2 .

Wybieramy znak minus, poniewaz -dla rosngcego s.maleje v, czyli dylds<0.
Po uporzadkowaniu réwnania (2.13) i rozdzieleniu zmiennych otrzymujemy

(2.14) —keds.

kZ
]/ [(f+asinetdcosa)®—y?2] { 1— 7 [(f +asina-+-Jdcos o) —yz]}

Calka, ktéra otrzymujemy po lewej stronie, jest catka eliptyczna, gdyz w mianowni--
ku pod pierwiastkiem wystepuic wyraZenie czwartego stopnia ze wzgledn na zmienng

y. Sprowadzamy t¢ catke do postaci normalnej wprowadzajac nowg zmienng @:
' _ y=(ftasin a-3J cos ) cos g,

(2.15) L :

dy=—(f+asin e+ cos o) sin ¢ dg

i otrzymujemy ostatecznie

dp

2.16) " | — = kds .
' : ]/ 1— e (f+a sin a+3d cos a)? sin? .ga '
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Wprowadzajac zmienng ¢ do warunkoéw brzegowych (2.7) znajdziemy

asin o+0 cos «
frasine+tdcosa”

2.17) s=0, gp=0; s=1, @=arccos

Po wykorzystaniu pierwszego z tych warunkéw mozna réwnanie (2.16) napisac
nastepujaco:

¢ : -
. df!’
(2.18) f P g =ks,

}‘2
0 ]/ 1- %M (f+asina+dcos n)? sin?y

gdzie y jest nowa zmienng catkowania, a wyraZenie po lewej stronie jest calka
eliptyczqq niepelna pierwszego rodzaju.

Naszym zadaniem jest znalezienie zwigzku miedzy sila $ciskajaca P a strzalka
ugiccia na koficu preta /2 W tym celu musimy wykorzystaé zaleznoéci na swobodnym
koficu preta, czyli dla s=1:-

asing+dcosa
Ff+asing+dcosg
. dy

(2.19) | f — =kl
* o ]/ I—T(f+asinoa+§cos a)? sin?

arc cos

Czesto stosowanym zapisem dla catki eliptycznej niepelnej pierwszego rodzaju
jest nastepujaca postaé catki:

e W o
' \ Of l/lé—sin2 Csin.zy/_ (9. 0;

zatem réwnanie (2.19) mozna przedstawi¢ w skréconej formie

(2.21) , F(p, )=kl,
gdzie -
asin «+J cos a
p=are cosf-{—a sina+4-J cosa’

(2.22) ]
{=arc sin [ch_ (f+asina+dcos a)] .

3. Parameiryzacja rozwigzania

Réwnanie (2.21) przedstawia w sposéb niejawny zwiazek miedzy silta Sciskajaca
pret a strzatka ugigeia. PoniewaZ rownanie to nie da sig rozwiklaé, wiec w dalszym
ciggu pracy przedstawimy rozwiazania w.postaci parametrycznej, Jako parametry
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niezalezne przyjmiemy argumenty catki eliptycznej ¢ i C. Wykorzystujac réwnania
{2.11), (2.21} i (2.22) otrzymujemy '

P2 , 21sin{ {1 —cos
popr @8 - HemcUZcosg)
> F(p, )
3.1 S cosau=1—2sin 2 {sin? ¢,

s 2Isin { cos p—2aF (p, ) sin{ sin ¢ ]/1 —gin?gp sin®{
- F(p, ) (1-2sin* {sin? ¢) '
Powyisze zwiazki pozwalaja dla dowolnie dobranych parametréw £ i ¢ obliczy¢
odpowiadajace sobie wzajemnie: sitg Sciskajaca, strzatke ugigcia i mimoéréd, a takze
kgt obrotu swobodnego przekroju :

mj

o M=12707
$=07526

12

40

agt

06 1.

gt

2

‘4Rys. 5
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Charakterystyczne jest, ze dtugo$¢ czesci sztywnej @ wystepuje tylko we wzorze
na mimoéréd J. Oznacza to, Ze tej samej wartodci sity $ciskajacej odpowiada ta
sama strzatka ugigcia, co w przypadku przylozenia sity na korcu preta ale przy
innym, nieco wigkszym mimoSrodzie.

12 F
m=17462
=07384

] i ] 1

0 ' 52 ad o€

k=3
%
=¥

Rys. 6

Dla uproszezenia dalszych obliczenn wprowadzamy wielkodel  bezwymiarowe,
przy czym wielko$ci o wymiarze dtugoéei £, 8 i @ odnosimy do dlugosci poczatkowej
preta £ (bez uwzgl@dmema czefcl sztywnéi), a wartoéé sily sciskajqcej do krytycznej
sity eulerowskiej: ‘

(3.2) 9=t 9=l 1=F. m=.
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W tym przypadku rozwxazama daja si¢ przedstawi¢ w nastepujacej formie (wzoru
na cos a nie przeplsmemy) _

4 2
m==3 F¥p,0),

2 sin ¢ (1—cos p)

3.3 ' f8= ,
oe 2sin £ cos ¢ 25 sin¢ sin p ' 1—sin? g $in®{
T (1—2sin? ¢ sin? g) F(p, O) 1—2sin? psin? ¢ '
mi

1 { ! 1 1 1 ]
a 02 a4 g a8

Rys. 7

=¥

Opierajac sig na powyzszych zwigzkach przeprowadzono obliczenia numeryczne,
ktorych wyniki zostaly przedstawione na wykresach 5, 6 i 7, obrazujacych zaleznodei
miedzy sila $ciskajaca a strzatka ugiecia przy réznych wielkosdciach mimosrodu.
‘Obliczenia byly prowadzone dla #=0,05; 0,1; 0,2. . o

Wida¢, ze wszystkie linie (dla réznych wartodci mimosrodéw) posiadaja jeden
wspdlny punkt. Jest fo zatem punkt, w ktérym niezaleznie od wielkoéci mimosrodu
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ta sama sita wywoluje takie samo ugigcie preta. Odpowiada to obrotowi swobodnego
konca preta o kat 90°, czyli przypadkowi, gdy cos w=0. Punkt ten ze wzrostem
# przesuwa sie w dot.i nieznacznic w lewo. Oznacza to, Ze im dalej znajduje sig
punkt przylozema sity od swobodnego przekroju preta, tym mniejsza sita wywoluje
jego obrét o H°, przy czym odpowiadajaca strzaltka ugu;cla jest rowniez meco
muigjsza.

1 J I} | H " 1 L

i] 072 Co4 08 o8

]

Rys. 8

Na wykresie 8 naniesione zostaly linie stalego mimosrodu 6=0,1 przy réznych
‘wartosciach #, Wzrost # powoduje wyrazne obniZenie krzywej S=f(m), czyl to
samo ugigcie jest ze wzrostem # wywolywane coraz mniejsza sila.
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4. Przypadek sciskania osiowego (wyboczenia)

Na wykresach 5, 6 i 7 naniesiona zostata réwniez linia dia mimosrodu réwnego
zeru, odpowiadajaca przypadkowi osiowego $ciskania preta. Wymaga to rozpatrze-
nia przejécia granicznego do przypadkn wyboczenia. Przyréwnujac mimosrod
do zera z (3.3) otrzymujemy '

2 sin { cos ¢ 29 sin ¢ sin @V 1 —sin? psin?{

“.1) (I—25sin?{ sin® ¢} F(p, ) B 1-2sin? { sin? p =Y

a po sprowadzeniu do wspolnego mianownika i przyréwnaniu licznika do zera

{4.2) sin £ cos g—nF (g, ) sin { sin ¢ ]/1 —sin® psin?{ =0,

W rozwazanym przypadku zakladajac, ze sin { nie osiaga wartodci zera, znajdziemy
rownanie
ctg 9 —nF(p, OV 1—sin? psin?{ =0,

W chwili, kiedy dojdziemy do idealnie osiowego dziatania sily, nie tylko mimo-
$réd 6, ale rownieZ strzatka ugigeia 3 oraz kat obrotu swobodnego przykroju « beda
réwne zeru; wynika stad, Ze sin { musi tez by¢ réwny zeru, zatem spelniony jest
warunek

4.3) | ctg p=nF (9, {).
Wtedy
“.4) F= f ]/“1“:'5"1};2(: S’y =, ctg F(((J, O=nF{p, 0,

a z rownania (3.3) wynika, Ze
A S
(4.5) o F(p, C):E]/m .

Otrzymujemy zatem nastgpujacy zwiazek migdzy sity powodujaca wyboczenie
preta m a dlugodcia czedei sztywnej #:

7
ctg— Vm
“.6) =
Rownanie to okreSla sifg krytyczng m w sposocb uwiklany. W przypadku =0
oczywifcie m=1; m dla y-0 jest odpowiednio mniejsze.

Wzér (4.6) moina roéwniez wyprowadzié z ogdlnego wroru podanego przez
A. N. Dinnixa. W pracy [1] podaje on wzdr okrelajacy sile krytyczng dla preta
ztozonego z dwodch czedci o réinych momentach bezwladnoci:

KU+ EF ‘

P krz[ ]

4.7 " EE
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gdzie U jest pierwiastkiem rownania _
kU 1

4.8) , .- tg Utg7= E
a k_jest stosunkiem momentdw bczwladnos’ci przekrojow gornej i dolnej czebel

preta.
Wprowadzajac bezwymiarowa site krytyczng. zgodnie z réwnaniem (3.3) otrzy-
mujemy z (4.7) \ .

o
(4.9) U= ﬁ:ﬂ l/m s
a po podstawieniu do (4.8) ‘

H ]/; n ]/;; i
T I S

Przgimuiac cze$¢ gdrna preta za idealnie sztywnq, czyh zakladajac, Ze k-»co mozna
pierwszy z tangensow przyjaé za réwny argumentom Ofrzymujemy wowczas
zwmtzek )

(4.10)

T o W — 1
- =y Vo e
(4.11) L 5Vmtg Vm ;

identyczny z wyprowadzonym uprzednio wzorem (4.6).

5. Obliczenie obnizenia kofica preta

Odleglosé swobodnego konca ugigtego preta od osi y, na ktoreJ znajduje 519
punkt zamocowania, jest okre§lona za pomoca wzoru (rys. 9)

X ' Cox
p| ™ (5.1) u= [ dx,
. . 0
przy czym - .
| pr— R
(5.2) dx=V (ds)*— (dy)* = ——my—— dy

oraz spelnione sa nastepujace warunki brzegowe:

x=0, y=f-+tasin g5 cos « ;
(5.3)

X=x;, y=asineldcosa.

Yy
Rys. 9 Podstawiajac za y’ wyrazenie (2.13) otrzymujeny
. . - - . kz - . B X . ' .
asingd-5cosa 1-—- ? H(f+-a sin a6 cos a)* — 2]

(5.9) x;= dy.

Jo G 2
Fhasinatdcosa l/ 1- { 1 5 [(f+asinatd cosa)? —}’2]}
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Podobnie jak w przypadku obliczania ugigcia wprowadzamy nows zmienng
¢ zgodnie ze wzorami (2.15). Wzor (5.4) przeksztalca sie wowczas do postaci

" asin g+4J cos ¢ kz .- 2 ., 2
e  asingtacosa 1 —7(f+a sin a4 cos «)* sin? gdp

(5.5) x; . - kz .
0 K ]/ 1=~ (f+asino+d cos o)’ sin’p

Sprowadzamy tg catke do postaci hormainej przez podstawienie (2.22) i rozbi-
jamy na dwie nastgpujace calki:

asine+dcosa

arccos —————————
Fasingd-dcosa

: 2 T o o
(5.6) X= f l/l—smzﬂ;smz(pdga"-
0 .
arccos _gsinatocosa atdcosa
+ @ sing--8 cos
1 Jta 4 a d(p
k 5 V1—sin?Zsin’ ¢

Pierwsza z tych calek jest calka eliptyczng niepetna drugiego rodzaju E (¢, ),
a druga — calka eliptyczna niepelng pierwszego rodzaju F (g, ). A wigc jest to calka,
jaka wystepowala we wzorze na strzatke ugigcia (2.19). MoZna zatem napisaé
krécei:

I
57 | n= RE (9, 0= F(9.01.




m=05898
E=D5078

37
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Wprowadzajac wielkodcl bezwymiarowe otrzymujemy

Xy

1

przy czym wiadomo z (2.21), Ze V
(5.9) ‘ | ‘klI=F{p, {).

Zatem obniZenie niezamocowanego konca preta bedzie okreflone nastgpujacym
wzorem:
_2E(p, D)
- F(p, 0y

Faleznosé miedzy & a bezwymiarows sita Sciskajaca m dla réznych wielkosci
mimosrodu (w tym takie dla #=0) oraz dla roznych » zostala przedstawiona gra-
ficznie na wykresach 10, 111 12 '

(5.10)

6. Wnioski koncowe

Wplyw przesunigcia punktu przyloZenia sity $ciskajacej z koncowego przekroju
(o pewna odleglo$é #) jest dosyé istotny. Daje si¢ on zaobserwowaé wyraznie na wy-
kresach m=f (%), przedstawiajacych zaleznoéé sily Sciskajacej od’ strzalki ugigcia.
Wykres ten ze wzrostem # przesuwa sig do$¢ znacznie w d6t kn nizszym wartosciom
sity $ciskajacej. Powaznie réwniez maleje wartos¢ sity krytycznej wyboczenia, ktdra
np. dla #=0,2 wynosi tylko 0,698 sily krytycznej dla przypadku przyfozenia sity
bezpodrednio do swobodnego przekroju.
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PestoMe

HEKOQOTOPBIT CIAVYAN DKCIEHTPUYECKOTO CHATHAA
B HENHHEWHOM TTOCTAHOBKE

" PaccMATpMBAEICH, MACTO BCTPEYACMEIM Ha NDAKTHKE, CIy¥ail SKCHEHIPHUCCKOTO CHRATHA
CrepieRb OHOCTOPOHHE 3AKPENICH H 3aXPyXeH BECOM KAKOTO JHGO Teia, HAXOJSTHETOCH Ha €0
cBoBoHoM KOHWe. TOUKa IPEIOKEHWS CHENEI CORATHA PACNONOKCHA TOIAA Haf CBOGOINAEM Ce-
TERMEM, HA BEICOTE @ (DABHOM PACTOSRMIO DEHTPA VSPKECTHE TEA OT CROBOJHOTO KOMIA CTEpHEHH).

OnpegenseTes BIMMHUEG OTPE3KA & HA NPOTHO CTOPIKHA HA OCHOBE HENMHGHHOTO YPaBHEHMA
MuuE nporEGa, ¢ yyeroM mimsERs o6opoTa cBOGOAHOTO CedeHms cTepiinl. PesyJsTaT HONYHEH
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B opME HENOMHOTO HMWMNTHYECKOT® WHTETPAd, HePBOTO pom, -3aTeM HPOBOAHTCS NAPAMETPI &
3aEd pemermit ¥ Ha OCHOBE NAPAMETPH3IOBAHHEIX YDABHEHW OPOBOAATCH WHCHOBEIE PACYETH,
PesynbTaThl KOTOPHIX NPeNCTABICHH Tpaduyeciw. Paccmatpmpaeteda Cnydaii TPamASHOTO Mepe-
XOHA X OCEBOMY CHATHIO ¥ NPHBOMHTICH, TAKNKE, PACTCT UPUOIWRCIM LKORUOB CTEDKHA.

Summary
A CERTAIN CASE OF ECCENTRIC COMPRESSION IN NONLINEAR C(_)NSIDERATION

In this paper is considered the frequently found case of eccentric compression — loading of
a bar unilaterally fixed by the weight of a certain body restmg on its free end. The point of applica-
tion of the compressing force is then above the free cross section at height a (equal to the distance
of the centre of gravity of the body from the free end of the bar).

The influence of the segment 2 upon the bending of the bar are deiermined on the basis of the
exact nonlinear equation of the bending line, consideration being given to the influence of the rota-
tion of the free end of the bar. The result has been obtained in the form of an mcomplete elliptical
integral of the first kind. Subsequently, parametrization of the solutions numerical calculations are
made, the results of which are presented graphically. The case of the limiting transition to axial
compression is considered, and the approach of the ends of the bar is calculated.
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