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Problem przejscia powlok w stan plastyczny przy zginaniu cylindrycznym jest
jednym z prostszych zadan teorii sztywno-plastycznych powlok.

W niniejszej pracy problem ten zostal'posta'wiony 1 rozwigzany opierajac sic
na metodach wariacyjnych opracowanych weze$niej przez autoréw [1-5]. Pokazano
(p. 1), ze w ogdlnym. sformufowaniu . tréjwymiarowego problemu dla dowolnych
ofrodkéw sztywno-plastycznych obciazenie graniczne jest okreslone przez idealnie-
plastyczna czgsé funkcji dysypacii - oérodka.

Nastepnie wykazano (p. 2-3), ze klasyczna teoria powlok (xdealnych) oparta
na zaloZeniv pominigcia napreZef stycznych w materiale powloki, jest asympto- -
tycznie $cisly teoria dla zagadnieft rozciggania i zgmama przy grubosci powloki
dazacej do zera.

Przedstawwne zostaly oceny odchylen asymptotycznych wartoscl obciazen
granicznych, otrzymanych przy malej grubodci powloki, od obciazed granicznych
dla powlok idealnych, ofrzymanych przy jednoczesnym rozeigganiu 1 zginaniu.

Okazuje sie, Ze WSZYStkle wymkt $3 poprawne rowniez w przypadku powlok krzy-
‘wolmxowych

Podane zostaly (p. 6-8) ogdlne wzory dla okredlenia obciqieﬁ granicznych za-
réwno dla zagadnien statycznie okre$lonych jak i statycznie nieokreslonych.

Przedstawione Zzostaly oceny odchylenia obcigzei granicznych dla powloki
o skoficzonej gruboéci od obeiazen granicznych dla powloki idealnej, przy czym
pokazano zwigzek migdzy tymi oszacowaniami i charakterem rozkladu obcigzen
. 9). |

Rozpatrzone zostaly jakosciowe wiasnosci niszczgcego pola predkodei (tzn.
pola predkosci odpowiadajacego obciazeniu granicznemu) przy zalozenin, Ze pola
te spelniaja hlpOtEZQ Kirchhoffa (p. 10). W szczegdlnoéei rozpatrzono problem
tworzenia sig szyjki przy niszczeniu i analogic zasady Saini-Venanta.

1. Zasada wariacyjna

Problem okredlenia pola predkosei dla materiabu sztywno-lepko-plastycznego
przy danych obcigZeniach zewnetrznych mozZna traktowaé [1] jako zagadnienie
znalezienia takiego pola, ktére minimalizuje réznicg miedzy wielkodcia pelnej
energii dysypacii w calej objetoéci materiatu i praca sil zewngtrznych:

* Z jezyka rosyjskiego tlumaczyt J. Bripa,
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(1;1) ‘I(u)= fD(u)dco— f(F-u) den — f(T-u)d]",

gdzie u jest polem predkodci plastycznego plynigeia, D (n) funkcjg dysypacii, ¥, T
‘oznaczaja pola zewngtrznych sit masowych i powierzchniowych, @ jest-objgtoscia
zajmowana przez oérodek, a I” polem powierzchni ograniczajacej objetosé .

Funkeja dysypaciji dla oérodka: sztywno-lcpko—plastycznego moze by¢ przedsta-
wiona w postaci

(1 2) D_Dfl"Dz:

gdzie D, jest funkqac }ednorodnoém plerwszego stopnla ze wzglqdu na pole u, a D,
posiada nastgpujaca wlasnoéc:
Dz(&u)

1.3 : lim
ek lim =

.dla dowolnego pola u, przy czym D, i D, sg funkcjami niesjemnymi.
Minimum funkcjonatu 7 (u) powinno byé osiagnigte dla pewnej klasy pdl pred-
kosci dopuszezalnych kmematyczme, spehuajqcych warunek niecisliwosci

(1.4) dwu 0

oraz inne ograniczenia wynikajace z postawienia konkretnego problemu brzegowe-
g0. Bedziemy zaktadaé, ze rozwazane pole predkodcei spelnia nastgpujacy warunek.
Jesli pole u nalezy do kIasy pol dopuszczrzlnych to pole Am przy Az 0 réwniez
nalezy do tej klasy.

 Zauwazmy, Ze po]e Zerowe jest kmema,tyczme dopuszczalne.

- Wprowadzmy pojecie problemu postawionego poprawnie. Mianowicie problem
jest postawiony poprawnie, jesli dla dowolnego pola predkosei z klasy pol kine-
'matyczme dopuszczalnych E

(1.5) Do —.c<1(u)'\,'

gdzw C jest pev&f]_wd stalq rzeczymstac, zalezna od konkretnego problemu brzegowego,

lecz mezaleznac od wyboru takiego pola z klasy pél kinematycznie dopuszczalnych.
W wielu konkretnych zagadnieniach warunek poprawnosci stanowi waru-

nek na pola sit 7ewngtrznych

. Na przyldad niech’ wiréd pol kmematyczme dopuszezalnych zuajduja sie poia

'odpowmdagqce ruchovm ofrodka Jako ciala sztywnego lub ukladu cial sztywnych.

Z definicji D (u) dla takich pol D (w)= 0, a funkqoncﬁ (1.1) przyjmuje postac

‘(1.6). - _I_(u):—_f(F-u)dwaf(T-u)dF.

_ Warunek poprawnosm sprowadza sig tu do merownos01

an “f(F-u)derf‘(T-u)drgo; |
; e
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Jesli pole u oraz pola Au, gdzie —oo<A<oo, nalezg do klasy pdl kinematycznie
dopuszezalnych, to warunek (1.7) przechodzi w réwnosé.

Mozna latwo wykazaé, se warunek (1.7) przedstawia w statyce analitycznej
zasadg prac wirtualnych. Z nieréwnosdci (1.7) mozna otrzymaé réwnania wigzéw
naloionyéh na uklad ofaz 'Warunk“-i konieczne dla jego réwnowagi.

W dalszym ciagu bedziemy przyjmowaé, e warunek (1.5) jest zawsze spelniony.

Bedziemy mowi€, Ze uldad przy danym obc1azen1u zewnetrznym znajduje sig
W stanié sztywnym, jesli warto$ei (1.1) dla dowolnepo poIa kinematycznie dopuszczal-
nego si nienjemne, Jesli natomiast istrieje chociaz jedno pole kinematycznie dopusz-
czalne, dla ktdrego (1.1) przyjmuje wartosé njemna, b@dzwmy mowié, ze w ukiadme
zachodzi nieograniczone plynigcie plastyczne :

Uklad obcw;t:n F,T nazywa s:g gramcznym Jesh przy tych obciaZeniach

rézne od ruchu ciala sztywrego, przy ktérym

(1.8) » Ii(u)ufDI(u) deo— f(F u) deo— fcr W) dr=0.

Zwrdémy uwage na pewne charakterystyczne wlasnosm obcigZenia granicznego.
Niech D@ =D®-+ DY (i=1, 2) beda funkcjami dysypacji dla dwéch réznych ofrod-
kéw sztywno -lepko-plastycznych, przy czym DV =DP. Wiedy

) - IO f DY) do+ L) (=1,2).

Tedli (F, 1) ]est obcigzeniem gramcznym dla chnego z oérodkow, to jest obcig-
zemem ‘granicznym i dla drugie:go W ocelu udowodmema tego stwierdzenia wystar-
czy pokazac ze jesti (F, T) jest obcigzeniem graniczoym, na przyklad pierwszego
ofrodka, to 1‘2)(u)>0 dla wszystkich kinematycznie dopuszezalnych pél predkosci.

Wykazemy najpierw, Ze dla wszystkich pdl kinematycznie dopuszezalnych
1,(ny) = 0. Przypusémy, Ze dla. pewnego polaug 15(ug) <0 Rozpatrzmy pola Auo (A>0).
Na ruocy (1.3) dla dostateczme male] wartodci A zachodzi

‘(1_10) f D“)(A,uo) do+I(A) < 0.

- Nieréwnosé (1.10) prZeczy zaloieniu Ze (F T) jest obciaZeniem granicznym
dla pierwszego ofrodka. Stad F,(n)=01 I'P)=0 dla wszystklch pol pr@dkoscn
kinematycznie dopuszezalnych. o

-Zatem dla okreslenia obciazen gramcznych wystarczy ogramczyc sie do zbadanla
funkc;onalu I(u). Dlatego tez w dalszej czefci pracy bedziemy .przyjmowal, e
Ds(u}y=0. Modele takie odpowiadaja cialom idealie plastycznym.,

Wykazemy jeszcze jedna wlasno$¢ obciaZzenia granicznego. Mianowicie, Jeéll
- (F, T) jest obcigZeniem granicznym, to 0bc1qzeme (kF kT) przy k>1 prowadzi
do problemu postawionego niepoprawnie.

Rzéczywidcie, miiech w, bedzie polem kinematycznie: dopuszczalnym dla ktorego

f D, (u,) deo= f (F uo) dor+ f (Toug) dl"> 0.




2.2'8. ' : P P, MOSOLCW 94 'W. P. MIASNIKOW

‘Wowezas

f D, (g do— f (KE - Aut) der— f (kT-Aug)dl= -
= A (k— I)U(F ag) doo-+ f(T uo)df']—> —ea,

przy A-»co, co przeczy warunkowi poprawno$ci (1.5).

Poczynione wyzej uwagi pozwalaja lepiej zrozumied warunek (1.5), ktory w isto-
cle rzeczy tworzy wraz z nalozonymi na uklad ograniczeniami kmematycznyml
klas¢ pdl sit dopuszezalnych. o

Przedstawione integralne sformutowanie problemu jest Scidle quzane 7 iego
analiza metodami lokalnymi. RzeczywiScie, w obszarze rézniczkowalnosei funkcjo-
natu f (u) jego réwnania Eulera pokrywaja sig z rézniczkowymi réwnaniami ruchu
rozwazanego ofrodka. Przy korzgstaniu z metod lokalnych istnienie sztywnych
stref narzuca koniecznoéé dostarczenia dodatkowych informacji o zachowaniu
sig oérodka w tych strefach, w szczegdlnosci badania przedluzénia w te strefy pdl
naprgzef, co zwiazane jest z osobliwo$ciami, z jakimi spotykamy sig przy rozw;a;-
zywamu zagadnief statyczaie nieokredlonych.

Przy globalnym sformutowaniu problemu nie ma potrzeby rézrézniaé zagadmen
statycznie okreslonych i statycznie nieokreSlonych, przy tym warunki przediu-
zania pol naprezen w strefy sztywne prowadza do warunkoéw geometrycznych na
ich konfiguracie 12].

- 2 tego punkfu widzenia podejicie wariacyjne jest nieco prostsze niz podejscle'
rézniczkowe, bowiem nie zaklada sig a priori podziatu objetosci wypelnionej orod-
kiem na strefy sztywne i plastyczne, chociaz
obydwa te pode_]SCId prowadza do takich samych
rezultatow,

2. Sformulowanie problemu

_Podstawowym problerem teorii réwnowagi
granicznej o$rodka idealnie plastycznego jest
znalezienie obcigZen granicznych dla téZmych
konkretnych przypadkéw wynikajacych z do-
datkowych ograniczen ma pole predkosei.

Rozpatrzmy warstwe przedstawiong na tys. 1. Bedziemy zakladac, ze L> L.
Oznaczmy przez U, V, W rzuty pola predkoéci na osie x, y, z. Z warunku, Ze dzia-
Tajace na warstwe obciaZenia nie zalezg od y oraz ze warunki zamocowania dane
w postaci ograniczefi kinematyczaych na sktadowe U i W réwnieZ nic zaleza od y,
otrzymujemy V=0, przy czym sktadowe U, W nie zaleza od y:

2.0 U=U(x,z), W=W(x1z), ¥V=0.

Rys. |

Z (2.1)1(1.4) wynika, 7e pierwszy i trzeci mezmlenmk tensora predkoéci odksztai-
cenia jest rowny zeru. Zatem

@y D,=DT,
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gdzie I, jest drugim niezmiennikiem tensora predkosci odksztalcenia
@3) L= AW U A,

Poniewaz funkcja D, zalezy tylko od I, i powinna by¢ funkcja jednorodnosei
pierwszego stopnia ze wzglgdu na pole predkodci, to

2.4) D) =1V 2(U 2+ 2 (W (U WL,

' gdzie 1, oznacza granicg plastycznoéei przy czystym Scinamiu.
Postaé fankceji dysypacii (2.4) wskazuje, ze problem deformacji warstwy spro-
wadza sie do zagadnienia plaskiego dla materiatu idealnie plastycznego.
Funkcjonat f,(u) w danym przypadku ma postad

L hk
@5 L= [ [V2(; )2+2(W)2+<U W) dx dz—
0 —h .
L R L h
—f fo(x DU (x, z)dxdz—f fF(x W (x,z)dxdz—

= [T U, PHTF () UG, — s~ f [Tj(x)_W<x,h_)+T;W(x,.—h)ldx.-

Zatézmy teraz, ze na pole sit natozone sa nastgpujace ograniczemia: . -
2.6) Fo=F(x), Tr=T-=0.
7, wyraZenia (2.5) latwo zauwazyé, Ze przy zmmiejszaniu si¢ & wielko$¢ obcig-

Zenia granicznego przy czystym zginaniu (F,=0) dazy do zera.
Wprowadzmy nastc;pujqcc oznaczenia: i
_ . T . h L
@27 - Fz=-L“fz, Fo=fe, TF= 7t Z=IC, U=u, W=-w.

Funkcjonal (2.5) w nowych zmiennych wyraza si¢ nastgpujgco:

2.8) . Il(u) =1, f f ]/2@: )2+z (w )2+ PP (u;+w Y2 dx di —
I L L
- j f fix)ux, Odxdl — f f £, O wx, O drdl —
o -—-L 0 —L

L
~ f [£Ge) w Ge L)+ 157 (o) w Gx, — L)) .

Warunek nieécisliwodéci w nowych zmiennych ma postaé

2

! L L
{2.9) _ _ u, +? w,=0.
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Oznaczmy przez ky liczbe 'dodatnia taka, ze ky £, ky, f2, by, tF tworza uklad obciazefi
gram'cznych dla funkcjonatu (2.8). Wpr'owadz’_my. funkcjonal & {(u)

210) D= TOJ fl/Z(u )2—}—2 (w )2+ P (ug l w )2 dde—

L L

0

gdzie

£)- L[ { Fi5, OO 17 ]

Niech m, bedzie liczba dodatnia taka, 7& uklad obciazeén m, fx, mh g jest ukladem
granicznym dia funkc;onalu @ (u). WykaZemy, zc

(2.11) E k0 A0
Innymi slowy trzeba -v.vykazac’:, #e dla dowolnej chby dodatniej ¢ przy obcia-

zeniach (k,— &) fy, (ky—s) g, funkéjonat & .(u) jest nicujemny dla wszystkich dosta-
tecznie matych wartosci A. I odwrotnie, dla ukladu obciazen (k,--€)f,, k(x+8) g2

_.f ffx(x)u(wc &y dxdl— f fgz(x)W(’f de""‘:’ .

i dla dostatecznic malej liczby # istnigje pole u, dla ktdrego @ (u) <0. Udowodnimy

najpierw pierwsza czesé twierdzenia'

2.12) 0<ro f ]/2(u)2+2 (w)2+ (w by dvd

L ‘L L

I -

_-f l (k,,{i )fxudmc af !(k,,l )fzwdxd‘:_

5y

Lo LT "'L'4 — Lz
<ro(1+ )ff 2(1;)2+2 A (W, 1) de =

'“TO]/Z hf f

L L

L .
dxd{—«éf !(kh—g)fxud;dc—

- fL fL (k,lé %) 2. () wix, Odedi+A
¢ L .

O

L . ' L
A=2—Ijo ﬁ! (k"_z) w(x, C)'ﬁ-‘[;fz(}‘?, N dddxdl—
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L L c L L s\

- f (761,—7)fzwdxdﬁf+ [ (h—;) w0 5 117 () de
o —L : - - o T

L
- f (k,, - 2) [tFwix, D+t wix, —L)]dx.
. 0
Zatem przy dostatecznie malym 7

I L L .
@13 wyzy [ [ wiiard=A
. 0 —L

a nierdwnosé (2.12) przyjmie postaé

(2.14) 0<10f f]/z(u)urz (wc)ur (w ) dxdi—
} 0

(k,f:)_ (k,,_'_.)_

- f f “—'fxudrdi f —h SEe0sE.
0 0 .
Ale przy dostatecznie malym A
‘ 8 ‘ . :
kh ""—2‘ L ’
7}5 > kh—a .
1+ A

Wynika stqd Ze przy ObCIQZEHlaCh (kn—&) for Uer— 3) 5 fun.kc;onat @ (m) jest
nieujemny. -

Dowod, drugiej czgdel twmrdzema Rozpatrzmy uktad 0b01azen (k,l+a/2) foes
(k,,-l—s/ﬁl)fz, (kh—l—a;’Z) £k Istnieje zatem pole” u,, dia ktérego I;(u,) < 0. Przeprowa-
dzajac analogmzne oszacowania do (2. 12) i(2.13) dochodzxmy do merowu0301

@.15) 0>rnf jl/2(u Y2 (w§)2+ " (w i—u,;)zd,xdlj—

8

L Lkh"l_‘““j:' L Lk;,—i——'z—
—jf— T e dC ff (o, O gedx .

o —L 1— — 0 —-L 1——

L
Pomewaz przy dostateczme maiym B '

k,,-i—
< k,+te, _

‘h
iL
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to dia uktadu obciazef (ky-i-€) fo (kn-l-€) g, otrzymamy @ (u,)<0. Zatem przy -
obliczaniu obciazed graniczaych, gdy h—0, moZna korzystaé z funkcjonatu & (u).
Przeprowadzona analiza wykazuje, Ze dla dostatecznic matych % obciazenia zew-
ngtrzne objetodciowe i powierzchniowe f,(x, z), £1(x) moZna zamienié pewnym
efektywnym polem sit g,(x) nie zmieniajacym si¢ wzdtuz grubodci warstwy.

3. Asymptotyczne oceny obciaZer graniczaych z gory

W celu osza.cowama wielko$ci ob¢igzen granicznych z gory bedziemy wyko-
rzystywal specjalna postaé pdl predkosci:

u(x, O=up(x)—{u,(x), !

3.1 B oduy 2R duy
w{x, {)=wo(x}— (o7 ts TR

Pola te spelniaja warunek (2.9) i 83 zgodne z hipoteza Kirchhoffa (hipoteza plaskich
przekrojow). W dalszej czgsei pracy pola postaci (3.1) bedziemy nazywaé polami
Kirchhoffa. Odnosnie ograniczen kinematycznych dla problemu wyjsciowego
bedziemy zakladaé, ze w przypadku pdl postaci (3.1) ograniczenia te wyrazaja
warunki na funkcje wo, u; 1 wo. Jasne jest, 7e obcigZenia graniczne, okre§lone na
wszystkich mozliwych polach kinematycznie dopﬁszcz_alnych,‘ ogélnie biorac, sa
mniejsze niz obcigZenia graniczne okreflone na polach postaci (3.1).
Podstawiajac (3.1) do (2.10) bedziemy mieé

(32) D)=

2

h
f f]/ti(uﬂ Cu1)2+ ( — Uy wy— C ué’-l— > Lz

) dxdf -
e

—2L ffxuodx 2Lfg,wodx fgzuldx
[i]

Eya

Podstawmy u, =w,. Wtedy

(33 Pu=r1, f f ]/4@;0 {wg Y- ch( £w;,") dx d{—

L’
-2Lffxuodx ZLIgZWde EW7] fgzwodx

‘W dalszym ciagu dla uproszezenia bedziemy zakladaé, ze warunki kinematyczne,
nalozone na pole predkoéci, posiadaja charakter lokalny, tzn. w punkcie brzegowym
x=0 na funkcje u,(x) moze byé nalozony warunek uo(0)=0. Analogiczny warunek
moze byé nalozony na u,(x) w punkcie x=L. Na funkcje wo(x) w punkcie x=0
‘mogg by¢ natozone (w przypadku funkcjonahu (3.3)) warunki: wo(0)=0 lub wo(0)=0,
wo(0)=0. Analogiczne warunki s3 w punkcie x=Z. Ponadto wo(x) moZe jeszeze
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spelnia¢ warunki wo(x,)=0, i=1,2, ..., by 0<x;<xp <L. W przypadku funkcjo-
natu (3.2) warunki kinematyczne na uy(x) sa takie same. W punkcie brzegowym
x=0 warunek na wy(x) w pierwszym przypadku zostaje zachowany, w drugim za$
warunki wo(0)=0, w,(0y=0 przechodza na warunki wo(0)=0, 9,(0)=0 (analo-
gicznej zamiany nalezy dokonaé w punkcie x=L). Pozostale warunki kinematyczne
dla funkcjonatu (3.2) sa takie same jak dla funkcjonatu (3.3). Rozpatrzone wyzcj
warunki kinematyczne nosza nazwe wiczdw «przytrzymujacychy».

Dia funkcjonaléw (3.2) i (3.3) mozna réwniez rozwazaé warunki kinematyczne
odpowiadajace wigzom «uwalniajacym» (jednostronnym). Przykladem takich
wigzbw jest warunek wo(x)z= 0. Mozna wykazaé, Ze zadania z wigzami uwalniaja-
¢ymi sprowadzajg sie do zadah z wiezami przytrzymujacymi i dlatego nie beda
dalej rozwazane, .

Zilustrujmy na przykladzie metode sprowadzania zadad z wigzami uwalnia-
jacymi do zadaf z wigzami przytrzymujacymi.

{a) Niech pole predkosci m podlega pewnym ograniczeniom kinematycznym
i dodatkowo warunkowi wo(xe) =0, gdzie 0<x, <. Oproécz znalezienia obciazen
granicznych dla wspomnianych wyzej pél predkosci rozpatrzmy jeszcze dwa maste-
pujace zagadnienia: ‘

{b) Okreslenie obciaZen granicznych, gdy na pole u niec naklada si¢ zadnych
ograniczen w punkcie x,. Pole u podlega wszystkim pozostalym ograniczeniom
kinematycznym zagadnienia (a). .

(¢) Okreslenie obciazen granicznych, gdy pole n podlega ograniczeniom kine-
matycznym zadania (a) i dodatkowo wo(x,)=0.

Rozpatrzmy uklad obcigzen (£, g,). Okredlmy liczby k,, k&, i k, tak, aby (k, f.,
k, g.) bylo obciaZeniem granicznym zadania (a), (k, £., k,g,) obcigZeniem granicznym
zadania (b), (k. /s, k. g,) obciazeniem granicznym zadania {c). Oczywiscie

k.=k=k,.
Pokazemy, ze k, jest rowne albo k, albo k. Zalézmy, Ze jest przeciwnie. Niech
' ke >k, > k.

Rozpatrzmy dla zadania (a) obcigZenie ((kot-e) fr, (kpte) g,) 1 wybierzmy ¢ tak,
aby k,< k,+e< k.. Istnieje zatem takie pole u,, 7e & (8,) <0 1 w,(x4) > 0. Rozpatrzmy
nastepnie dla zadania (b) obcigzenie ((k,}¢) £, (k;+-¢) £2). O ¢ zalézmy dodatkowo,
78 ky+e<k, Istnieje wige pole u,, dla ktérego & (n,)<0. Na mocy jednorodnoéci
funkcjonate @ (0) mamy w, (xp)= —w,(x,). Rozpatrzmy pole w,=1/2(u, }u,).
Spetnia ono ograniczenia kinematyczne zagadnienia {c). Przy tym dla obciazenia.
((ka+28) for (kat8) g,) zachodzi & (n)<0, . co przeczy zaloZeniu k,+-c¢<k, Przy-
pusémy, ze k,>k, Rozwaimy dla zagadpienia (b) uklad obciazerr ((ky+e)/,
(ks t+e) g.) pray kite<k,. Istnieje wiedy pole w,, dla ktérego @ (n)<0. Jesli
Wy(x0) >0, to k,=k,, a gdy wy(x,) <0, to k,=k, W ten sposéb problem (a) z wi¢-
zami uwalniajacymi zostal sprowadzony do problemu z wigzami przytrzymujacymi.

Rozpatrzmy teraz problem znalezienia minimum funkcjonaty (3.3) przy warunkl,.
z¢ funkcje uy, wo spetniaja wyZej wspomniane ograniczenia kinematyczne. Wyka-

Rozprawy Inzynierskie — 5§
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remy, e obciaZenia graniczne dla funkcjonatu (3.3) réznig sig o wielko§é rzedu
R* od obciaZzen granicznych dla funkcjonalu

~ I: ’ ey Lz i ¢ IH'
G4 dw=1 f j 4Gy =LY+ g = w dxdc—
o -L

L L
_ ——ZLIJ;ude—ZLfg,wodx.
Q v}

Naszkicujmy dowdd tego twierdzenia. Na-funkcje w, nie nakladajmy na razie
fadnych ograniczed. Zatem, aby problem byl poprawnie postawiony, funkcja
g2:(x) powinna by¢ poddana ograniczentom

N

L

L
(3.5 fgz(x)dx=0, fgz(x)xdx=0.
[} ’ 0

Ale wtedy
L L

f g, (x)wi dx= f f 2.{pydp w0 (x) dx,

a funkcjonat (3.3) moZe byé napisany w postaci
4 o
& (u) =, f f 4(u.0 Wi+ c:é (uo —TV;”) dedl —
Q .

L s p2 b L
._szfxuodx~2LJ gzwodwaFf fgz(p)dpwg(x)dx,
] (1] : 0 =x

Wykorzystujac pomocniczg, nierdwnosé

(3.6) f f |9 () =y ()| = L2 f jy ()] v,
—-L o
znajdujemy
ay o
(3.7 ]/4(;;0 c;w;,’)2+ ( —w:)") dxdl=2I? f fwy | dx.
0 0

Post@puja_,c podobaie jak w (2.12)-(2.14) oraz uwzgledniajac (3.7), otrzymujemy
ostatecznie, Ze obcigZenia graniczne dia funkcjonatdw (3.3)1 (3. 4) rdznig sig w danym
przypadkn o wielko$é rzedu A?(L>.
Z analizy powyisze] wynika, Zze aby zadanie na minimum funkcjonalu (3.3)
bylo sprowadzone do zadania na minimum funkcjonatu (3. 4), powmna byé spelmona
" nastepujaca zaleznodé:

L L
3.8 fg,w:) dx = f g, Wy dx.
4] 0
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W przypadku, gdy wo(x) spelnia tylko jeden warunek wy(a)=0, 0<Ca< L, to zadanic
spetnienia warunku poprawnosci znowu prowadzi do (3.5).
Jedli funkcja wo(x) spelnia co najmniej dwa warunki, to

L
wh= f G(x, s)wy (s) ds,
[+]

gdzie G (x, 5) jest funkcja ograniczona, ktérej postaé zalezy od nalozonych ogra-
niczen. A zatem zalezno$é (3.8) jest zawsze mozliwa,
Rozpatrzmy funkcjonat (3.4) oraz funkcjonat

L L L L
(3.9} @, (w) =21, f f lug—Cwy | dx dl—2L | fougdx—2L f 2. Wodx.
0 —L 0 4]

Oznaczmy przez k(" i k$? liczby dodatnie takie, ze (k2 £, k®’g,) jest obciazeniem
h h 8z) ] 44

graniczoym dla (3.4), a (k? f,, kX®g,) obcigieniem graniczoym dla (3.9). Poka-
Zemy, ie '
310y lim &0 = £,

B0

Dla liczb &V i &») zachodzi oczywista nieréwnosé
(1 (2)
kLD =

Przypuécmy, Ze zwiazek (3.10) nie jest spelniony. Wiedy isinicje taka liczba p>0,
7e przy dostatecznie malych A

(3.1 . DS (2

Rozpatrzmy dla funkcjonatn (3.9) obeiazenie ((®4-p/2) (f., g,). Istnieja zatem
funkeje wg(x), wh(x). trzykrotnie rézniczkowalne w sposéb ciagly, dla ktdrych
funkcjonat (3.9) jest nieujemny. Podstawiajac obcigzenie (k®+4-p/2) (i, g,) 1 pole
Uy, W, do funkcjonatu (3.4) otrzymujemy, ze dla dostatecznic matych A @,(a*) <0,
Zatem zwiazek (3.11) nie jest spetniony, a spehniona jest rdwnosé (3.10), Udowodnione
zostalo wiec nastepujace ) .

TWIERDZENIE 1. Nich k, bedzie liczbg dodatniq takq, ze (ky fr ky for kutZ) Jest
ukladem obcigzent granicznych dla funkcjonalu (2.8). Wredy
(3.12) ' fim &, <&,

>0

W dalszym ciagu pracy bedziemy mowié, ze funkcjonal (3.9) opisuje idealna
cylindryczna powtoke.

Zauwazmy, Ze w zagadnieniu okreflenia obcigZen granicznych mozna bylo
rozwazyé inne ograniczenia kinematyczne na pole predkosei niz rozwazone w tym
punkeie. Na przyklad mozna przyjaé, ze w pewnym punkcie @ zamiast warunku
wo(a)=0 spetniony jest warunek w (e, {)=0. Dla pdl postaci (3.1) prowadzi to do
zadania, aby.

(3.13) wol@)=0, wuy(@=0, u,(z)=0.
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Jednak?e te ograniczenia kinematyczne daza asympiotycznie przy h—0 do gbérnych
ocen obciazen granicznych réwnych rozpatrzonym wyzej ograniczeniom kinemas=
tycznym, to znaczy, jest pole u spelnia warunek w, (4)=0, a nie spelnia warunkéw
(3.13), to mozna skonstruowa¢ nowe pole, ktére spelnia juz warunki (3.13), a wartos¢
funkcjonatu (3.9) na tym nowym polu rézni si¢ dowolnie mato od wartosci funkcjo-
natn (3 2) na polu n. '

4. Asymptotyczne wartoscl obciazen gramcznych dla pol Kirchhoffa
Pokazemy, e dla pdl postaci (3.1} ma micjsce Téwnosé

4.1 . Lim %, =&,

. b0 .
tzn. powloka idealna jest granica asymptotyczna zagadnienia plaskiego dla pol
Kirchhoffa. Zauwazmy, Ze funkcjonat (3.3) pokrywa si¢ z funkcjonalem (3.2), jesli
na pole (3.1) nalozone jest ograniczenie u(x)=wi(x). Spelniona jest zatem dla
k, nieréwnosé (3.12). Niech & bedzie dowolng liczbg dodatnia, wtedy dla dostatecznie
malej wartodci ¢ ofrzymujemy

“.2) f f ]/4(% Gy

2 C2 2

2
vt S ) asac

L L

f [ {2(1—s)=u0 G+ /7=l de
8 -1

Rozpatrzmy funkcjonal ¥ (u)

L L L —
43 Pw=r1, 2(1—s)|u;—éui|+*£i—u1+wéi dxdl—
B ‘ h A

L3 h?
w2Lffxu0dx 2Lfgzw0dx 3 L2 fgzuldx.-

Niech 4, , bedzie liczba dedatnig taka, Ze obcigzenie 4, ,(f, g.) jest obcigzeniem
granicznym dla funkcjonatn (4.3). Na mocy nieréwnoéci (4.2) mamy

(4.4) = .

Rozpatrzmy przypadek, gdy na wo(x) nie nalozone zostaly Zzadne ograniczenia.
Wtedy z warunku poprawnoéci'zadania wyjéciowego mamy na funkcjg g,(x) wa-
runek (3.5), a funkcjonat (4.3) przy;mle postaé S

Y’(u)—rof ”2(1—8)1% it ]/_I—u1+w0|}dxd(§—

L L ‘- :
. , L . .-
—2r f fottodx—20 j f gz(l)d)v}vo(x)dx—?ﬁ f f o, (A dhu, (¥) dx.
V) 0 x ’ . 0 x .
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Wprowadzmy fonkcional

;oE Ly/s
4.5) !P’l(u).:rof f{Z(l—s)iuf,—Cu1|+-—-i;"— |—u1+w(',|}'dde—
5 -L )

L L L
_2Lffxuodx""*2Lf fgz(l)dlwé(x)dx.
0 0 .x e

Jebli przez A, , oznaczy¢ liczbg dodatnia taka, Ze 4y, ,(f, g:) jest obcigZeniem gra-
nicznym dla funkcjonatu (4.5), to w sposéb podobny jak poprzednio otrzymamy

(4.6) * lim (A2 — Ay, )=0.

h—0

Przepiszmy (4.5) w postaci

c ok o, Lye .
Y’l_(u)=rof f{2(1——3)!u£,—£u11+T|—u1+w(',1} dx df -
o -L ’

—2L fL Fougdx—21L. f fL g: () (W) —u,(x)) dx 2L f f gz(:}t.)dﬂgl(x)dx..

Rozpatrzmy funkcjonatl
L L :
%(u)wof f?,(l——e)]uo G dxdt — 2Lf Fettgdx — 2Lf f g, (D diudx.
0 L.
Niech A?(f,, g.)- bedzie obciazeniem granicznym dla ¥,(u). Wtedy dla dostatecznie
matego / mamy A% < 4. Podstawiajac u, = '(x) i uwzggledniajge (3.5) otrzymamy,
ze X[ 82 jest obciacieniem gram'cznym dla funkcjonatu

L L
210(1—a)f f|u0 Cgo”ldde 2Lffxu{,dx 2Lfgzq;dx
0

Z poréwnania wyrazenia POWYZSZeg0 Z wyrazenien (3 9) wymka ze AP réani sig
od kK o w1e]kosc rzedu . Poniewaz ¢ jest liczba dowolnie mata, to

(4.7) lim &, 2 lim A®) =,

0 &0

Z nieréwnofct (4.7) wynika, ze - , '

lim %o, = k.

=0 .
W przypadku natoZenia na wo(x) tytko jednego ograniczenia wola) =0, 0<<a<L,
7 warunku poprawnosei wynika, ze funkeja g.(x) znowu powinna spetnia¢ warunek
(3.5). Ale wtedy pozostaja w mocy wszystkie poprzednic rozwazania. ’

Rozpatrzmy na zakonczenie przypadek gdy na wel(x) nalozone 83 ¢oO najmniej

dwa ograniczenia postaci :

WQ(O)xO, :Wo(xi)=0, i=1, ey Py 0<_'x,-'< x1+1§L.
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Niech ¢,(x) bedzie nieujemng réZniczkowalny funkcja spelniajacg nastgpujace
warunki:

Xy

f pi(x)dx=1, -i=1,.,p, X=0,

i—1

a ¢x)=0, o ile x nie nalezy do odcinka [x;_+, x;].

X

Podstawmy
| o (x) =1y (x)— Z 2. (%) f uy(x)dx.

Wiedy "

(4.8) jiq)(x)dx=0, i=1, . e

xi_l

- Podstawiajac wyrazenie na u,(x), wykorzystujac po drodze » (x), do (4.3) znajdu-
jemy '
L L

!I’(u)zrof f2(1—3)|u;;cw'|dxdc—zfo(1—g)yx
_7 :

L]
P
2
1

X

f uydx f‘ {qvgfdx—ZL_f fgz(l)dl(wé(x)wul(x)) dx—

Fi—1 1‘:l 1

—2Lffgz(/1)dlv(x)dx—i—roor(e) f|w0 | dx—

HZijgz(i)dAZga!(x) f ul(z)dzd 3 szgz‘vdx—i-

+rga'(e)~}72| f mer e j"gz(x)z 7 f w2 d2 .

Poniewaz na mocy (4.8)
L L

f[v‘|dx>cf lo|dx,

] L]

a przy dostatecznie malym %

o) = - f[wo—uﬂdx 2’:0(1—8)L22/$fu1(x)dx1 f{¢l|dx+

-

+roa(e)—2\ f ul(x)dxl S f gz(x)Z’;a,(x) f uy(A)dh i~

xt__l
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—ZLLOI jgz(i)dﬂ,i cp;(x): xifi'ﬁll(;l)dtld.x;(),

to ‘otrzymujemy
L L

W () 2 27, (1— £) I [ - Cwldxdéj 2Lf fgz(A)dz@(x)dx 2Lffxu0dx

—L 0

Jesli pizez uﬁ?) oznaczyé taka liczbe dodatnig, ze #?(f,, g.) jest obciaZeniem gra=
niczanym dla funkcjonatu :

“9
- L L
V=1 [ [ 2(1—8)uy— Lo | dxdl— 2ijg,,(,1)d,w(x)dx 2Lffxuodx,
0 ~L
to ‘ | '
(4.10) A<, .

Podstawiajac o= p'(x) znajdujemy, Ze na mocy (4.7) ¢ (0)=0, ¢ (x,)=0, z—l 2,.
‘Funkcjonat (4.%) przyjm_le teraz postaé

¥(w)= 210(1—s)f f —Lo" dx df— 2Lfgzrpdx 2Lffxuodx
[+]

Porownujac powyisze wyrazenie z wyrazeniem (3.9) znajdujemy, Ze ,uf) rézni
sig od k2 o wielko$é rzedu &, Poniewa & jest dowolnié mate, dochodzimy do (4.1).

Jedli na funkcje u (x) oprécz powysszych ograniczen nalozyé jeszcze warunek
1#,{0)=0 lub 2,(L)=0, to funkcja » (x) bedzie spelniad¢ warunek w» (0)=0 Iub
v (L)=0, co pociaga za soba ¢'(0)=0 lub ¢'(L)=0. Analogicznic postgpuje sig
w przypadku, gdy u;(0)=u,(L)=0.

Rezultaty ofrzymane w niniejszym rozdziale pozwalajq wyciggnad interesujacy
wiiosek odnoénie zaleznodcl hipotezy Kirchhoffa od matoéci naprezefi stycznych
w cienkiej powloce. Mianowicie zalozenie o maloci naprezen stycznych w cienkiej
powloce wynika z zasady wariacyjnej dla pdl Kirchhoffa.

Zauwazmy, 7e naprezenia te nie sa réwne zeru, lecz sa asymptotyczaie male
przy h—0, a rzad ich wielkosci okreSlony jest zwigzkiem

4,11) i d (h) dy h—0
“. JlrxylxwL, gdy 0.

Udowodnimy zalezno$é (4.11). Unormujmy pole predkosci u fak, aby

S L L JE -
“.12) o [ f 1/4(u;)2+71—2—(u;-{—w;)2dxd§='1,
’ —L 0 .

gdzie u jest polem postaci (3.1). Oznaczmy przez ki (f, g.) obciaZenie graniczne
dla funkcjonatu (3.2). Istnigje zatem ciag pol w, spelniajacych warunek (4.12) takich,
#e funkcjonat (3.2} dla tych pdl dazy do zera, gdy A—co, przy czym skladowe pola
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'. u, sa funkcjami rézniczkowalnymi w sposob ciagly. Niech bedzie dana dowolna
liczba £ 0. Wybierzmy / na tyle male, by [k, —k'?| <&, Wykorzystujac (4.2) i to, 7e
' L L

L
4.13) 20k, [ fouydx—2Lk, f f gz(l)dlu dx= I+0(h)+o(1)
(0]
gdzie 6(1)}—0, gdy £—-0 oraz [0 (h)/h|<c gdy h—0, otrzymujemy
.L I
(4.14) f fzro(l—g)mg’ |dxd§+»—m~f| "’+w | dx—
o —-L ’
k<2>+s R
2Lffxu0 x—-—~—2Lffgz(A)dﬁu () dx<0

przy dostatecznie malym # i dostatecznie duzym ». Pomcwazna mocy (4.12)

—L 0

L L
o [ [ 2y = ldvdr<,

to z (4.13) i (4.14) wynika

2el? /e , R
14 ]/ }u Wi |dx— ——— U=, <0
lub
. L L _h
(4.15) . f]—u';—|—wg}dx§c1]/a -

o

gdzie &0, gdy 1—>01 n—oo, a liczba ¢, jest wyraZona przez kK Lic.
Z nieréwnosci (4 15) wynika twierdzenie (4.11),

5. Asymptotyczne dolne oceny obciaZedt granicznych

W rozdziale 4 pokazaliémy, e obciazenia graniczne dla idealnej powloki cy-
lindrycznej sg asyfhptotycznymi ocenami z géry dia powtoki cylindrycznej w Scistym
sformutowaniu, W tym rozdziale beda skonstruowane oceny asymptotyczne z dotu.

W p. 2 pokazaliSmy, #e obciaZenia graniczne dla funkcjonaly wyjsciowego
(2.8) i funkcjonatu (2. 10) asymptotycznie pokrywaja sig.

Rozpatrzimy najpierw problem rozciagania, tzn. g,(x)=0. Fuankcjonat (2 10)
w tym przypadku posiada postaé

E L / , 2 , Loz '
.1 Q'J(u):rof f} 47 (W) dxdcmfjfxu(x,odxdc. B

0 -L . . 0

Kinematyczne warunki zamocowania na koficach x=0 i x=IL dane sa w postaci

L L
¢ fu(o, Hdi=0 lub f(L,C)dC=O.
L L’ .




METODY WARTACYINE W TEORII POWEOK CYLENDIRYCZN YT R 241

Zauwazniy, ze dla pdl Kirchhoffa warunki (5.2) sg réwnowazne warunkom u,(0) =0
lub u,(L)=0. Oznaczmy preez uy(x) nastepujacy funkcje

. 1 I
uo) =757 f u(x, O dC.

Oczywiscie zachodzi

L L L L
dW=e, [ [2mldxd— [ () [ulx Odids
0 -L 0 —L

lub
L L

(5.3) B (u)= PD(u)=21 [rg [ 2luyldx— [ f, uodx].
4] Q

7 nierdéwnoéci (5.3) wynika, Ze obciazenia graniczne dla funkcjonalu @*(u) nie
przewyzszaja obciaZen granicznych dla funkcjonatu wyjsciowego @ (u). Tym samym
zhaleziona zostata dolna ocena obciaZen granicznych dla funkcjonatu (2.8). Napiszmy
funkcjonal &,(u) dla powloki idealnej w przypadku rozciagania

L L L
D, (u) =1, f f g~ Cwy, | dxdl — 21 ffxu{,dx.
o —L 1]

Zauwaimy, 7e pola ug, W 1 Uy, — W, daja te sama wartodé funkcjonatlu @,(u). Zatem
wartos¢ @,(u) od polowy sumy tych pdl nie przewyisza wartosci @,(u) od kazdego
pola z osobna. Wynika stad, ze dla znalezienia obciazeft granicznych moina ogra-
niczyé sig do pdl, w ktérych wy(x)=0. Wtedy funkcjonaty @,(u) i ®1(u) sa sohie

tozsamo$ciowo réwne. W ten sposdb udowodnione zostato
TWIERDZENIE 2. Obcigzenia granmiczne dla idealnej “!-‘-powloki przy rezciqganiu
dajq Scisle asymptotyczne wartoSci obcigzent graniczaych dla zagadmienia (5.1).
Rozpatrzmy teraz problem zginania, {zn. przyjmijmy, Ze f.(x)=0. W tym przy-
padku funkcjonat (2.10) posiada postad

L L L i
LZ
G4 o@=n [ | ]/ 40P+ vt dvdl— [ [ s Daxde,
o —L o § L ' &
Przypusémy, ze na pole w naloZone sg nastgpujace ograniczenia kihematyczne:
L ' L S ) o
(5.5) f;w(o,g)fdc=0_‘, f|w(xk,é)ldé’=0, k=1, 0 py 0<X <Xy 1<Le
-L T
Ponadto na koficach x ~0i ¥=L moZe by¢ spelniony jeszeze jeden z trzech warunkow-
L L ’
(56) (@ [u@Osenldi=0, () [u(LOsgald=0,
o 2 .
L

L
© [u©Osgnld= [u(L, {)sgnidi=0.
—I -

—I-
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Zauwazmy, ze warunki. (5.5) przechodza w warunki (5.13) dla pdl Kirchhoffa.
Analogicznie warunki (5.6) w przypadku pdl Kirchhoffa odpowiadaja warunkom

() uy(0)=0, (b) us(L)=0, (&) ux(0)=u,(L)=0.

Po wykorzystaniu warunku niesci§liwoéei funkcjonal (5.4) przyjmie postad

L L
Cl*(u)=“60f f !/4(1—_8) (- His—z (w§)2+ e (u£+w )dedc—
0 -—L o
’ L L

- f _Lf g xX)wlx, Odxdl.

o
Przy dostatecznie malym J

o ' £ LS
& (u) > ‘I’(u):rof j[z(l—s) (1-§)|u;}—}—2aéﬁlw;|+hiu,:+w;|]dxdf~

f f g ()W, 0) dxdl — f f 2.(%) f = ddxd,

Przy dostatecznie malym h

g2 b ’ ' L I Lo
o [ [ wilaracs [ [ 0o [ 5 drava.
o -—-L ‘ 0‘ —L 0

Stad dla dostatecznie matego £
: ‘ Lok : , & Lo | 3
vz wiw=n [ [[20-0 0=l Gz ] dsa-
¢ —L

L L
"ff fgz(x)(L—!C])w(x, 0)dx dL.
6 —L

Powtarzajac powyisze rozwaZania 1 wykorzystujac pierwszy z warunkéw (5.5)
otrzymujemy dla dostatecznic matego h
T L L 17, ]
(1) Paw) =1, f f [2(1—3) (1—5){u;|—l-—h—.iu£+w;i] et —
0 —L-

5 B L L ‘ _
o | | [ e®a-ime paxd.
o L =x .
Zauwaimy, Ze dla dostatecznie malego A

Ty f f W) drdl > f f f £ (D AAL~I2]) (vl el
o o ~L

E
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Stad
L L
= =z | [ [20-00- DIt 1u§+wa]dxdz;—
L

0 —
L

2 L L 7 )
»—-—Eaf—!jgz(/l)dﬂu(x, Osgntdxdl.

X

WprowadZmy jak poprzednio funkcje v (x, {):

1 X ;o

v (n O=uln Osenl—or 3 o [ [ u(nDsenlded,
i—1 —L Xy

gdzie

f p(x)dx=1, @x)=0 dla x<x_ lub x=x,
xi_l
przy czym @,(x) jest funkcja nieujemna i rézniczkowalng w sposdb ciagly, a xo=0.
Zauwazmy, Ze

: £ X
(5.7 [ [ e odxd=0, i=1,..p.

-5 xi—]_

Zamiemy w funkcjonale ¥s(w) funkcie u (x, {) na = (x, C). Wieedy
41o(1 —a) (1— 5)

Y’s(u)>rof 12(1—3)(1 _ &)o' dwdl— Z

L L
xof ilwl(x)l

p
*i

f fu(p,q)sgnqdpdq dxdf-

Eans
£ L_L %L“KDHL—MD?; dx"C"“%"fL_! [ s@arots o asd-
- fL ffg”(’l)d’l[z (%) f fu(Paq)Sgnqdpdg]dde

o —L x

—'x!!_

Poniewaz na mocy (5.5)

ToaJ'f dxd‘::%—};i ffiu;(L—m)‘i‘

> Z’ f u(x,f)sgnr:dxdc‘
=1 x_, —L

Cow
— 1D+ 5 D

AL Ci)w
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iy
° L L ‘ 2 L L L -
F's(u)zm(u)=rof fz(l—e)(l—é)lw;!dxdc—fff g (D dho(x, Odxdl.
0 —L 9 —-L =

Podstawmy

- L

p@=v)= [ olxd,
-1

przy czym ¢ (0)=0, a na mocy (5.7) p(x)=0, i=1,2, ..., p. Wtedy
, ‘ y L
®,2 G5 =70 [ 2010} (1 =)lp @l dx— [ g0 p@ds.
0 0

Stad obciaZenie gram‘cinc dla funkcjonain (2.8) przy zginaniu przewstia obcig-
Zenie graniczne dla funkcjonaln ¥.(u). Rozpatrzmy funkcjonat (3.9) dla problemu
zginania, tzn. gdy f{x)=0

L L

@z(u):?.rof j |ty — C;ﬁf"idde 2Lfgz(x)w0(x)dx

0 -L-

Zauwazmy, ze funkcjonal @,(u) przyjmuje jednoznaczne wartoscl dla pdl uy(x),
Wolx) 1 —ue(x), wo(x). W ten sposéb przy szukaniu obciaZen granicznych mozna
ograniczyé si¢ do pol u(x) z us(x)=0. Funkcjonaly &,(u) i ¥s(u) prowadza do
obciaZen granicznych rézniacych sie o wielkosé rzedu e4-J. Ze wzgledu na dowolnie
mate wartosci liczb ¢ i 6 poprawne jest nastepujace

TWIERDZENIE 3. Obcigzenia graniczne dla zginanej powloki idealnej dajq Scisle
asymptotyezne wartosci obeiqzen granicznych dla problemu (5.4).

Twierdzenie 3 pozostaje w mocy i przy dodatkowych ograniczeniach kinema-
tycznych, kidre sq réwnowazne warunkom

(@) ¢'(0)=0, (b) ?'(L)=0,  (© ¢ (O)=9(1)=0

i ‘odpowiadajg zamocowaniu powloki na brzegach

Rozpatrzmy teraz zagadnienie bardzigj ogdlne. Zalozmy, 7 pola prqdkosc;
spelniajg ograniczenia kinematyczne typu (5.2), (5.5} i (5.6). Wylkorzystujac warunek
nieSciSliwosci oérodka przeplszmy 2. 10) w postam

-
cﬁ(u)—rof f]/4(1we)(u)2+4£ (>t Gl w])? dedg —

_j ng(v)w(x,C)dde fffx(x)u(x DdrdL.

Przedstawmy funkcje u(x, {) w postaci -

Cu(n O=p(x, 01 a(x O,
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gdzie p (x, {) jest funkcia parzysta {, ¢ (x, {) funkcja nieparzysta, a ponadto p (x, {)
spelnia warunki (5.2), ¢ (x,{) warunki (5. 6) Dokonujac podobnych oszacowan
jak poprzednio otrzymujemy

’ ) ‘ ’ ’ Lo ' ' '
@ | | |20 i g+ ] gy axe—
0 ~—L .

L L
[ [ &g sen caxa.
L .

- f_fﬂp(x,adxd&%f"

Q x

Spostrzegajac, Ze

L

[ ] |p¢+qg+w1dxdc‘>—| f f [(r.— !Cl)pﬁ(L 1o g

0 —L -L x_,

L= w ] dXdCi‘—'Lil f f'q(x, Oy sgn {dxdl
' : L x

i wprowadzajgc funkcje
rx =40, )——me) f jqu 2) sgn v dz dA

W sposob taki sam jak poprzednio znajdujemy, 7e przy dostatecznie matym A

L

B (u) > 7, f j 2(1—) (1 =)t pl dxdl — f f Fu () p (e, Odxdl—
-L

0

fL | f £ (D dir (5,0 sgn el

0 -L x
Zauwaimy, Ze
, L
(5.8) f fr(x,c)sgngdcdx:o, i=1,.,p.
. —L o, .
Podstawmy
a F o wo_ b 3 ; o
W=, [P0, r=pp [re0smld, w©=0.
K 4 _
Witedy

L L L

L L ) _
o —fwh = ' _a _
j ! |?o ;wd dxd J *‘[ i f (p. (=, r)—l—r (x, 0))dr

[ -
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L
- f (ry Gx, D+p, (%, 7)) sga Tdr| dxdl =
-7
L L L Cb
= f f j(px(;\ D1l (%, r))(2L - sgn"c)dr dxdl <
o —L
L L
b
< f 1256, -2 G, O e f |

Niech b<S 2a. W tym przypadku

la b g 4a?-;-b2

f 2L IF da
L

Stad
L L
40: ) ) ’ ' rt
@(u);m[ ' j 2ro{l —e) (1 —&)|u, —Ewy | dx dl —

-L o

4a2+bz 2+ 2.
—2L—5— f Fettodx—2L—— f £ wodx}

W ten sposotb, gdy h—0, obciajema graniczne zagadnienia (2.10) sa nie. mniejsze
niz obcigZenia graniczne okreslone funkcjonatem

Wodx

. L L L
(5.9) f f eoltt,—Lw) | dicdl — 2L (1+52) f Fettodi—2
-~ F e} .

o

przy dowolnej wartosei s (0< s<< 1).
Z warunkéw (5.2), (5.6) i (5.8) okre$lamy ograniczenia kmematyczne dla uu(x)

1 we(x): |
uo(0)=0, uo(L)=0, wo(0)=0, wo(x)}=0, k=1, ..., p), wo(0)=0, wo(L)=0.

Funkcjonat (5.9) jest arialogiczny do funkcjonatu (3.9) i daje asymptotyczne oszaco-
wanie z dolu obeigzefi gramicznych okreSlonych przez (2.8) przy dowoloym
5 (0= s<C 1). Na przyktad dla s=0,5 réznica migdzy goérna i dolna ocena obcigzen
granicznych w zagadnieniu (2.8) wynosi 20%. Dalsze uéciSlenic oszacowan z dotu
bedzie przedstawione w nastepnym punkcie.

Otrzymane powyZej oszacowania dla problemu rozciggania i zginania wykazuja,
#e hipoteza Kirchhoffa o sfrukturze pél minimalizujaeych wynika z zasady waria-
cyjnej, edy grubosé powloki dazy do zera.

6. Okredlenie mnoznikéw kinematycznych dla idealnej plaskiej powloki

Rozpatrzmy problem obliczenia obciaZeri granicznych, okre§lonych funkcjona-
tem (3.9). Niech (f., g,) bedzie danym obcigZeniem zewnetrznym. Liczby 4, p nazy-
waja sic mnoznikami kinematycznymi, jesli obciazenie (Af;, yg,) jest obciaZeniem
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granicznym. Z definicji obeigZenia granicznego wynika, Zze mnoiniki kinematyczne
okre$lone sa nastgpuiaca zaleZnoScia:

L
J Fuoltgwop)de
(6.1) sup OL A > P
wwo o [ f ug—Cwg | dxdl
o L

Liczby A1 i g nazywaja sig mnoZnikami dopuszczalnym1 jest

f (f oA+, wou) dx

{6.2) SUp— ¢ 1 < =,
tp, Wo ‘ f f Iué — {w;’ | dx d{
0 -L

Zbior punktdw piaszczyzny A, u, speluoiajacych warunek (6 2); tworzy obszar
poprawnosci postawionego problemu. Obszar ten zalezy zardwno od konfiguracii
obcigzen zewngtrznych ( £, (x), g,(x)) jaki od ograniczesi kinematycznych natozonych
na pola predkosci B

Fatwo wykazad, Ze obszar poprawnofci dla wigzdw przytrzymujgcych jest
wypukty 1 symetryczny wzgledem osi A i i Dlatego tez wystarczy okredli¢ strukiurg
tego obszaru dla 1=0 i p=0.

Niech ruch powloki bedzie ograniczony p wigzami danymi w postaci warunkow
na funkcjg uo(x) i g wigzami danymi w postaci warunkéw na funkcje wo(x) i jej
pochodna wy(x). Problem znalezienia obszaru poprawnofci przy takich ogranicze-
niach kinematycznych (p, ¢) bedziemy nazywaé zadaniem. Wewnafrz kazdej klasy
tych zadan, tzn. dla ustalonych wartodci p i ¢, metody znajdowania obszaru po-
prawnosci sa takie same. Wykazemy, 7e zadania postaci (0 0), (0D, (1,00, 0,2)
i (1 1) wymagajg pewnych ograniczen na konfiguracje obciazen zewngtrznych i przy
ich spelnieniu moga by¢ sprowadzone do zadania (1.2). Zilusirujmy t¢ metode na
przykladzie zadania (0,0).Warunek poprawnosci sformutowany w p. 1 pokazuje,
ze w tym przypadku

L L L
[1@dx=0, [g@d=0, [gx)xdc=0.

Wynika stad, Ze wartodci funkcjonatu (3.9) dla pdl

s Wos  UL(X) =ug(¥) ~up(0), W)= wo(x)— we(0) — xwe(0)
pokrywaja sic. Ale pole u{)(x), w(‘)(x) spetnia nastepujace ograniczenia kinema-
tyczne:
doO(0)

W0)=0, wPO)= =0,

tzn. odpowiada zadaniu typu (1.2).
Zauwazmy, ze zadania (p, q), gdy p<1, <2 odpowiadaja klasie zadan tak zwa-
nych statycznie okre$lonych. Rozpatrzmy konkretne zadanie typu (1.2):

6.3 u(0)=0, wu(0)=w,(0)=0.
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Oznaczmy przez p (x) i o (x) nastepujace funkcje:
pX)=up(x), @ (x)=wg(x).
Warunek (6.1) moZna zatem zapisal w postaci

L .
[ (A, p+p®, w) dx
o

{6.4) SUp— 1L :T’
oo [ [ |p—Lwldxdl
. o —L

gdzie
L

@x=fo(z)da, | ¢Z=J'ng(r)drd1= j (r—%) () di .

Zauwazmy, ze na funkcjg p (x) i o (¥) nie naklada si¢ Zadnych ograniczen, Oznaczmy
przez i stosunek pleo. Wtedy (6.4) przyjmie postaé
L AD 1c-- 1,
vX)

o i fe—Cldf

{6.5) ~o— == gUp I
K [ lo()ldx

gdzie _
L
z (xy=w (x) f ire(x)—C| .
~L '
Ustalmy funkcje & (x). Wtedy wyraZenie w lewej czedci réwnania (6.5) przedstawia

norm¢ funkejonatu liniowego w przestrzeni L, [0, L] i moze by¢é obliczone w nastepu-
Jjacy sposdb:

L AP x+ud,

o(x)—f——dx
0 [ le—=gld
y &
(6.6) sup - = max A—xLK(M .
¢ [ o) dx . * ‘E‘IK—CI_LI(:

Aby znalei¢ kres gorny ilorazu (6.5), nalezy znalezé kres gérny wszystkich mozli-
wych funkeji e (x) wystepujacych w ilorazie (6.6). Pokazemy, ze

APur(x)+ud, | AD, at+ud,
(6.7) supmax | ———— | =maxmax|—————1.
wlx) % J‘ II’C(X)—CJCIC a x J ]a_é‘ldc
iy —I

Oczywiscie wyrazenie stojace w' lewej czedci réwnania {6.7) jest nie mniejsze od
wyrazenia stojacego po stronie prawej.
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Zaldrmy, ze wyraZenie (6.7) jest ciagle, Istnieje wtedy dodatnia liczba a taka, ze

AP 1 (x)+pd, AD atpd,
supmax | —~p————— | > maxmax| ————— | +aq.
S B Ty el 4 T S le=lld
—L —F
Wezmy pod uwage ustalong warto$¢ funkeji % (x), dla ktérej w pewnym punkcie x,
ADB (xg) ke (xp)+ ud, (x AP at ud, a
{6.8) f (. QAN o > max max —Tﬂ— +?.
I e (xo)—L1dg | la=4 &
L -r

Ale nieréwnosé (6.8) jest niemozliwa do spelnienia, poniewaz przyimujac a=r (x,)
mamy ' ’

AP (x)1¢ (Xo)+ D, (x) AP (X0) K (xo)+ 1P, (x0)
max = 7 .

L
¥ S e (o)=Ll {'P‘—'(xo)—a dl
—I —

. Fym samym réwno$¢ (6.7) zostata udowodniona. Zatem granica obszaru popraw-
nosci okreélona jest rownaniem

T AP (X)at+ pud, (x
{6.9} %mmax max (L) #P: (x) .

: “F [ la—dld&

—L
‘Po obliczeniu catki w (6.9) otrzymamy
o o 10(x) a--u, () AP (x) a+ b, (x)
©10) 7 —maX[ﬁX 2wl T pre ]
la|=L fal<L H

Wzor (6.10) mozna jeszeze uproécié. Latwo zauwazyé, Ze jesli funkcje &, i @,
majg w pewnym punkcie x réZne znaki, to liczbe a nalezy wziad vjemng, jesli nato-

 miast &, i @, maja w tym punkcie te same znaki, to-a powinno by¢ dodatnie. Wynika

stad, Ze krzywa ograniczajaca obszar poprawnosci jest okrelona réwnaniem

E - }“{@x(x); a—}-,ui(bz(x)i
Lo *+d
O=lg= L
lub _
©11) 2o =max (119, () +V (4, () + (ALD,())?).

Dla innych zadan typu (1,2) wzdr (6.11) réwhiez zachodzi. NaleZy jednak mieé

na uwadze, ze funkcje @, i @, powinny by¢ zwigzane z funkcjami £, i g, wzorami

uwzgledniajacymi konkretny charakter ograniczen kinematycznych zadania. Zau-

wazmy, ze norma funkcjonau liniowego w przestrzeni L,[0, 1] okreslona jest na
0 funkeji © (%), co odpowiada funkcji uo(x) postaci

A, jesli x < x,,

”"(x):{B, jesli x> xq

Rozprawy Inzynierskie — 8
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oraz funkcji wy(x) postaci
wolx) =k |[x=xo|+b. .

Istnieje jedn_ak_Ze przypadek, gdy funkcje o (x), dla ktérych okreslona jest norma
funkcjonalu liniowego, sa inne niz J-funkcje. Jest to mozliwe w przypadku, gdy
istnieje funkcja = (%), dla. ktére)

2B x+ud, A atud,| 1
{6.12) —L—# = 1ax max “L——ﬂ— =2
J @) -0 & *or | la=dd&
—L : —L

Jezeli spelniona jest zaleznoéé (6.12), to norma funkcjonatu

AB w4+ ud, ;o :
Lﬂ(x) LKJmu g f v (x)
o [ lvldx [ |k—{|d 5

[+ —L

okreslona jest dla dowolnej nieujemnej funkeji @ (x). Ma to miejsce na przylklad
wtedy, gdy &,=const oraz &,=const.

Rozpatrzmy teraz ogdlny przypadek zadania (p, ¢). Zatézmy dla okreslonosci,
ze uklad ograniczen kinematycznych ma postaé

uo(mi)=05 i=0, ap_l » ‘10=Oa 0§“g’<ﬁi+1 =L,
we{f)=0, i=0,..,g-1, 0‘-<\/8i<ﬁi+1‘-<-.L= Bo=0.

Zatem bedziemy mieé

@;

fp(x)dx=0, i=1,.,p~1,
0

(6.13) _ .
wo(x}=!(x—r)wdr—%af (B —1)adr.

Wrykorzystujge  (6.13) podobnie jak poprzednio skonstruujemy funkcje
P:(x). Nie wykorzystane warunki kinematyczne moga by¢é napisane w sposéb
nastepujacy: . o
L
le.pdx=o, i=1,..,p—1,

) o

(6.14) .
[Qiod=0, i=2,.,q-1.
0

Dochodzimy zatem do zagadnienia znalezienia kresu gérnego (6.4) przy warunku,
ze funkcje p (x) i w (x) spelniaja dodatkowe ograniczenia (6.14). -
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Biorac pod uwage twierdzenie S. M. NIKOLSKIEGO [6} o normie funkcjonatu
dla pdlprzestrzeni i powtarzajac poprzednie rozwazania otrzymujemy, Ze brzeg
obszaru poprawno$ci w danym przypadku okreflony jest zalezno$cig

r—1 q—1
[}v@x - Z 95 Ri] a“i’ﬂ@z - 2 ‘Qi T
1 2

(6.15) max min - = _% ,
[ la—01dt
-L

gdzie a, 8; oraz 7; sa liczbami rzeczywistymi. :

Tak wigc problem okreélenia obcigzed granicznych dla powloki idealnej zostat
sprowadzony do znalezienia wartodci ckstremalnych funkeji wieln zmiennych.
Rdéwnanie (6.15) jest analogiczne do réwnania (6.10) i moZe by¢ zapisane w postaci
podobnej do (6.11). Mianowicie

K}

(6.16) 2Lr,=max min {[,u'czsz (x)— 2‘1 24(x) ri’ +

+]/(,u¢, (x)— Z_‘l Q,(x)r,-)z—f-(/l@x"— 'pj 6, R, (x)z]-

Na zakonczenie tego punktn powr6émy do rozpatrzenia asymptotycznych wias-
nosci mnoznikdéw kinematycznych w zagadnieniu plaskim, Jak zostalo wykazane,
obszar dopuszezalnych mnoznikéw dla powloki
idealnej daje ocene gérng dla zbioru dopusz-
czalnych mnoznikéw zagadnienia plaskiego. W p. 5
wykazano, ze jeSli A, u sg kinematycznymi mnoz-
nikami dla powloki idealnej, to para liczb

4 2su
A= 14522 #= 142 Rys. 2

dla dowolnej wartosci s, 0 < s <C1 daje dolng oceng asymptotyczng dla odpowiednich
mnoznikow kinematycznych zagadnienia plaskiego. W ten sposéb z kazdym punktem
A, p polozonym na brzegu obszaru poprawnofci dla powlcki idealnej zwigzana
jest elipsa (rys. 2)

ktorej kontur daje dolna oceng asymptotyczna dia zbioru dopuszezalnych mnozni-
kow zagadnienia plaskiego. Rozpatrujac obwiednie rodziny tych elips, gdy punkt
4, u przebiega brzeg obszaru poprawnoéci dla powloki idealnej, dochodzimy do .
" oceny dolnej dla obszaru dopuszezalnych mnoznikéw zagadnienia plaskiego. Latwo
zauwazyc¢, ze gdy A=0 lub x=0, oceny asymptotyczne dolne i gbrne dla mnoznikéw
kinematycznych zagadnienia plaskiego pokrywaja sie.
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7. Krzywoliniowe powloki cylindryczne

Rozpafrzmy teraz powloke o grubosci /1, ktorej powierzchnia srodkowa posiada
ksztalt cylindryczny, a jej rownanie w postaci normalnej przyjmuje postac

(7.1 w=w(s) wh<l,

gdzie s jest dtugodcia fuku kierunkowej (0<<s< L), a x krzywizna tej linii.

Przedstawiajac Tunkcjonal wyjsciowy w zmiennych s i n (rys. 3) i przeprowadza-
jac rozumowanie w sposéb analdgiczny do poprzedniego dochodzimy do funkcjo-
natn analogicznego do (3.4) majacego teraz postaé

( 0%u, aicu
— Kty +- )
ds?

L

a2 I@)- Zfoff
L

df ds —

L . .
—2r j L, (5) 1 (5) 1 &0 (5) s ()] dis,

gdzie u, i u, oznaczajy rzuty predkodel przemieszezen linii $rodkowej na osie T i n
oraz gdzie wszystkie oznaczenia sa analogiczne
do oznaczen p. 3. :

Zauwazmy, ze ruch powtoki przy warunku zni-
kania dysypatywnej czgsei funkejonalu (7.2) pro-
wadzi do nastgpujacych pdl:

u(8)=[¥twxp()lT(s), . s
p (5)=[¥o+w X p(s]n(s), ' Rys. 3

gdzie v, jest dowolnym statym wektorem leZzacym w plaszezyZnie sn, a w=(0, 0, @),
tzn. jest wektorem prostopadlym do tej plaszezyzny; p=p (s) jest promicniem
wodzacym krzywej (7.1).
Latwo zauwazyé, ze (7.3) bdpowiada ruchowi powloki jako ciala sztywnego.
Sprowadzmy funkcjonat (7.2) do postam funkcjonatu (3.9}, W tym celu roz-
patrzmy nastgpujgcy uklad:

n

(7.3

2
o, 0%y, O,
2 Kiy,=T,, —= 5 =9

ds? s "

(7.4)

-Rozwigzanie ogdlne ukladu (7.4) posiada postac

&
() =)+ [ {T@7 () o.)+[wox (e ()= p(&)] T() O},
(7.5) 0

&
w(s)=u(s)+ [ {x@n(s) 2. (O+[o30% (p (5)— (O m () vl D} L,

gdzie wo=(0,0, 1).
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Przepiszmy funkcjonat (7.2) wprowadzajac funkcje v(s} i v,{s):

L
(71.6)  I=274 ff]v — L) dE ds— 2Lf{ ) [ (aals, V) +

-5

+k21(5, 5) 8 () ds+-0, (5" f (K128, $) L) +Heaals, 5)84(5)) dS} ds’—

L i L
= 2L [ fu)u(s)ds—2L [ gu()u(s) e,
o Q

gdzie macierz k;; (s, 5) posiada postaé’

T(s)7(s),  [wox(p@G)—pGY)] T (S)]
T(sInis),  faox(p@—eE))n(}

Stale dowolne wystgpujace w polach (u2, 4°) sa okre$lone badz z ograniczen
kinematycznych nalozonych na te pola, bad?, w razie bralm takich ograniczen,
sprowadzaja sig do warunkow na obeigZenie zewngirzne i wtedy nie maja wplywu
na funkcjonat (7.1).

Otrzymany funkcjonal (7.6) jest analogiczny do funkcjonalu (3.9), a obszar
poprawnoéci dla tego funkcjonalu moze byé znaleziony ze wzoru (6.4), gdzie na
miejsce p, @ nalezy wstawi¢ v, v, okredlajac odpowiednio @,, ¥, zgodnie z (7.6).

W ten sposéb problem obliczenia obciazed granicznych dla krzywoliniowej
powloki cylindrycznej sprowadza sie zawsze, gdy h—0, do znalezienia obcigZen
granicznych dla odpowiedniej plaskiej powloki.

(7.7 el =[

8. Przyklady

Wrdémy do rozpatrzenia zadad statycznie okreSlonych typu (1,2). Jak juz bylo
wykazane, brzeg obszaru poprawnoéci w tym przypadku okreflony jest réwnaniem
(6.11). Przypusémy, Ze na odcinku [0, L] istnieje punkt x,, w ktérym
(8.1) max [P, (x)|=(P:(xo)l, max [P (x)|=|P, (xo)l.

D=xs L o=yl .
Taki punkt x, istnieje na przyklad w nast@pujqcych szezegolnych przypadkach

a) jedna z funkcji @,, @, jest stala;

b) obie funkcje |P.|, |P,| maleja monotonicznie na odcinku [0, L] (tu x,=0).
Latwo zauwazyé, 7e przypadek b) dla zadania (6.3) jest réwnowainy warunkom!:

fx(x) zachowuje znak na odcinku [0, L],

f £.(4) dA zachowuje znak na odcinku [0, L].

Z Zaleznogci (8.1) i wzoru (6.11) wynika bezposredmo #e brzegiem cobszaru
poprawnosci na plaszezyznie A, u, gdy A0, =0, jest w danym przypadku para-
bola o réwnaniu

2
L@3(xy) "

(8.2) |z (xo)| pe=Lito =
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Wzdr (8.2) pokazuje, ze graniczne mnozniki kinematyczne (A, x) nie zaleza od calej
konfiguracji obciazefi, a jedynie od liczb @.(xy) i D.(x,). Zauwazmy w koficu,
ze ze wzoru (8.2) wynika przy j;(x)zo

< Lty
S 18,00
oasL,
i gdy g.Ax)=0,
. 27,
Ag—————
IS e 201
Oy L,

Jako przypadki szczegdlne zadan statycznie okreflonych rozpatrzmy cienkie rury
cylindryczne o kolowych lub cylindrycznych przekrojach, poddane ci$nieniu we-
wnegtrznemu. Zgodnie ze schematem p. 7 zadania te moga byé sprowadzone do
zadafi na obcigZenie graniczne dla plaskich powlok i prowadza do nastepujacych
wartodci granicznych ciSnied wewnetrznych:

_ 8 To
BT+ b
‘dla kwadratowego przekroju poprzecznego, gdzie b jest bokiem kwadratu i

4 Tg
gﬂ _'/4752_5 R

dla przekroju kolowego, gdzie R oznacza promiefi przekroju poprzecznego.
Przejdzmy teraz do zadan statycznie nieokre$lonych. Rozwazmy powloke
o dlugosci L zamocowana przegubowo na brzegach 1 nie doznajaca przemieszczen
poprzecznych w punkcie x,, 0< Xy <<L. Niech na powloke drzialaja sily poprzeczne
rozlozone z gestodcia g.(x). Funkcje @.(x) w tym przypadku wylicza sie ze wzoru

&, (9= [ Gz, x)g. (B dr,

gdzie .
[ L~

x, jesli O<{x<sy,
G(x, y)= ! '
| ¥(L—9 . .
l T jesli  y<x<L,

a zadanie znalezienia obquema granicznego sprowadza si¢ przy Wykorzystamu
(6.15) do okreslenia liczby u spehniajacej rownanie
1P, —0G (xo, X}

L2

. TO ,
— T minmax
L /] x
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" Na mocy twierdzenia Czebyszewa- o najlepszym przybliZenia w przestrzeni
C[0, 1] liczba 6 powinna by¢ dobrana tak, aby istniata para liczb x’, x"/ takich, Ze

min max|p®, —0G (xg, ¥)| = p@, (x)—0G (xp, x" )= — u@,(x'")+0G (x5, x"');

[ x
skad
9=p @, (x)+D,(x"")
G (xg, XV G (X6, x)
oraz ) .
(8.3) Lrg= |Do(x") G (x0, ") —Px"") G (X0, x7)|

G(x(): x’)—l—G(xOs x“

Z drugiej strony jesli rozpatrzyé funcjonal (6.4) okreslony na fﬁnkcjach

84) p(xX)=0, o) =0d(x—x*)+ (x—x*¥), |
gdzie : L
aG (%o, x¥)+ PG (xq, x*¥)=0,
to
@, (x*) G (g, x*F)— D,(x**) G (x5, x*
(8.5) Lt,= max Hl , (x*) G (xg, X*¥) (x*) G (x5, x|

X%, x¥* G(.XQ, x*)+G(x0, x**)

Poréwnujac (8.3) i (8.5) znajdujemy, Ze wiréd pSl minimalizujacych sa pola postaci
(8.4), a liczba g moze byé okreflona ze wzoru (8.5).

Zupelnie analogiczne wzory moZzna wyprowadzi¢ i dla wigkszej liczby ogra-
niczefi kinematycznych. JednakZze przy ich wyprowadzaniu nalery uwzgledniaé
fakt, ze uklad funkeji G (x, x), 0<xy <...<x;<L nie tworzy ukladu Czebyszewa,
chociaz, jak mozna wykaza¢, spelnione jest twierdzenie o «alternacji» [7].

9. Oceny obcigzen granicznych dla rozeiagania przy skodiczonej grubosci powloki

W poprzednich rozdzialach wykazaliSmy, Ze przy istnieniu sit tylko rozciaga-
jacych (g.(x)=0) obciaZenia graniczne dla powloki idealnej sa asymptotycznie
Sciste, gdy h—0, dla odpowiedniego zagadnienia plaskiego. JednakZe waZna jest
znajomo$¢ odchyleri obciaZern granicznych dla zagadnienia plaskiego od obcigzen
granicznych dla powloki idealnej przy skoticzonej wartosei 4.

W niniejszej pracy nie bgdziemy badaé fego problemn szczegétowo. Poruszymy
go tylko w zwigzku z ilustracja jakodciowych metod wariacyjnych.

Jak juz wczedniej wspominali$my, problem znalezienia obciaZen granicznych
dla zagadnienia plaskiego sprowadza si¢ do badania funkcjonatu

N

L] 0

L L 72 L L :
©.1) - I(u)='rof f]/4(u;)%+71;(u;+w;)2dxdc—f fxfxu(x,c)dxdc,
-1 - L

gdzie pole u spetnia warunek niedcisliwosci (1.4) i pewne ograniczenia kinematyczne.
Odno$nie mozliwych ograniczeri kinematycznych naleizy podkreSli€, Ze jest sens
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rozpatrywaé tylko takie ograniczenia kinematyczne, ktdre wyodrebniajg w przestrzent
pol u zamknieta podprzestrzeri. Norma w przestrzeni u jest okre$lona nastepujgco:

e f | ]/4(u;)2+?(u;+w;)2dxdc+ | f L+ i v i
0 -—-L o —L

Do takiego typu ograniczen kinez_riatycz_nych odnosza si¢ np. ograniczenia postaci

L L L
@ [u©0d=0, ® [W©0ld=0, () [w(©,Jsenld=0.
—r —FL —L

Z postaci funkcjonahu (9.1) wynika, Ze obciazenia graniczne dla powtoki idealnej
-daja oceng dolng obcigzen granicznych zagadnienia plaskiego, poniewaz funkcjo-
nat dla powloki idealnej otrzymuje sie z (9.1) przez pominiecie predkosei odksztal-
cefi postaciowych, a nastepnie wprowadzeniu usrednionej po grubosci predkosei
podiuznej. Dla powloki idealnej rozwazamy oczywiscie tylko ograniczenia kine-
matyczne typu u(0)=0.

Rozpatrzmy teraz funkcjonat (9.1) dla pol KirchhofTa. Oczywxsc;e obciazenia
graniczne f; dla pél Kirchhoffa okreslone wzorem (9.1) daja oceng gorng dla obcigzett
granicznych w zagadnieniu plasklm Na mocy wypuk%osa funkqonalu (8.1) przy
jego minimalizacji mozna ogramczyc si¢ do pdl postaci

- h2

©2) s D=l W =~ ),

przy czym ograniczenia kinematyczne a) i b) sprowadzaja sig do warunku 14(0)=0,
a ograniczenie ¢) do warunku #,(0)=0. Funkcjonat (9.1) dla pola (9.2) przyimuje
postaé

L L I L
- 93) I(ug)=1, f f ]/4 (1g)*+2 53 (up)? dx di —2L f Mfugdx.
¢ -L ) a

Dia skrdcenia rozwazath przyjmiemy ograniczénia kinematyczne postaci
OH o u0)=u(0)=0.

Zauwazmy, ze obciqienia graniczne przy ograniczeniach kinematycznych postaci
(9.4) daja gdrna oceng obcidZen gramicznych przy ograniczeniu kinematycznym
uo{0)=0. Oznaczajac p (x)= uy(x) przepiszmy (9.3) w postaci

.- L e et— .
B '
(9.5) I(p)=1, f f ]/4p2+1§2?(p’)2dxd€—2LM5xpdx,
. o —L - _

" gdzie

L
Q5x=. ff,,dx‘.
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Zamiast funkcjonalu (9.5) rozpatrzmy funkcjonat
. -

' : I
‘ h
©.6 s [ (2105 107} dx [ 20.pas.
0 4] !
Patwo zauwazyé, Ze obcigzenia graniczne dla funkcjonalu (9.5) nie przewyzszaja
obcigzen graniczaych dla funkcjonalu (9.6}, W dalszym ciagu dla uproszczenia

ograniczymy si¢ do przypadku, gdy @.(x) jest funkcja nieujemna posiadajaca tylko

Ay (X) . ) 4

r

[l PO APSE S S ———

]

I

1

1

i

1

i

1

1

I
| S R —— P
G Xp

ol |

Rys. 4 . Rys. 5

jedno Iokalne maksimum (rys. 4). Latwo zauwazy¢, Ze przy takim ograniczeniu
na @.(x) celem znalezienia kresu dolnego funkcjonatu (9.6) wystarczy rozpatrywaé
takie funkcje p (x), ktére sa monotoniczne na odcinkach monotonicznosci @.(x).

Rzeczywiscie, zaloimy, #e p(x) posiada postaé pokazana na rys. 5. Wtedy
mozemy przeisé do funkcji p*(x) przedstawionej na rys 6, ktéra otrzymuje si¢

xf'

x\f

Rys. 6

z wykresu p (x) przez obciecie lokalnego maksimum i doklejenie lokalnego minimum.
Eatwo sig przekonaé, Ze j(p)=j(p*). Kres dolny osiagany jest oczywiscie dla
funkcji przedstawionych na rys 7 [bez zmniejszenia ogélnodci mozemy przyjaé,
ze max p (x)=1]. ’ : '
Zatem mnoznik kinematyczny A dla zagadnienia plaskiego spelnia nierdwnosé

210 Ty ) To

gl“{- ] Xg- L
= (¥o) - [ @.dvre [ @.dx
*1 X2

9.7 T max A, ¥y, x5)"

X1, X9, &

max — 5
e Z(Xz“xl)-i*—?ﬁ(L—Xz)"f‘(A?—f)?
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Z warunkéw natozonych na funkcje @,(x) wynika, Ze jest ona stala jeSli f(x)=
=8 (x—L), albo istnieje taka liczba a, Ze @,(x) osiaga swa najwigksza wartos¢ na
odcinku [0, L—a] i #,(x) < M przy x z przedzialu [L —a, L). W pierwszym przypadku,
gdy @(x)=M, warunck (9.7} daje

274 2t ./T'Fo

©.8) —r SAis— o

Wzdr (9.8) mozna néci§lié. Mianowicie moZna wykazaé, Ze przy stalej wartosci
@.(x) obciafenie graniczne przy dowolnej grubofci powloki w przypadku zagadnie-
nia plaskiego pokrywa sie z obciaZzeniem granicznym dia powloki idealnej. Rzeczy-
wiscie, jak bylo wykazane wyZej, obciaZenie graniczne dla rozcigganej powloki
idealnej daje dolna ocene obciaZen granicznych zagadnienia plaskiego. Z drugiej
strony taka sama warto$¢ obciazenia granicznego dla zagadnienia plaskiego mozna
otrzymaé, je§li rozwazy¢ nastepujace pole predkodci:

u(x, =0, edy c<L(1— —;})

ux, )=v, gdy CBL(I - %)

gdzie v, jest stalym wektorem o wspolrzednych vo=a (h, —L), a a dowolng liczba
rzeczywista (a>0). Zauwazmy, Zze obciaZenie graniczne w zadaniu na rozcigganie
dla powloki o skonczonej grubosci pokrywa si¢ z obciaZeniem granicznym dla
powloki idealnej tylko w tym przypadku, gdy @.(x)=tonst, oraz gdy najwicksza
warto$é @,{x) jest osiagana na odcinku o dhugoéci nie mniejszej niz 2h. Zavwazmy
takZe, Ze rozpatrzone pole predkosci nie spelmia hipotezy Kirchhoffa. Jednakze
gdy h—0, pola Xirchhoffa daja rdwniez prawidlowa warto$¢ obciaZenia
granicznego.

Przejdimy do rozpatrzenia drugiego przypadku. O ile wzory (9.7) i (9.8) byly
spetnione dla dowolnej grubo$ci A, to w dalszych rozwazaniach ograniczymy sig
do h dostatecznie malych. Poniewaz wyrazenie stojace w mianowniku (9.7) jest
monotoniczne ze wzgledu na &, nalezy je rozpatrzeé dla dwdch wartodel £:6=0
i {=1. Mamy odpowiednio '

([ @odn)foea—x) (f eean)fir—x

A, x4, ;)= -2 Al xy, %)= Ty -
2—1— xz_xl ,l - 2+2(L—x1)

Na_ mocy zaloZen odnosnie @, istnieje liczba £>0 taka, ie-
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Stad
L
| @,dx
L—x M B
(9.9) 7
( Hmh 2 2
2_(L_x1)

g
10 ;x_l.____ - =
(9.10) M — >M 5
Jedli liczbe A wzial na fyle mala, aby
Xy— X, < Mg
to z warunku (9.19) otrzymujemy
fl & (x)dx. , -
Xo—X M
©.11) _—2h1—>w2—w§.
2-F
Xy — Xy
Poréwnujac (9.9) i (9.10) dostajemy
’ 2t : T )
©.12) 7 <A< e
f &, dx
xl_xl x
max ih
¥ 24
' xZ_xl

Zauwazmy, 7e jesli we wzorze (9.8) odchylenie wartofci mnoznika kinematycznego
od mnoznika otrzymanego dla powloki idealnej jest wielko$cig rzedu A, to we wzorze
(9.12) odchylenie to.zalezy od postaci wykresu funkeji &,(x) w punkcie maksimum.

Ocenimy # grubsza warto$é tego odchylenia. Zaldzmy, ze w punkcie maksimum
funkcji @.(x) moina wpisac katw sposéb pokazany na rys. 8. Podstawmy x,; = X —]/ A,
X2 = X0+ b Wtedy '

| M
21.'0 21'0 7 ¢ —
, T - .
o U M(M_k_lﬁ’_) v
: 3

Zauwaimy, ze jeSli odnoénie gfadkoéci krzywej @,.(x) w punkcie maksimum
* zalozyé tylko to, #e mozna wpisaé odpowiedni kat, to we wzorze (9.13) moZna
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poprawié jedynie stala przed ]/ k., ale sam rzad odchylenia pozostaje bez zmian.
Zauwazmy w koficu, Ze chociaZ oceny typu (9.7) dokonane zostaly dla funkcjonatu
(9.6}, to tatwo wykazaé, ze sg one {ego samego rzedu i dia funkcjonatu (9.5).

ﬂ F;l

Rys, 8 Rys. 9

Przy skonczonych warto$ciach %, jak wynika z przytoczonych rezultatéw,
predkosé zbieznoéci do obciazenia granicznego dla powloki idealnej gwaltownie
sig zmniejsza przy f,.(x) majacych posta¢ pokazang na rys. 9, tzn. dla funkcji o nieskofi-
czonych amplitudach lecz catkowalnych. ‘

10. O pewnych jakosciowych wlasnosciach obceigzen granicznych dia pél Kirchhoffa w zagadnienin
rozciagania

W problemach rozciagania dla powloki idealnej zachodzi oczywidcie nastepu -
jaca zasada lokalnogci: jesli obciazenie roziozone jest ma pewnym odecinku A/,
to niszezace pole predkosel, odpowiadajace obciaieniu gra_nicznemu, jest skon-

1.8 m}

:
i
h
:
1
. |
Xq Lox
I
]
i
h
H
]
i

Rys. 1t

centrowane w strefie dzialania tego obcigzenia. Innymi stowy pole niszczace pro-
wadzi do ruchu o$rodka jako ciala sziywnego poza strefa dziatania obciaZenia
Al Wykazemy, 2e analogiczna zasada jest prawdziwa w przypadku pél Kirchhoffa
rowniez dla problemu rozciagania. Zalézmy, ze sila rozciagajaca f, jest taka,
aby @.(x) miala posta¢ pokazana na rys. 10 (wykres funkcji £, odpowiadajacej
@, jest pokazany na rys. 11), przy czym x,>nhf2, x, <L —nh/2. Zauwazmy, e
warunek x,>n2 przy warunku uo(0)=0 jest nieistotny. Wykazemy zatem, Ze
w przypadku obciazenia -granicznego pole niszczace jest skupione w- przedziale
[x1, x.]. Rozpatrzmy funkcjonak.(9.5) i zalézmy, ze funkcja uo(x) spetnia ogranicze-
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nia kinematyczne typu (9.4), tzn. p(0)=0. Funkcjonal (9.5) za pomoca zamiany
zmiennych wygodniej jest przedstawié w postaci

2L
) L W 3 ' L
d 2
(10.1) 4rnfﬁfmdcf ]/ ) (_P) _ fmxpdx.
s 2L J P + dg‘ dﬂ' ZLD

W dalszej czedci pracy o i © bedziemy interpretowaé jako wielkoSci kata w mierze
radialnej. Zatem

2L
ht

[Vl
5 P do ’

przedstawia dlugo$é tuku wyrazong we wspdlrzgdnych biegunowych. Oczywiscie
funkcjonat (10.1) minimalizuje nieujemne funkcje p (x). Niech p (x) posiada wykres

przedstawiony na rys. 12. Ksztalt krzywej p (x)} na odcinkach 0<{x<{x;, x,<€<x<<L
nie wplywa na wielkoi¢ nastgpujacej catki

£,
f b opdx.
Q

Z drugiej strony w celu zmniejszenia dhugoéci liku, a stad i warto$ci funkcjonatu
(10.1), naturalne jest poprowadzenie luku p (x) w przedziale O<<x<{x, wzdhz
promiegia x=x,, co oznacza: p (x)=0 dla 0= x< x,. Z kolei przejicie od zmiennej
x do Zmienngj ¢ oznacza rozciagniecie skali '
o 2L/h tazy. 7 zatozenia L —{nh){2 > x, wynika,
#e tuki x=x, I x=L tworzya w zmiennych ¢ kat
nie mniejszy niz n. Dlatego, aby diugos¢ tuku
na odcinku od x, do L w zmiennych o byl
znéw najmniejsza, wykres funkeii p (x) powinien
dazy¢ wzdhuz fuku x=x, do poczatku ukladu.
Zatem funkeji minimalizujacych funkcjonat
(10.1) nalezy szukaé wérod funkcji p(x) zeru-
jacych sie w przedziatach 0 <<x<"x, i x, <x<I.
Fakt ten stanowi zasade lokalnosci dla podl niszezacych. Poniewaz w przypadku
pdl Kirchhoffa skladowa poprzeczna predkosei w (x,{) jest zwigzana z p (x)
zaleznoscig

Rys. 12

R

IE

w(x, C): —£ p(x)!
to latwo zauwazyé, ze predko$é poprzeczna jest rézna od zera tylko w strefie
X% X< X,, a na mocy dodatniodci funkcji p (x) prowadzi do przewezenia {udciénie-
nia) powloki w tej sirefie. Taka postad p}yhi@cia odpowiada jakodciowo znanemu
mechanizmowi zniszczenia przez utworzenie si¢ szyiki. :

Przejdziemy teraz do. rozpatrzenia drugiej jakodciowej wlasnodci zwiazanej
z rozkladem obcigzei granicznych dia funkcjonatu (9.5). W przypadku powitoki
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idealnej, jesli obciaZenie posiada postal przedstawiona na rys, 13, to jest ono gra-
niczne, gdy lokalne maksima osiagaja niezaleZnie warto$¢ krytyczna 27, Przy
tym zupelnic nieistotna jest odleglos¢ x;—x;.- W przypadku funkcjonatu (9.5)

bo by .
] . 1
| ; :
i ; ! | i
| Ao
B ' 1 3 !
! ' : ! i
1 | AN
- \ - 1 : 1 "
0 x % oxy x4 L % 0 x Xp Xg X3 Xg L X
Rys, 13 Rys, 14

sytuacja jest nieco odmienna. Mianowicie, jesli spetniona jest nieréwno$é x; —x, >
>7h(2, to obcigZenie graniczne tak jak poprzednio okre$lone jest niezaleznie przez
ksztalt kazdej czgSci wykresu @, (x) na odcinkach [x;,x,] i [x;, x,]. Oznacza to,
z¢ jeSli obciazenie osiaga warto$é granmiczng na odcinkach [xq, x,1 i [xa, x4], to
polgczenie tych obcigZed réwniez jest obeiazeniem granicznym.

Z drugiej strony, jesli x,—x; </f2, to polaczenie dwéch obciazen granicznych
na odeinkach [x,, x,] i [x;, x,] prowadzi do problemu niepoprawnie postawionego,
tzn. kres dolny (9.5) jest réwny —oo. Dowdd pierwszego stwierdzenia wynika
7z przeprowadzonych rozwazaf, ktére wykazuja, Ze gdy x;—x,>whf2, funkcja
minimalizujaca powinna zerowad sig dla x, <x<x;.

jPix) ' Belx)

jﬁ
[

(

>

e —-

>
=
>
Ky
= o
=

Ho Xa
Rys. 16

Udowodnimy drugie stwierdzenie. Zatézmy, 7e wykres funkcji P.(x) jest sy-
metryczny wzgledem prostej xq=(x3-x,)/2 (rys. 14), a punkty x, i x, sa oddalone
od koficow 0 i 1. odpowiednio o wielkod¢ wigksza niz #h/2. Zatem wéréd funkcji
minimalizujacych funkcjonat (5.5) istnieje taka funkcja, ktéra zeruje sie na odcinkach
[0, ;] 1 [x4, L], 2 jej wykres jest symetryczny wzgledem prostei x,=(x3+x,)/2.
Z jedfiorodnosci funkcjonatu (9.5) mozna wywnioskowaé, 7e max p (x)=1 (rys.
15). Rozpatrzmy funkcje p*(x), przedstawiong na rys. 16, ktora réwna jest 1 na
odeinku [y, y,] i pokrywa sig z p (x) w pozostalych punktach odcinka [0, L]. Wtedy
oczywiscie

. L L
(10.2) f@xpdxé | @.pdx.
Q

0
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Zalézmy, ze p (x) zeruje si¢ w pewnym punkcie odcinka [x,, x3]. Wtedy

f f]/4p2+ 00 )dedc>2m+f f]/ctpur C(p')? dxde+
+ f | ]/4P2+F {(p')? dxd,
ve —L
L L e
f f]/4P*Z+Fcz(p*’)2ddeé4L(x4~x1)+

+f f]/4p2+ cZ(p)dedc+f f]/z;pwr G ded,

tzn. przy (x4 —x4)<hj2

(10.3) f ]/4p2+ o) dxdl = f f ]/4p*2+vc2(p ) dxd.

7 nieréwnosei (10.2) i (10.3) wynika, Ze warto$¢ funkcjonatu (9.5) dla funkeji
p*(x) jest mniejsza niz dla funkcji p (x). Wynika stad, Ze odcinek [x,, x3], na kidrym
nie dzialaja sity zewngtrzne, ale mimo to bedacy w polu niszezacym (tzn. w polu
odpowiadajacym obcigZeniom niszczacym), znajduje sig w stanie plastycznym.
Ostatnia konkluzja jest réwnowazna temu, Ze %chne obciazenia graniczne na kazdym
z odcinkdw [x;, x,] i [xs, x4] posiadajg ‘mnoznik kinematyczny mniejszy od 1,
czyli, innymi stowy, prowadza do problemu niepoprawnie postawionego.

Na zakoficzenie nalezy podkresli¢, ze otrzymane w, tym punk01e wyniki prze-
‘nosza sie -automatycznie na problem zginania.

Przeprowadzone - wyzej wywody o oddzialywaniu ultadéw obcigZen samo-
zréwnowazonych, przytozonych do ofrodka w strefach ograniczonych i nie pokry-
wajacych si¢, sa réwnowazne znanej W teorii sprezystosci zasadzie Saint-Venanta.
Jednakze, je§li w ramach teorii sprezystosci takiego typu zaburzenia nie oddziatujg
na siebie tylko asymptotycznie, to dla materiafu idealnie-plastycznego w otoczeniu
pdl Kirchhoffa zaburzenia te nie oddzialujg silnie na sicbie juz na odlegto$ciach
skoficzonych.

Autorzy wyrazaja podzigkowanie J. N. RaBotnowowr i W. D. KLUSZNIKOWT
za cenne uwagi w dyskusjach i zainteresowanie praca.
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Pesrome

BAPUANTMOMHBIE METOABL B TEOPHH XECTKO-ITIACTUUYECKIX
HTHHAPWUIECKNAX TTAHEIEA

3amada o mepexofie B IAACTHYECKOE COCTOSHAE Naxensi npH ITARAPHYECKOM M3IHnbe ABIsKeT s
TpocTedined 3amadell, BOIHAKAIOUISH B TEOPHEH MKECTKO-TLIACTHYECKHX O0OI09EK,

B mactosmneii paGoTe mocTaHOBRZ 3TOH 34llaYM M €€ PellieHAe FIORYTICHO ¢ MOMOMILIO BapHA-
THOHHSTX METOHOB, paspaborannoix padee asTopamu [l —~5]. B obmieil TpexmepmOE IocTaHOBKE
3ajayd QI8 NPOHIBONBHBIX JKCCTKO-BSSKO-THIACTHYIECKHX cpell Aokasame (§ 1), ¥ro nmpenensmbie
HATPYIKHA, ONPENeOTCA MICATbHO-TACTHYECKOH YACThI0 (QYHKIMH JTHCCHOALME CPEmbl.

Hanee, 8 pabore noxazano (§§2 - 5), 4ro TPaFALAONNAL TeOpUH nanenell (MAeaIbHBIX), OCHO-
BaHHAM 1A TPeMHCROIKEHHE O BO3MONHOCTA IPEHeGPEUs KACATEILHLIME BATIDSKEHASIME B MATENHA~
JIe Tageny, ARTACECS ACHMUTOTHYECKH TOWHOH B 3a43YaX O DACTSOKENMN M M3rube TIpH TOMIHS -
TIAHEIN CTPEMALEHCH K HYIO,

Jla1eE OICHKM OTKIOHEHHA ACHMITOTHICCKHMX SHATCHIH NPENEensHuIX HAFDY30K NDH  Mamol
TOIHHE MAHSTH OT NpeleAbLHbIX HATPY30K, TOAYYASMBLX I HACATEHBIX MAHEIeH TpH COBMECTHOM

 pacEsieHHE M M3rube.

Bee PE3YIBTATH OKA3bIBAIOTCA CAPABEIIMBEIMU H B CAYYae KPHEONMHCHHLIX Dameneh.

Hansr (§§6-8) obmre GopMyIEl A ONPSIEREHNS IPEIEHBEEIX HATPY3O0K AT HACANLHEIX
NAHeACH, KaX B CTATHYECKH ONPEAENMMEIL, TaKk H B CTATHYECKM HEOIPEIcIMMbIX 3aJaYax,

Mpueenessr OleHKH OTKITOHEHAS DPSHSILELIX HAIDY3OX MANA nasenell KOHEYHOH TOMIMHEED
OT IpefesbHbIX HATPY30K WACATLHON DAHCHH, NPEYEM YKAILIBAECTCH CBA3h MEmHY JTHME OHeH-
XamM ¥ XapaKTepoM pacmpeiacicuna Harpysox (§9), -

PaccMOTpeHs! KAYECTREHEbE OCOBCHHOCTH PA3PYMIAROINETo Ot CKOPOCTet (T. €. oM Cio-
POCTEH COOTBETCTBYIOIGETO . IPEAEILHON HArpy3Ke) B NPSNIOIONEHHH, YTO STM NOJA YAOBIET-
popsmoT ruooTese Kupxroda (§ 10). Vimerno, ofpasopamue iueexk NpH paspylocHAM W AHAIOr
mpuEEna Cen-Benaa,

Summary

VARTATIONAL METHODS IN THE THEORY OF.RI(.HD-PLASTIC
CYLINDRICAL SHELLS '

The problem of the transition of shells into the plastic state for cylindrical bending is one of
‘the more straightforward problems in the theory of rigid-plastic shells,

In this paper, the problem has been formulated and solved on the basis of vatiational methods
worked out previously by the authors (1 —35). It is shown (Sec. 1) that in the general three-dimention-
al formulation of the problem for arbitrary rigid-plastic media, the limiting Ioad is determined
by the perfectly plastic part of the function of dissipation of the mediuvm.

Subsequently it is shown (Sec. 2-5) that the classical theory of (perfect) shells based on the

"assumption of disregarding the shear strains in the material of the shell constitutes an asympto-
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tically exact theory of the problems of stretching and bending at a shell thickness approaching
ZEro,

Evaluations are presented of deviations of the asymptotic values of Hmiting loads obtained
at a low thickness of the shell from the lmiting loads for perfect shells obtained during simultaneous
stretching and bending. ‘

It appears that all the results ave valid also in the case of curvilinear shells. General formulae
are presented (Sec. 6-8) for the determination of limiting loads both for problems statically determined
and for those statically indetermined. .

Evaluations are indicated of deviation of the limiting loads for shells with finite thickness from
the limiting loads for a perfect shell, and where the refation is shown between these estimations
and the character of the distribution of loads (Sec. 9).

Consideration is given to the qualitative properties of the destructive field of velocity (i.e.,
a velocity field corresponding to the limiting load) with the assumption that these fields satisfy the
Kirchoff hypothesis (Sec, 10). In particular, the problem of the formation of a neck during destruc-
tion is considered, together with the analogy of Saint Venant’s principle. :
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