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POD DZIALANIEM CISNIENIA WEWNETRZNEGO
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1. Wstep

W pracy rozpatrzymy grubodcienny cylinder mimo$rodowy, poddany dzia-
fanin réwnomiernego cifnienia wewnetrznego p w zakresie sprezysiym. Rozpatry-
wany problem zostal rozwigzany w r. 1921 przez G. B. JEFFERY’EGO [3], a nastgpnie
wr. 1933 przez S. A. CzarrycomA i N.S. ARZANIKOWA [2] jako zagadnienie plaskie
w teorii spreZystosci we wspélrzednych bipolarnych, a wige przy zatozenin plaskiego
stanu naprezenia lub plaskiego stanu odksztalcenia.

Rozwiazania te, mianowicie odnoszace si¢ do plaskiego stanu odksztalcenia,
mogg byé przystosowane do obliczania cylindréw lub rurociggéw mimosrodowych.
Celem obecnej pracy jest whasnie wyprowadzenie efektywnych wzorédw ma moment
zginajacy M i sitg podluzng N, ktére to wielkosci odpowiadajag plaskiemu stanowi
odksztalcenia, przyjetemu w rozwigzaniu Jeffery’ego. Zasadnicza trudno$é polega
na obliczaniu do&¢ zlozonych calek wystgpujacych we! wzorach ogdlnych, zitero-
wanych we wspdhrzednych bipolarnych. Korzystajac z wyprowadzonych wzordw
bedziemy nastepnie mogli okresli¢ krzywizne « 1 wydluZzenie osi 8, rozpatrywanego
cylindra, jezeli nie dziata nan ani moment zginajacy, ani sita podtuina. Opierajac
sie na zasadzie superpozycji nalezy mianowicie przylozy¢ dodatkowo moment
zginajacy 1 sile podhizna, zatem poszukiwane wielkodci geometryczne wyniosg:

M _ N

(1‘1). - K= —E—J,:’ £0=—E;,

gdzie Jé.i F oznaczaja odpowiednio moment bezwladnosei i pole powierzchni
przekroju. Zasada superpozycji pozwoli réwniez wtedy na rozwiazanie dowolnego
przypadku zioZzonego.

2. Rozklad naprezeh

_ Przyjmiemy wspotrzedne bipolarne « i § okreslone na rys. 1 i za pomoca Wzoréw
nastepujgcych:
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Wspdlrzedne te sg zwigzane ze wspolrzednymi kartezjadiskimi x, y nastgpujaco:

asin ff = asha
T cha—cos cha—cos g’
2ay
(2-1) sho= ]/(x;+y2+a2)2_4a2y2 :
2ax
sin f=

]/(x2+y2+02)2_4a2 yz ?

. gdzie a oznacza polowg odleglosci migdzy biegunami. We wspolrzednych tych
uklad réwnan o=o, i =0, okrefla kontur przekroju pewnego cylindra mimosro-

Ay

=

Rys. 1

dowego (rys. 2). Miedzy promieniami r; i r, oraz mimo$rodem cylindra e z jednej
strony, a stalymi o, «, oraz ¢-—z drugiej, mozna przy tym wprowadzi¢ nastgpu-
jace zwiazki:

2 2 2z
, a o ry—ri—e
= v . ——
L shay’ ' 2ery
22,2
2 a _ ry—rite
' ry= chog,=—-—""—"
2 ] ~2
Sha.z 26!‘2

1
e=a (cth ay —cth o), a=§]/(€2—r§-ﬂr§)"—4rfr§ )
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Wzory na naprgZenia promieniowe o, i obwodowe oy napiszemy w postaci
zaczerpnigtej z monografii Ja. 8. UrLaNDa [4]:

' ‘ o 2 G '
A ac, = [(ch o —CO$ ﬂ)aﬁz Hshma—a—sinﬁﬁjrchm](g@),
@3 | 82 a G |
aaé = [(ch(x —cos ﬂ)é-;-z— —shaawsinﬁé—ﬁhl-cos ﬁ] (g®).
*H
I
i A
4
X _ ]

- Rys. 2 .

Wystepuiaca tu funkcja naprezen gd posiada postaé
24 : gdﬁ:Hm:(ch a—cos y-H(4 ch 20+B+C sh 2a) cos f,

gdzie stale A, B, C i I w przypadku cisnienia wewnetrznego, p,,=p, i braku cisnie-
nia zewngtrznego, p,=0, wynosza

A= a sh (Oﬁl—i—mz)
~ T 2sh (o —a,) (sh? «; Fsh? ay)l?
_alch(a; —ay) sh20, +sh(x; — )]
T 2sh(ay—ay) (ShPa; fshiay 27
2.5) ,
c ach (x;4as)

~2sh (e —ty) (sh? o, +-sh? ocp_)P ’

_ aCh (OCl—az)
sh (o; —oc;) (sh? a; shZ op) 2
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Po wykorzystaniu funkcji g@ we wzorach (2.3) otrzymamy

o= [—Hsho(cha—cos f)+A4ch2e+Csh2e—

—2sh o cos f{4 sh2a+C ch 22)+B5],
(2.6)

[H sh « (ch e —cos /5’)+A ch 2e+Csh2e—2shacos f(4sh 2oc+
4+ ch 20)+4 cos ﬁ(ch a—cos f) (4 ¢h 2aCsh 2e¢)+B].

Naprezenia o, sa przy tym okreslone prawem Hooke’a w przypadku plaskiego stapu
odksztatcenia:

@7 o,=v(o+op) =% [24 ¢h 204-2C sh 22~ 4cos ff sh (4 sh 22:4-C ch 20+
4 cos f{ch a~cos f§) (4 ch 2a+C sh 2«)4 2B].

3, Olreslenie momentu zginajacego w przypadku plaskiego stanu odksztalcenia
Wyrazehie na moment zginajacy otrzymamy ze wzoru

Gy . M= [ [ntpodr,

gdzie wspétrzedna y, pokazana na rys. 2 okresla polozenle srodka cigzkoSei przekro;u
poprzecznego cylindra mimo$rodowego i wynosi :

A (6’“-1‘2) _‘7'1 eri : : : ’
(3.2) Y= T e + (rﬁmr'f)+r? ;
lub po wykorzystaniu zaleznodci (2.2)
cha,—1 sIlll o .51;1 (o —atp) 1 1
(3.3) Vo= - 5 .
she, - shoy(shya,—sh*x,) - sha,

Znak «minus» we wzorze (3.1) ‘wynika z. przyjecia ogolnie stosowanej umowy
o znaku momentu zginajacego (rys 2). Do catkowania zastosujemy wspdlrzedne
bipolartie, poniewaz obszar catkowania jest wiedy okreéiony w sposob Lwythkawa
prosty: N P S
(3.4 wy ooy, —AEKFSAT.

Podstawimy zatem .- - 1o ¢

gdzie jakobian || wynosi-‘-‘ff—f-i- S

ox ‘ox!
3.5 . J|= =
(3-5) Wl ay ey | .(choc——cos ,6’)72 ‘
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Wobec powyzszego i wobec wzoru (2.7) wyrazenle na moment zginajacy przy—
bierze postac

" va o |
_f f {m [(44ash o ch a+4 Cash? x—4Ay, ch® a+

—4Cy, sha cha-+24y, ch 204-2Cy.sh2ut2By,) cos f4-(44y, oh ot
+4Cy, sh a—44ash « ch 20 —4Ca sh « sh 2u-+

+44y, cho ch 20-+4Cy, sh 24 ch o) cos? f—(44y,ch 2a-+4Cy, sh 20) cos>f+

+(24ash « ch 2¢+2Ca sh o sh 20+2Ba sh e — 24y, ch 20

~2Cy,sh 2 'c}; %28y ch _cx)]} dfdo.

Calkowame przeprowadzimy w kolejnosci' wzgledem znnennej f, a nastepnie -

zmiennej «. Przy calkowaniu wzgledem g otrzymamy cztery catki typu

AT cos® fi

f (chor cosﬁ)3 dp,

nr‘=.‘0: 1794.‘2: 3 )u N | ' “ “

ktdre przez rozktad ﬁh{\u}amkifnrés‘t‘e sprowadzaja. sig. do: trzech catek
B e s .1 P o . . Lo e T
B T - dﬁ o . Lo i EAT
f . p=1,2,3.

(c_h w—cos f) L

— i - . o o

=l

Wartoéci tych ostatnich zaczerpnigto z tabhc I s GRADSZTEINA il M RYZIKA [2]
w formie bezposredniej badZz po wykerzystamu odpowiednich wzordéw rekuren=

cyjnych . i
R daf 2 h
f (cha—cosf) ~ sho’ By
R g 2wcha
f (Chrx cos f), T s e

L
f(qhamcosms

tak Zze do catkowania wzgledem- ifﬁié'nhéj-'dc- OtrZyniamy Wzor;

o1 N

Mo —f { [34a sh cr—l—2Ay,,(4 Sh7 a—4 sh® ¢ ch a1-2sh% o —sh* o ch OL)+ h

oy e

f —4Cyc(25h7 o—2sh® & ch oL+Sh5 o)) de .
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_Po wykonaniu catkowania wzgledem a oraz po podstawieniu y, ze wzoru {3.3)
istatych AiCzp. 2i przeprowadzeniu licznych redukcji otrzymamy ostateczny
wzér na moment zginajacy w formie nastgpujacej:
2nva® sh (o —a3)

sh oy sho,(sh? &y —sh?a,) ?

(3.6) M=

Po wprowadzeniu parametréw ry, 72 1 e wzdr (3.6) mozna napisaé w formie
o 2nvrirye

3.7 M=—7_—5—p.

37 N o i,z P

4. Okredlenie sily podiuinej w przypadku plaskiego stane edksztalcenia

. Warto$é sity podluznej mozna wyznaczy¢ ze wzoru

@1 N= ffa‘zdF.

Po wykorzystaniu wyrazen na o, i dF z p. 211 3 oraz odpow:edmm scatkowaniu
otrzymamy

Comvat p
- §h (o —ap) (sh? o0y +8h? &)

x [sh (ety — otz) —sh (& +oz)+ch (e, —052) sh 2“2}'{‘45}1 (o1 — 052)}

4.2) N= {(cth2 @, —cth? ocl) %

a po zastosowaniu prostych przeksztalceﬁ wzor na sile podiuzng przybierze osta-
tecznie postac:

o o ‘ “2mva?
4.3 . N= ﬂp
lub
(4.4) N=2nver?p.

5, Przypadek czystego cifnienia wewnetrznego i przypadki zlozone

W. przypadku cylindra mimoérodowegd, poddanego tylko dzialaniu ci$nicnia
wewngtrznego p,,=p, krzywizna x oraz wydluZenie g, osi rozpatrywanego cylindra,
po wykorzystaniu wzoréw (3.6) i (4.3) na moment zginajacy i sie podhiina, wyraig
si¢ przez parametry «, «, i @ oraz ry r, i e W sposéb nastgpujacy :

2ma® v sh (u, —o5) P
(51) K= — - : —
. : Sh oLy Sh az(shz oy —Sh2 12) E-Jf
lub
2nvririe P
r>—ry EJ;

K=
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oraz
2na’v  p

e EF Wb

(5.2) 8,= = :——27: vt T

Jezeli natomiast ten sam cylinder poddany zostanie dodatkowo dziataniu momentu
zginajacego i sity podiuznej, to zgodnie z zasada superpozycji ofrzymujemy
2zvririe p @M

ey ]
oraz '

‘ : N
(54) .. Ep= !'**2?]‘33”’1 —ETF"" ‘EF

Naprezenia o, i 6, sa okre§lone w przypadku ztoionym wzorami (2.6), natomiast
naprezenia o, okreSla wiedy wzdr

G35 a—a<°>—y_y”(M— 2myrirae
. =

1 .
! +H _ 2
7 PR p) (N-2mwip),
gdzie o!® oznacza naprezenia W warunkach plaskiego stanu odksztalcenia, okreslone
wzorem, (2.11).

6. Przylidad liczhowy ~

Podamy obecnic przyklad liczbowy wyznaczenia krzywizjiy i wydtuZenia osi
cylindra mimoérodowego, poddanego dziataniu jedynie ciSnienia wewngtrznego,
wykonanego z materialu o stalych matenalowych E =2,1x10% kGjem® oraz

 v=0,3. Dane liczbowe: a;=2, a,=1, a=1.

Dla powyZszych danych podstawowe wielkoéci geometryczne qua posiadaé
nastepujace Wartosc1 -~

=0,2757, r,= =0,8509,

r -
L sha, sh «,

e=a(cth oy —cth ;)=0,2757, F=r2—r2=2,0354
oraz moment bezwladno$ci wzglgdem osi &:
ri—rt (P2 -2r¥)r2e*
Jfﬁn[ 2 : L=t *r)z ! ]:0,4232.

Fa—¥F

Przy zalozeniu plaskiego stanu odksztalcenia moment zginajacy oraz sita po-
dtuzna, opierajac si¢ na wzorach (3.6) i (4.3), przyjelyby wartosci
‘ 2ra® v sh (o, —otz)
"~ sh oy shoay(sh? o fshz o)

2=-10,04414p,

2

sh? «

=

p=0,1433p.
i
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Wobec tego krzywizna 1 wydluzenie osi cylindra okrelone wzorami (1.1) wyniosa
w rozpatrywanym =prz_ypadku czystego ciém'enia. -wewnqtrznego:

- M 04952 10-7
T T

oraz

N
, Eﬂ'f“j_-'*ﬁ-—- =0 3352>< 10 i

a stale 4, B, C i H, wystgpujace we wzorach na naprezenic o, o 1 0, okredlone sg,
wzorami (2.5), (2.6) 1 {2.7); po pedstawieniu danych liczbowych wyniosg:

A=-072932p, -+ B=0,1982p,
C=0,2946p  H=0,0903p.

Ay

‘Rys."3 L

Po uwzglt;dmemu tych stalych oraz odpowwdmch danych hczbowych wyrazema
na naprefenia prmma osfateczme nastepujaca . postac
O -—[ —0,0903 sh o (ch a—tos £)=0,2932 ch 20+0, 2046 sh 2a+
AT . - +shotcosﬁ(0 5804 sh 20— 10,5892 ch 200) 40, 1982]p,
= [0,0903 sh a (ch o = cos §) —0,2932 ch 26+0,2946 sh 2+ ‘
A - +sh.e cos (0 5864 sh 20.—0,5892 ch 20) —
" —cos f(ch a—cos £) (1,1728 ch 2e— 1,1784'sh 24)+0,1982] p,

a{®=[-0,1759 ch 2x:4-0,1768 sh 2u-t-sh e (0,3518 sh 20,3535 ch 2) cos f—
—(0,3518 ch 2x—0,3535 sh 2x) cos ff (cha~cos £)-+0,1189] p.
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wartosci : : Warfodei”
dodatnie’ & - g

©o~yfemne o -
,B= 4 . \

B e mmmm m

*¥

Rys. 4

- Na rys. 4 pokazano wykresy funkeji a,, oy i-9,; ta ostatnia jest okre§lona wzorem
(5.5) przy podstawieniv M=N=0. Rozklad naprezen dla f=gz/2 naniesiono na
odcinek linii prostej, zamiast na odcinek huku kota f=const, aby uniknaé znieksztat-
cenia obrazu.
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Pezmme

KPUBM3HA W VUTHAFHHAE OCH VIIPYVIMX SKCUHEHTPHYECKIX TIHWIMHEPOR,
TIOJBEPXKEHHBIX IEMCTBUIO PABHOMEPHOI'O BHYTPEHHEI'C AABIEHWA

B pabore paccMATDHBACTCA TONCTOCTEHHLIH YOPYIHEH SKCHEHTPHYSCKHH MUNMHAP, TON BIHA- -
HHeM PABHOMEPHOTO BEYTPEHNMEre NABIeHUd p.

g oTol 1ermH®, MCIO/IL30BAH0 H3BECTHOE PEIICHME JiNs IEIMHADA, HAXOASIETOCH B YCIOBHAX
WICCKOro AehOPMHPOBAHROTO COCTOMHESR, KOIN@& OH HAXOAMTCH NOF BIAMIHCM H3BSCTHCIO E3TH-
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Garontero MomeRta M w mpomonexol cwist N. UToGH peimuTs caywaif WHCIOTo BHYTDEHNEro
HABNCHAS CIIEAYET, COTJIACHO cHocoDy CROMKENHs NEHCTBHM CMJI, HpPWIONHATH NOGABOMHO H3rm-
Garommii MomeHT (— M) H npogomHylo cHEy (— N).

Jlist onpenenenus STHX BENEMMH BhIBOZATCH dopmynes, posons COOTBETCTBYIOINEE HETETPH-
popanAe B OHNONAPHBIX KOODIMMATAX, 3aTeM ONpPEAGIACTCH KPHBH3HA % W YIUIMHCHEE &5 OCH
DACCMATPHMBACMOTO IWUTHHADPA, VIS CIIylas YHCTOFO BHYTPCHHETO NABNEH#A, TO HA OCHOBE CIIO-
c0Da CIOKCHAS BEHCTBAA CHII, TIO3BOIMT TAKKE, PEUTHTL TPOHIBONEMEIL CIEONHRBTH ciryvail, Yucner-
HEBLE IPYMED MOKAIMEBACT PACHpeHeTerie HANPMKEHAH B SKCUCHTPHYECKOM THINMHADS nox{ BITHSR-
H]{CM YHCTOTO BHYTPEHHCTO ITABIICHHAST.

Summary

THE CURVATURE AND ELONGATION OF ELASTIC AXES OF ECCENTRIC CYLINDERS
UNDER THE INFLUENCE OF INTERNAL PRESSURE

A thick-walled elastic eccentric cyhnder is hare conszdered subjected to the action of a uniform
internal pressure p.

For this purpose known solutions were utilized for a cylinder under the conditions of a plane
state of deformation when a certain bending moment M and a longitudinal force N are acting upon
it. To solve the problem of pure internal pressure, it is necessary, in accordance with the principle
of superposition, to apply additionally a bending moment (M) and a longitudinal force {—N).

In the paper, formulac are derived for these quantities by performing corresponding integra-
tion in bipolar coordinates. Further, the curvature » and elongation g, are determined for the axis
of the cylinder under consideration in the case of pute interndl pressure, which on the basis of the
principle of superposition makes it possible to solve also any complex case. A numerical example
gives the distribution of stresses in the eceentric cylinder under-the action of pure-internal pressure.
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