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1. Wstep

Tematem niniejszej pracy jest zastosowanie metody macierzy przeniesienia
do analizy statycznej rusztéw kolowych. Obliczenie tego rodzaju ukladéw moina
przeprowadzi¢ takze metodami klasycznymi [1]. Celowo$é zastosowania metody
macierzowej wynika z fakfu, ze dzigki
usystematyzowanemu i zblokowanemmu
tokowi rachunku stwarza ona dogodne
waranki dla uzycia wspdlezesnych
§rodkéw techniki obliczeniowej.

Przedmiotem rozwazan bedzie ruszt
pokazany na rys. 1. Wyprowadzone
zwiazki i zalezno$ci mozna jednak roz-
szerzy¢ na uklady o wigkszej liczbie
pretéw gidwnych,

"y Rys. 1
2. Istota zagadnienia

Metoda macierzy przeniesienia zostala oméwiona W poprzednich pracach
autora, np. [2]. Wystepujace tam pojecia zostana obecnie rozszerzone i dostoso-
wane do uktadu pokazanego schematycznie mna Tys. 2.

Rys, 2

Sldadowymi wektora stanu Z, beda sily wewngtrzne 1 przemieszezenia pretdw
gldwnych a oraz b, wystepujace w przekroju 7 przesta i-fego. '
Tak wigc bgdziemy mieli

a

(21) Zi =[Eb—]={7): . '9: Ms: Mm Qa U, @, ‘9: Ms;_-Mm Qb} »
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gdzie v oznacza ugigcie, ¢ kat obrotu przekroju, 3 kat skregcenia przekroju, M,
moment skrecajacy, M, moment zginajacy oraz @ sile poprzeczna.

Macierz przgsta i-tego F; o wymiarze 12 x 12 bedzie wyrazata zale2no$¢ pomigdzy
wektorami stanu w przekrojach na lewo od poprzecznicy i oraz na prawo od po-
przecznicy i—1 (rys. 2), '

@2 e e IP=FEL

Dla magcierzy uzaleznidjace] wektory stanu w przek:ro;ach po obu sironach
poprzecznicy zachowamy nazwg mac1erzy wgz.’(a czyh

(2.3) _ =H,7F.

Podany w pracy [2] proces uzaleiniajqcy wektory stanu w przekrojach skrajnych
z pOi’nlInQCle wektoréw w przekro;ach posredmch mozna zastosowac takze
“‘w rozpatrywanym przypadku Tak’ w1@c otrzymamy _ ' -

Z Fka‘—iFk 1 HF H1F1Ho o> -

"(2.4) R
ZP=H,F,H,_,F, .. HF,. HFHO

gdzie ZL oznacza wektor stanu o wymiarze 6X 1, kforego skladowymx 's3 niewia-
dome,.rézne od zera sily i przemieszczenia w pI'Zekl‘O]u na lewo od wq;zlow 0, a Hy
macierz wezka o wymiarze 12 X6 w przekroju poczatkowym,
. Niewiadome skiadowé¢ wektora Z§ m mozna. wyznaczyc 7 warunkow bLzegowych
*przekro;u skrajnym k.
Znajomos$¢ ZL oraz poszczegolnych maclerzy Fi i H pozwala na podstawm
(2.4) obliczad sily i przemieszczenia w dowo]nym przek1 o_]u pr@tow g}ownych rusztu

3, Macierz przesta 1 macierz wezla

W przypadku rusztu z dwoma pretami g{ownyml mozna, stosujac rozszerzona:
form@ mac:ierzowq, przedstawm zw;qzek (2 2) W nastqpujqce] posta01

.6 P -

3.1) J 2y dE JZ1
: Z, 7,
1f --eaen 1 i

1 | i .1 i—1

gdzie symbole F,, F, oznaczaja macierze 6x6, wyraZajace zaleino$é pomiedzy
sitami i przemieszczeniami w przekrojach i—1 oraz i pretéw a i b; £, £, — wektory
6% 1 wyrazajace wplyw obciaZenia zewnthznego na sily wewngtrzne i przemiesz-
czenia pretéw a i b w przekroju 1.
. Macierze F, i ¥, maja analoglczna budowe. W. dalszym clqgu dla ich oznaczenla
bedziemy uzywali symbolu ¥, natomiast dla f, i i, ‘symbolu f. : :
Aby zbudowaé macierz F, Tozpatrzymy odcinek preta koiowego zakrzywmnego
w planie, obciaZonego jak to podano na rys. 3. Zakiadamy, e przekro; poprzeczny
tego odcinka jest staly, zwarty Iub zamkm@ty Jednospomy Chodzi o ustalenie
zaleZnodci pomlqdzy sitami i przemiieszczeniami w przekrojach skrajaych #, i—1.
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Wykorzystamy w tym celu. Iozwnzame rownama rozmczkowego osi odksztal-
conej, podane w pracy [3], s. 285-291. Traktujac wystepujace tam parametry ‘po-
czatkowe jako skladowe wektora Z, 4, ofrzymujemy

v f1:, fi2 . fisg 1 4
o far Tz o Ta6iln 4
9 Bf50 iz e f35§ fy 4
(3.2) M, § =Ty far o feifs HI M,
M, f5i1 f52 .. fssé fs M,
@ for foo o Tesofs 1.2
i ;

- Rys. 3

Wystepujace w tym wzorze symbole maja nastgpujgee znaczenie:
| f11=1:. fquSiﬂP: f1'3=:(:R(.‘1—005P):‘

R +p)
2ET

Jia=+ (sin p—p cos p),

F |3 a1 meonp = i
fis=7; zpsmpﬂc —cosp 5 psinp

S 33[1 ) _ (+ 1____ 3 )]
fi6= Y w (sin p—pcosp)—pu\p 5 PLOSPTTS sipfd,
(3.3) fa1=0, faa=cosp, faz=Lsinp,  fa=t—F o psing,
. 2ET
v— R M 3 '
fas= 23{-,[_$1np“p 00§ pﬂt (S_mpﬂJ c‘osrp)] ;

R3[1 (1 1 )]
fzsf 57 psmp 7 cosp 2psmp

a1 =0, faz—Ismp, fs3=c08 p,
R
2EF

Jaa = [—sin p4-p cos p+p(sin p-+-p cos p)],
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(3.3) R(1+4-4)' R(1+4)

fe.d] as=i-—5§rp sinp, fse=F 35— (—sinptpcosp),

Jii=fa1=Fa3=0, fig=cosp,  fis=Asinp,
Jae=-LR(1—cos p),

fs1=fs2=fs3=0, fsa=TFsinp, fss=cosp,
Jfss=Rsinp, ,
for=fer=fss=fos=fas=0, fos=1,

3 I 1 .
fi=45 {mz(ﬂ)[ (Sinp—pcosp)mu(p+—2—pcos%p"
3 1
—Esinp)]—(l—i—y)g(0)[1—cosp——?psinp]—
1 3
1+ (O [p (1 -+ — P oos p) Y Sinp]} +
+/ r\o=p| 1 Leoso-w| - sinto-p dv,
2 1 1
fi= EJ{mz(O){ psinp— ,u(l cosp——i-psmp)]
144 . : 1
-—2—g(0)(_smp—pcosp)—(l—-p)g’({))(l—COSp——z—psmp)}-l-
- 1
| f(vf}[l—COS(me)—j(p—w)Sm(p—w)]dw,
{141 mx(0) (p cos p—sin p) -

H= 05

—g1(0) (2 cos p+p sin p+-pp sin p)—
—g,(0) {3 sin p—p cos p-+-u (sin p — p cos p)}+-2g:(p)} +

mffl(‘/’){“m@ v)—(p—w)cos(p—y)+
+p [sin (p—w)~(p—y) cos (p— )]} dw,

fo=R [ (F Rq@u)lL —cos (p—)] = my(y) cos (p—y)Fims(y)sin (p— )} i,

fs=R [ {[—Rq@)Em()]sin(p—y) ~m:(y) cos (=4} dy,

Jo=-r [ qw)av
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oraz
R3 , 1
fy)= _{ g (W) R~m,(y)— (1'+ 7) g”(w)},
1
gW=7 T ﬂ[ q () R—m, ()] my (),
' Sl (ol
G4 fl(w)—a,; Falw) RTm(y)—\1 n g, .

1
gy = [?q () R$ (0l my (),

B d0
B ( = ’
GJ, dy

gdzie GJ, oznacza sztywnoS§¢ przekroju na skrecanie wedlug Saini-Venanta,

Jezeli jaki§ skladnik wzoréw (3.3) i (3.4) ma znak podwojny, to znak goérny
odnosi si¢ do przypadku pokazanego na rys. 4a, dolny do przypadku na rys. 4b.
Znak pojedynczy odnosi sie do obu przypadkow.

Nalezy w tym miejscu zaznaczyé, Ze macierz F dla preta kolowego obciazonego
linipwo-zmiennym obcigZeniem ¢ i m, podal PETERSEN w pracy [4]. -

Rys. 4

Jak juz wspomniano, macierz wezia H; wyraza zalezno$é pomigdzy wektorami
stanu w przekrojach po obu stronach poprzecznicy i (rys. 5). Dla uzyskania tej
zaleznodcl nalezy:

a) ulozy¢ réwnania réwnowagi wezddw a, i oraz b, i;

b) wykorzysta¢ warunek zgodnodci przemieszczen tych weztdw.

Po wykonaniu wskazanych dzialafi i przy zaloZeniu, ze w obu wezlach znajduje:
si¢ skupione obcigZenie zewnetrzne oraz spreZyste ograniczenia obrotdw i prze-
suniecia, otrzymujemy
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gdzic poszezegdlne elementy macierzy okres’;Ione sg nastgpujaco:

]111=;1223 s zhii= vee 2]112’.12':1,

GET [ GJ, - AET\ -
hoy= ———sina,, Hgp={\—————]sina,cos «;,
r W'
o, | am
43 =" cosz‘a(,—I—T sin® o, +Cy 4,
65T 2ET , GJ, .
< gy = o Sin g, Bag=— Ty C08 o, Sin oc,,—l-T sin e, COS o, ,
2ET ' GJ,
hao= R sin o, sin o, T COS o, COS o,
6ET . |4ET GJ,
(3.6) s, = T 008 hsy=— e cos? ota—i—T $in? otgt+Cy, af»
4E]  GI\ | 6EJ |
53 = wf)——T) 51N ¢, COS oy, - Fs7 =7 cos o, ,
2ET ar,
bsg = T cosa cos ochrT sin e, sin «,,
D A € -
by = 7 C08 %, Sin a,,-i--—l-—-- COS &, 810 2,
12E7 DGR
61=‘T+Cu,na‘ hﬁzz?cos &g s
GBS C12ES 6ET - -
. ?63=““17311101a, hﬁ?:_“lT, 68 2 CO8 oy,
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B oo GEF o e e eiaei
edyd ,.ﬁ“’:mc AR Sma”’ vt e f oy teten g
kml I smoc,,, Mo, 2= — Tcosmﬂsmocb—l-Tsmocacos o,
2E . G,
.\ hlos-ﬂ—*rsmocﬂsmmb 7 (_:osm“cosoc,,,
emr U iGr, caEN,
'-hm—, = Sl oty 1o, 8=\ =5 | SlIt oty COS Oy,
. R N I
GJS P . .
Frro,6 =~ cos? eyt sin® oyt Coppy - -
S . 6ET . 2ET Gi,
g T i 008 s Bi12= T C0s 8, €08 oc,,+—1 sin &, Sin g,
2ET 1A
ra h11,3='—_~f~—sm‘cf.u COS&b“i“T‘COSOCa Sin cy,,
6B Y ) A
hys = [z 08 % hn,s—— j——cos oc,,-l-—sm ocb+(j o]
AEJ  GI\
higjo={—— SIN oty COS oty ,
’ i I _ o
12E] . 6E] .. _ . 6E] _ -
Big = "*“"73" - h12,2.= - B e V1 d'as fhz,a:"lT 810 0y
12E7 ' - GEJS 6ET

12 COS oy o h12’9‘=l—2 810 o,

ha ——M a COS &g M ' Sinoca—Ms,ﬂ,

Aia,7 :IT—F Ce, s }?12, 8= =

hs=M, ,sine,— .M,, 2008 oty — M, 4,
hﬁ = Qa —Py,
S N ’
hio=M, ; cos ay+M, # b sin o, — Ms b
h11 =M’!,’b CcOs Oﬂb-'st, » Sln ab—Mn! bs
-, .
hip= —Qb =Py,
a3 Q. oznaczaja sily wewngtrzne od obcigZenia
zewngtrznego w przekrojach skrajnych poprzecznicy, traktowanej jako belka
‘obustronnie zamocowana, M . M, s .., Py obcigzenie zewngtrzne weztdw, C, o

Co as s Con charakterystyki -sprezystych ograniczel obrotéw’ i przemieszezef
wezldw oraz EJ, GJ, sztywno$¢ na zginanie 1 skrecanie przekroju poprzecznicy.

przy czym symbole M, M
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Nie podane we wzorach (3.6) elementy %, ; oraz /; macierzy (3.5) sa réwne zeru.
Sposéb budowania brakujacego skladnika procesu eliminacji (2.4), miano-
wicie macierzy H,, pokazemy na przykladzie liczbowym.

4, Przyklad ficzbowy .

‘Wyznaczy¢  skladowe wektora ZF &
rusztu przedstawionego na rys. 6.

Zalezno$é pomigdzy wektorami stanu
w przekrojach  skrajnych ustalona za
pomocg (2.4) przyjmuje postaé '
4.1 Zi=F,H,F H,ZL.

W weile @, o jest przegub liniowy
styczny do osi preta, w wezle b, o catko-
wite utwierdzenie. W zwigzku z tym
wektor ZE bedzie wygladat: nastgpujaco:
(4 2) ZL {‘9 Mm Q Ms: Mm Q b}

£J
s =1,686

Rys. 6

Mamerz H, okresla wektor stanu w przekroju na prawo od wezidéw poczatko-
wych w zaleznofci od wektora Z%, czyli

(@3) ZE=H 7L,

- Uwzgledniajac kolejnoéé wystgpowania skladowych wektora (2.1), otrzymujemy
zwigzek (4.3) napisany w rozszerzonej formie macierzowej

000:0000
000;000:0
100:i000:0
000:000:0 || & I~
010:000:0 || M,
001i000:0 0
(4.4) ZP={000:000:0 [}M“]|.
0000000 || M,
000:000:0 || @
000:100:0 [| 77|
000:010:0 |~
000i001:0
T T

Macierze przeset F,F, budujemy za pomocy mai:ierzy (3.2), kidrej clementy
obliczamy ze wzoréw (3.3) przy uwzglednieniu (3.4). Elementy macierzy H, wyZna-
czamy na podstawie wzorow (3.6).
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Budujac poszezegdlne macierze wygodnie jest stosowaé nie rzeczywiste wielkosei
@, ¢, .., My, Q, ale odpowiadajace im wielkosci bezwymiarowe o*, p*, ..., M, , O*,
powiazane zaleznodciami , -
. F? 1=P'P g P2
V=0 —, =P, = =
(4.5) £ TV Tk

Q=Q*F, M,=M'Pl, M,=M*Pl,

gdzie P, [, EJ sa to dowolne przyjete wartoci poréwnawcze, Zakladamy, 2e EJ=FJ,
I=R,P=P.

MnozZenie macierzy (4.1) wykonano za pomoca maszyny UMCI, ofrzymujgc
nastgpujacy wynik;
{4.6) Zr= :
) {'9'*5 M:’ Q*ga M:: M:, Q*b 1 }ﬁ
0,3700 —2,912 —4,228. 12,65 3480 3,052 | —0,7117| [ 0 |

—1,746 2,654 —3,676 14,31 4,520 3,480 —0,4965 | | o*

~4,893 3352 9498 80,64 —I1431 1265 83822 g%
~3,027 1484 4165 3831 —5891 —54231 4,086 0
TTa057 12,91 2772 42,98 3,086 3,565 —3918 | | 0
3000 —11,59  —3.521 —32.42 4,145 4293 3627 o
=| 1,144 —3,746 —1416 —12,25 —1,317 —2,296: 2,309 |=| 04|,

3,252 —9,705 —3,746 —40,24 3,106 1,805: 702136 | | ¥
~1,173 —0,5159 —0,0201  0,8037 8,842  3,960! 0,1740 0

0,0272 —3253 —1,144 —1375 9,336 ,5,846: —1,545 | | M:
—4,057 1391 5370 5832 —1523 —11,73 | 4811 0
23000 11,59 4521 - 5013 —19,32 —1573 17536 o
E - o e | L

W wedle a, 2 jest podpora przegubowa punktowa, w wezle 5,2 natomiast przegub

liniowy prostopadiy do osi preta. Wobec tego
v,=0, M},=0, M;,=0, o;=0, §=0, M, ,=0.

Wrykorzystujac te warunki oraz wynik mnoZenia macierzy (4.6) otrzymujemy
uklad réwnafi [podkre§ione wiersze w (4.6)], po rozwiazaniu ktdrego mamy .

9,=0,5280, M, ,=-03321, QF=0,7851,
M, ,=0,0728, M, ,=-05291, @Q;=1241.

Przechodzac do wielkodci rzeczywistych otrzymujemy poszukiwany wekior
Z{; w nastgpujacej postaci:

3

L_ Rl
ZOH{O,SZS Z7»  —O32ULPR, 07851 P,

0,0728 PR, —0,5291 PR, 1,241P b}
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Pesrome.
MATPUYHLIN CTATHYECKHI AHAJW3 TIIOCKWX KPYIOBBIX POCTBEPKOB

B pafoTe o0CyRKAAETCA IPHMEHCHUE METOAA MATPHHOTO HEPEHOLa, K CTATHIECKOMY AHATH3Y,
HPOM3BOBHO OUEPTOTO Ha KOMUAX ¥ JUPYTO HA TOCPCACTBEHNBX YaIaX H MPOH3BOIBHO 3aIpY-
HEHEOYU' pocTRepka. CTPOATCS OCHOBHEE MATPHIEL :HeOOXONEMEle AMA TPOBEOCHMS DacieroB.

HecloxApe CACTeMATHICCKAS “HCYHCTICHES nposesres Ge3 TPYNA, WA CYSTHBX MAIIHHAX.

Summary

" MATRIX. STA’IIC ANALYSIS OF PLANE CIRCULAR GRIDS.
" " N .
"Application of the method of tr ansfer matm is descnbed for the static ana]yms of a grid arbitra-
rily-supported onits ends and elastically in mtcrmedlatc nodes, aabltrarlly loaded. The ba31c matrices
essentml for making calculations have Been constructed

S;mple systemlzed calculahons can be readlly pcrfarmed by means of compute;s

POLITECHNIEA WARSZAWSKA
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