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Zjawisko analogii elekfro-mechaniczne] wykorzystane zostalo do rozwigzania
szeregu zagadnien mechaniki, W szczegdinosel w sieci elektryeznej moZna zbudowad
model dla réwnania metody przemicszezett w zastosowaniu do belek, ram i plyt.
Opierajac sig na. pracach radzieckich [4 i 7] 1 amerykanskich [1 i 2] autor przedstawit
whasne rozwiazania analogéw modelowania belek i ram AL-1 -~ AL-3, zagadnienia
transportowego AL-~4 oraz belek i plyt na sprezystym podlozu AL-5.

Obecnie przedstawiony zostanie uklad sieci elektrycznej, kidry pozwoli zbudowad
model dowolnego ukladu réwnan lintowych algebraicznych, kidrego wspdlczynniki
przy niewiadomych utworza macierz normalna, tj. symetryczna wrzgledem gidwnej
przekatnej oraz dla ktérej ciag iteracyjny bedzie zbiezny.

1. Model sieci elekirycznej ﬁla rownanin algebraicznego stoi_:mia pierwszego
Rozpatrzmy rdwnanie
(1.1 G Xy XoF @iz X3t oo T8 Xib v 0 po g Xy, Xy =8l .
- Zalézmy dodatkowo, ze liczby 4, sa dodatnie,
(1.2) , =0,

Wowczas przyjmujac, Ze np. wspolezynniki przy niewiadomych x; oraz x, s ujemne,
réwnanie (1.1) przepiszemy w postaci

(1.3 anxit+dpXo—aaxst o X+ o a1 X 1 Xy =io

Nizej przedstawimy uklad sieci elekirycznej, stanowmcej model dla powyzszych
réwnan (rys. 1). Przyjmiemy nastepujgce podstawmme

(1.4) R

e m,, Ui=x;m,,
dix ‘



194 ALEKS ANDER LISOWSKI

gdzie R i U przedstawiaja wielkosci elektryczne, a m,. i m, sa wspélczynnikami
przeniesienia modelowego opornofci i napiecia. Zatem réwnanie (1.3) mozna prze-
pisa¢ na podstawie (1.4) w postaci

1 1 1 1 1
1. —m Uy —t—m U, ———m, U I [ ——
(1-3) Ryy mr Uy y + R;, 7 2 m, Ry e s ., + 2 Ry, ", Us n, ™
J} L 1 0. Lot
R! - 1 e =t -’nu -Ri,n e Hu "y, MII ;;ﬂ'
gdzie
(1.6) . . qu=amrm[- .

W ostatnim wyrazie I przedstawia prad doplywajacy do wezla i, a m, jest wspét-
czynnikiem przeniesienia modelowego napiecia.

' Rys. 1

Zgodnie z prawem Ohma pomigdzy wspdlezynnikami przeniesienia istnieje
‘znana zaleino$é

(1.7) B, =M m,.

lUwnganiajqé w réwnaniu (1.5), Ze
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mozna napisac

1 o
(18 o Uit U= Uah %f Uk
il

Rz R

Przejdzmy do zbudowania modelu dla powyzszej zaleznosci przy zastosowaniu
dwach siatek, Siatke gdrna tworzyC beda wezly, w kidrych Wspéiczynniki & S&
dodatnie. W odniesieniu do réwnania (1.8) beda to wezly, przed ktérymi przy odpo-
wiednim wyrazie wystepuje 7nak plus.

Napiszmy warunki réwnowagi wezdéw i (gérnej siatki) oraz i’ (dolnej siatki).
Warunek réwnowagi wezla i (na podstawie pierwszego prawa Kirchhoffa) jest
nastgpujacy: .
ZIM:II1+I£2+ o T I o1t o AL, =0

Wyrazajac natezenia prei.déw za pomoca napiec i opornosci otrzymamy

1 L
19 U~ U= U,yo )
-R-l'.l .

i, -1

1 1 '
+ ... -!"—’; Uf!"'}"{"*i‘(U,-—E)-{“IP:Q.
Warunek réwnowagi wezla i ma postac
Loyt oo Ly 1yt 4y, =0,

WyraZzajac ﬁéltfgfzenie pradow za pomocq napigé poddbnic oitzymamy

(e )+ — (U; E} 0.

Riu

Z ostatniego réwnania obliczymy wyraz ostatni:

1 1
Rm (Ui'_ Un‘:)_-;—UI' .

I

1 . _ 1 o
(1.10) ] (U, ﬁE)H Rfla (U, =U;)+ ..

i wstawimy go do réwnania (1.9) przyjmujac, 2e napigcia dolnych i gérnych weztow
siatek sa odpowiednio sobie rdwne

(1.1D) U,=U,.

Wstawiajac (1.10) do (1.9) otrzymamy

1 ' 1
‘}_{‘(Ui U1)+ (U Uz)_“—“(Ut—Us)'+ T
i1 Ris
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Po uporzadkowaniu i zmianie znakdw otrzymamy

1 1 n 1 1 - ( 1 ’ 1 1 i
A T P S LR VI S
ok A 1)U+ U Ly—g
“p_l_p—t_!r ?tn 1 Rtn -Ri,n—:{ " Rirr moe

Widzimy, %e réwnanie (1.12) bedzie identyczne z réwnaniem (1.8), jezeli wspdk
czynniki przy niewiadomej U, beda sobie rowne. Otrzymnjemy wiec warunek

1 ( 1 n 1 1 e 1 T 1 1 )
e —_ +___ -,
Ry Ry Rin R i Py Ry wr Ry

co w odniesieniu do wspdlezynnikéw rownania {1.3) prowadzi do wzorn
ay=—(a +a—as+t .. ta—adp+ o Fay o —ay).

Odroinimy zatem trzy nastepujace przypadki:
1 przypadek. Suma wszystkich wspdtczyanikéw przy memadomych réwnania
jest réwna zeru; wéwezas przyjmiemy

a=0 oraz a,=0.

Prowadzi¢ to bedzie do ukladu, w ktérym oba opory p; oraz p,, sa rowne nieskonczo-
nosci, czyli polaczenie wezla 7 oraz i’ z masa za posrednictwem oporu p nie e wyste-
puje.

2 przypadek. Suma wszystkich wspolezynnikdw przy niewiadomych réwnania
Jest liczba wjemna; wéwczas wystapi wspdlezynnik 4, ktéry jest dopetieniem do
zera sumy wspolczynnikéw réwnania. W sieci elektrycznej wystapi opér p;, ktéry
bedzie réwny

(1.13) : ”=

1 1
2 ik
3 przypadek. Suma wszystkich wspétezynnikéw przy niewiadomych réwnania
jest liczba dodatnia; wowezas wystapi wspdlezynnik a,., kidry jest dopetnieniem
do zera sumy wspélczynnikéw réwnania.
W sieci elektrycznej wystapi opdr p,, ktéry bedzie rowny

1
Emr.
Na podstawie przeprowadzonej powyZsze] analizy mozna w sieci elektrycznej zbu-

dowaé model dowolnego réwnania algebraicznego pierwszego stopnia.
Jako przyklad wstepny rozwaZmy model réwnania o o$miu niewiadomych.

(1.14) P =

Przyklad 1. Sporzadzi¢ naleZy sie¢ modehijaca rownanie
I X1+3XZ—‘SX3+4X4+2X5+0 x5 2x7—i'5x8——21 »

przyjmijac, ze WSpélczynnikiem a;; jest wspdlczynnik przy niewiadomej x,.
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Jako wspdlczynniki przeniesienia przyjmiemy wg (1.4) i (1.6)

m,=1000 2, m,;=0,0001 A.
Wéwezas znajdziemy

1 1
Ry, =—+1000=1000 2, R,,= 3

] +1000=333,3 22,

1 1

R34—§-1000=125 Q, Pa= 1 43_8+-412-213 <1000=200 2,
1

Rsq =—+1000=500 2, Rg4 =00,
1 1

R74=?.1000=500g3, R84=w5--100{)=200£2.-

Zgodnie z poprzednimi rozwazaniami opory modelujace wspdkczynniki dodatnie
tworza siatke gérna, a ujemne — dolna. Opér p;, a w danym przypadku p,,
ze wzgledu na dodatnia warto$¢ sumy wspdlczynnikéw przy niewiadomych réwnania,
podlaczamy do wezta 4° dolnej siatld. Wyraz wolny przedstawia zasilanie wezta
4 pradem skierowanym od wezta o wartodci [por. (1.6}]

IP=a,5m;=21-0,0001=0,0021 A=2100 zA.

<T
{000 ] §
3330 N 200
o - R00 Lo
1 2 3 4 6 7 g
?
E
N
500
[e] [s] 9
41 2 8’ 7' 3’
o
bS]

%//4

Rys. 2

Uklad sieci modehlijacej réwnanie podano na rys, 2. W praktyce przedstawiony
uklad zastosowaé mozna do rozwigzywania ukiaddw réwnan algebraicznych, kto-
rych wspélczynniki tworzq macierz symetryczna wzgledem gléwnej przekatnej.
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2. Modelowanie nkiadéw réwnan algebraicznych tworzacych macierz symetryezng - -
Rozwazmy ukiad n réwnar algebraicznych pierwszego stopnia o # niewiadomych

@11X1+diaXs Xt o b X =10,

a1 X1+ s9%nF a3t o Tl X =030,

@1
af|1x1'+a112x2+af13x3+ e +C1,m X =lyo

Do dalszych rozwazaf przyjmiemy ograniczajacy warunek symetrii wzglegdem
sléwnej przekatnej @y, =ay;. Wspdlezynniki ukladu tworza macierz przedstawiona
na tablicy 1. Tablica ta zawiera rowniez kolumng specjalng (przedostatnia na prawo),
bedaca suma kolummn poprzednich, oraz kolumne wyrazéw wolnych (kolumna
ostatnia).

Tablica 1
‘n Wyra~
X1 X2 X3 Xy | D au zy
1 wolne
a11 iz ap3 1 b1t 10
diz dzz daa tap b1y tlan
13 Az ] d33 a3n bas asp
| ;
e | [ D '
! 1
@iy | fzn , Qa tin Do ' o

Latwo jest zbudowaé model ukladu réwnan podany w tablicy 1 w sieci elektrycznej,
uwzgledniajac podstawienie (1.4) i (1.6) oraz (1.7), a nastepnie biorac dodatkowo
pod uwagg wnioski podane w korcu p. I, dotyczace wartodci sumy by, Sposdb -
postgpowania najlepiej objasni przyklad.

Przyklad 2. Sporzadzié nalezy sie¢ elekiryczna modelujaca nastgpujacy uklad
réwnan algebraicznych (uktad jest wzigty z przykladu obliczania plyty lezacej na
sprezytnym ‘podlozu metods réznic):
2,56x, — 5,12, -0,96x5 40+ x4 1,6x54-0- x40+ 274

. . +O‘X3+0'XQ+O'S‘C10=O,
—5,12x, 416,80x, — 7,045 +0,96x, — 11,255,605 4-0+ x5+
+0:x54-0-x5--0-%10=0,
0,96, — 7,043, + 15,125 — 7,04x4-+3,6x5 — 11,2x6+
+3,6x7+2x8—|-0-x9+0-x19=0,
0:x,+0,96x, —7,04x;+7,08x,+0-x5+3,6x5 — 5,6 |
+0'x8+13(:9+0_‘x10=0,

1,6x1— 11,2x2—|—3,6x_3—’r0-X4+18x5 —16x5-%~'2x7+
+2x5+0-x540-%10=0,

@2
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O xy+5,6x, —11,2x,+3,6x, — [6x5+44x; — 16X, — 16xs+
' +6x94+0-x,5=0,
0rxy-+0rx,4+3,6%,—5 6x4+2x5 —16x6+21,5077x,+
' ' +4x8—8x9-|~1x10—0
22 0. xl—{—O x2+2x3—i—0 X4 2%5—16x5+4x;+
Ldl | 1 24,5077x5 — 16, +2x10 =0,
O-xl—{— xz—l—{) x3—£—1x4+0 x5+6x6—8x7—16x8—|—
: +27 5077‘c9—8x10—0
0. xl—{ 0. x2~1—0 xs—E—O x4—i—0 x:-+0- x5+1x7~|—2*cs B+
K _ - +6,6269x,,=0,6269.
Tablica 2 zawiera wspdtezynniki ukiadu réwnan (2.2) oraz kolumng Ay (Wspol-

ezynniki podano u géry kratek cyframi ciefiszymi).
Przyjmiemy nastgpujace wspSlczynniki przeniesienia modelowego:

L3 m,=1000 & - oraz  m;=0,001 A.
Wowcezas opory laczace punkt 7 z punktami k obliczymy wg (1.4) z uwzglednieniem

(2.3). T tak kolejne wspélezynniki- @;;, dla pierwszego réwnania modelowaé beda
opory

o '
RIZ—E;mFi Z512 }1000:195’3 [l
Ris=7596

W analogiczny sposob obliczono wartodei pozostatych opbréw R;, 1 wpisano thustym
drokiem do odpowiednich rubryk tablicy 2 pod wspdlczynnikami ;. ‘

Opory laczace wezly 7 z masa (oznaczone symbolem p,) obliczone sa wg wzoru
(1.13); odpowiednie liczby umieszezono pod wspdtczynnikami a;, w przedostatniej
kolumnie. Opdr p w wezle 7' (wyrazenie 'ay, dla wezla 7 ma wartoéé dodatnia)
wynosi

1 _
25077 1000=398,8 [@].

Pr= mr;;

1
2 A7k
Warto§¢ zasilania modelujaca wyraz wolny (w danym przypadku warto$é réing
od zera ma tylko wspdlczynnik a,4 ) obliczymy z zaleznodei (1.6) z uwzglednie-
niem (2.3): '

12 =dt, 0,6m;=0,6269+0,001 = 0,0006269 A = 626,9 [uA].

Po wypelnieniu tablicy 2 przystapi¢ mo?na do modelowania réwnan (2.2) w steci
elekirycznej. Zgodnie ze wskazéwkami podanymi w punkcie poprzednim przyjmie-
my uktad podwdjnej siatki o 10 wezlach oznaczonych numerami kolejnymi od
1 do 10. Wezly gorne laczymy oporami, ktdrych wielkodci znajduja sie w tablicy
2 przy dodatnich wspdkezynnikach ;. Opory przy wspdlczynnikach ujemnych
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acza wezly siatki dolnej. Opory p umieszezamy w wezlach, gdzie suma Za,-k Jjest
r6zna od zera, przy czym w przypadku gdy suma wspdtczynnikéw przy niewiado-
mych danego réwnania jest dodatnia, opér p wlaczamy do wezta dolnej siatki,
a w przypadku gdy suma ta jest ujemna — do odpowiédniego wezha siatki gérnej.

Uklad ogélny sieci wraz z zasilaniem podany jest na rys. 3. Zasilania skierowane
53 do wezlow siatki gérnej, przy czym, je§li wyraz wolny a,, jest dodatni [w sensie
zapisu (2.1)], to prad powinien by¢ skierowany od wezta (w rozpatrywanym przy-
padku wystepuje tylko zasilanie do wezta 10).

Nalezy podkreslié, ze opory R, wyst¢pujace w schemacie sieci, moga byé w zasa-
dzie dowolne, jednakze dla otrzymania modelu sieci odpowiadajacego uktadowi
réwnafi (2.2) konieczne jest, aby opory taczace odpowiednie wezly siatki gérnej
i dolnej byly sobie réwne. Tak samo wielkosci podtaczonych sit elektromotorycznych
E; w zasadzie nas nie inferesuja: ich zadaniem jest zréwnanie potencjaléw odpo-
wicdnich wezlow siatki dolnej z potencjalami weziéw siatki gornej.

Na analogun elektrycznym rozwigzujemy uklad réwnan w sposéb nastepujacy.
Po zmontowaniu sieci zgodnie z objaénieniem podanym w przykladzie 2 oraz po
zasileniu jej pradami modelujgcymi wyrazy wolne — podigczamy woltomierz do
wybranych wezldw i oraz i, nastepnie sprawdzamy, czy potencjaly te sa sobie
réwne. W przypadku stwierdzenia réznicy, co normalnie ma miejsce, réZnicg po-
tencjaléw tych weztdw sprowadzamy do zera za pomocy regulowanej sity elektro-
motoryeznej E,. Koncdwki woltomierza przykladamy do nastepnych wezléw

. dolnej i gdrnej siatki i potencjaly tych wezldw wyrédwnujemy w podobny sposéb
za pomocy sily elektromotorycznej E, przynaleznej do tego wezla.

Powtarzajac omdéwione postgpowanie w sfosunku do dalszych wezléw droga
iteracji wyréwnujemy potencialy odpowiadajacych sobie weztdéw dolnej i gdrnej
siatki. Dokladno$¢ tego wyréwnania zalezy od urzadzenia technicznego Iub za-
tozed rachunkowych. Z chwily osiggnigeia wyréwnania postepowanie iteracyjne
Jjest zakoriczone i spetnia modelowany uklad réwnan algebraicznych. Nalezy wéwczas
zmierzyé napiecia np. gérmej siatki i ze wzoru drugiege (1.4) obliczyé poszukiwane
niewiadome; wynosza one

Powracajgc do przykladu 2, otrzymano na drodze rachunkowej nastgpujace
wartofci niewiadomych (przyjmujac, e wyraz wolny a,,=2,5077):

x;=—0,139315, x,=—0,096873, x,=—0,063576,
Xa= —0,048613,  xy=—0,048061, x= —0,006251
x;=0,018114,  x,=0,055895,  xo=-0,113549,
X10=0,249766.
Ng.tomiast w sieci analogowej np. napiccie
U,,=0248V,

Rozprawy Iniynierskie — 3




Rys. 3

L2021
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skad uwzglgdniajac warto§é wspblezynnika przeniesienia napiecia, znajdziemy

m,=n;m,=0,001 [A]-1000 [@]=1 [V],

a zgodnie z zaleznosmac (1 4) otrzymamy

1
' xm e 0,248T= 0,248.

Na zbudowanym analogu elbl&tl_'ycznym uzyskiwano doktadno$é rozwigzania
w granicach 159, co w wielu przypadkach.moze si¢ okazaé dokladno$cig wystar-
czajaca. ' '

O dokladnodci decyduje zaréwno sposéb nastawienia potencjomefrow modelu-
jacych opory Ry, jak i zasilania silami elektromotorycznymi Ey; dokladno$t ta
zalezy rownieZ od zastosowanego przyrzacdu do pomlaru napigé. Natomiast szybkosé
iteracji zalezy m.in. od stosunkéw opordw R,,c wzglédemn siebie'i ‘oporu R,

Analog AL-6 nadaje si¢ do rozwiazywania wielu ukladéw liniowych réwnafi
algebraicznych. Wymaga latwej, prawie mechanicznej obstugi i elementarnych
obliczen,
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Pesiome

BIEKTPUUECKHN AHAROL ONA PEIREHKWA JIMHEWHBIX CHCTEM,
AJIFTEBPAMYECKWUX YPABHEHHWI ITEPBOM CTENEHH, :
OBPAIVIOIINX HOPMAJIBHYIO MATPHLY

Spnerme dNEXTPO-MEXaHAYECKOH AHANOIHM, HCIOOIL30BARC LA BOHPOCOB, KACAIOIIAXCA Me-
xaEard. B oco0eEHOCTH, B SNCKTDHYCCKON COTH MOKHO MOMSHMPOBATS, YDABHEHES MCTOHA HE-
dopManMit, OpEMeHAas BX K OankaM, paMaM ¥ ILTACTHHEAM.

B macrosmmeil pabore, aBTOp OPENCTABILET CHCTEMY SHEKTPHYECKOH CETH, JAXOINEl BOIMOXK-
HOCTE MOIENHPOBATE NPOMIBONLHYHY CHCTEMY NHHeHHeX anreSpamdecksx ypasHesMil, ¢ TeM
OTpAHEMCHEEM, 9T0 OB KOod(FIMENTH HpY HeW3BECTHHIX, CO3TABANA HODMATEHYIO MATDHIY
T. €. CAMMETDPHYECKYIO IO OTHONICHEIO X INABHON AWATOHAZ/E, A Takwe 4roGH HTepalEOHHAA
HOCTIEAOBATENEHOCTE OFIIA KOHBEPICHTHOH,
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Summary

THE ELECTRIC ANALOGUE FOR SOLVING ALGEBRAIC LINEAR EQUATIONS
OF THE FIRST ORDER WHICH MAKE A NORMAL MATRIX

The phenomenon of electromechanical analogue has boen used for problems of mechanics.
In particular may be modeled, in an electric net, equations of the method of deformation used for
beams, frames and plates.

. In this paper the author presents a system of an electric net which makes it possible to model
an arbitrary set of algebraic linear equations provided that the coefficients of unknowns are a normal
matrix — Le., symmetrical in relation to the main diagonal — and the iterating series are conver-
gent,

POLITECHNIEA KRAKOWSKA

Praca zosfala zliozona w Redakcfi dnia 30 czerwea 1969 r,






